Regresni a korelacni analyza

Regresni analyza

- zkoumani jednostranné zavislosti numerické proménné y (zéavisla, vysvétlovand) na
numerické proménné x (nezavisla, vysvétlujici)

- nezavisla proménné = pficina, zavisla proménna = disledek

- dulezity je ptitom smér zavislosti (kterd proménnd je zavisla a ktera nezéavisla)

- zévislost vétSinou modelujeme néjakou matematickou funkci (tzv. regresni funkce).

Korelacni analyza

- zabyva se pfedevsim intenzitou vzajemného vztahu numerickych proménnych

- naintenzitu zavislosti je kladen vétsi diraz nez na jeji smér

- zahrnuje miry intenzity zavislosti

- ,correlatio* = vzdjemna souvislost (z lat.)

-z vypocetnich a interpretac¢nich hledisek se regresni a korelaéni analyza prolinaji.

Regresni modely

- matematické modely, které vyjadiuji pfedstavu o prib¢hu zévislosti proménnych

- umoziuji odhady nezndmych hodnot zavisle proménné ze zndmych hodnot nezavisle
promeénne.

Obecny tvar modelu:

Yy, =1n,+¢&; =n(xl.)+8l. , 1=12,...,n.

Symbolika: n, ... deterministickd slozka
g; ... nahodna (rusiva) slozka.
Typy modelii:

» aditivni (souctovy) — jeho slozky se skladaji s¢itanim, je nejbézné;jsi
» multiplikativni (soudinovy) — jeho slozky se skladaji nasobenim.

Teoreticka regresni funkce: 1 = n(x)

existuji riizné typy regresnich funkci
nejcastéjsi jsou linearni regresni funkce
linearita se mize hodnotit jak z hlediska proménnych, tak z hlediska parametrt

kazda regresni funkce ma urcity pocet parametra (jejich pocet znacime p).

Parametry regresni funkce:
- neznamé konstanty; symbolicky je znac¢ime feckymi pismeny (ﬁo B, .,ﬁm)

- jejich hodnoty 1ze odhadnout z vybérovych dat
- jetfeba k jejich odhadu zvolit takovou metodu, aby odhady mély co nejlepsi vlastnosti.



1) Funkce linearni z hlediska parametra

piimka n=p,+px

rovina n=p,+p6x +p0,x,

nadrovina n=pB,+px +Bx,+...+B,x,
parabola n=B,+px+p,x’

hyperbola n=B,+px"

logaritmickad funkce n=p,+ B Inx

polynom n=PB,+px+p,x>+...+B,x"

2) Funkce nelinearni z hlediska parametri

exponencialni funkce n =P8

mocninnd funkce n=p,x"
. . e Box

Térnquistova kiivka n=——m

x+ B,

Jednoducha linearni regrese

- regresni funkce je linearni z hlediska parametri
- ma jednu vysvétlujici proménnou (regresor) x.
Teoreticka (hypotetickad) regresni funkce: 1n =, + [,x

- By.B, ... parametry; x ... regresor
- nutno provést odhad neznamych parametrt S, B,

- odhad parametrt linearni regresni funkce provadime metodou nejmensich ¢tverci
- kdyz odhadneme parametry, ziskdme tzv. vybérovou regresni funkci.

Empiricka (vybérovd) regresni funkce: 1 =Y =b, +bx

- by,b, ... odhady parametrii; b, = [;’0; b, = p,

Metoda nejmenSich ¢tverca

- lze ji pouzit pouze k odhadu parametrt funkci linearnich v parametrech (v linearni regresi)
- princip: parametry odhadujeme tak, aby pro n€ byl minimalni soucet ¢tvercii rezidui.

v, =n,+& =0, +px +e, i=12,...,n
v, =Y, +é=b, +bx, + ¢,

Reziduum: ¢, =y, -Y, =y, —b, —bx, =e,
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1. stanovime parcialni derivace a polozime je rovny 0
2. vznikne soustava dvou rovnic o dvou nezndmych (tzv. normalni rovnice)

3. vyteSime ji a ziskdme vzorce pro vypocet b, a b, .

Vzorce pro vypocet parametrit vpbérové regresni piimky:

xXy—x-y
b =———
SX
b,=y—-b,-Xx
b, ... vybérovy regresni koeficient (smérnice vybérové regresni primky)

udava primérnou zménu proménné y odpovidajici zvySeni proménné x o jednotku.

SdruZené regresni primky

Y=a,+b,x popisuje zavislost y na x
X=a,+b,y popisuje zavislost x na y
l.b,=b,=0

X a y jsou korelacné nezavislé
sdruzené regresni piimky sviraji pravy thel.

X a y jsou perfektné zavislé
sdruzené regresni piimky sviraji nulovy thel, tedy splyvaji.

Miry tésnosti linearni zavislosti

2
s, S s
. . . 2 _ 2 . _ T Ty Xy . 2 < . >
Koeficient determinace: r, =r, =b b, =——=—"— r,, €(0;1
s. s, S.-S
y y
. 2 Sy Xy—x-y
Koeficient korelace: Voo =Ty =all = = ; Ty e< 1,1>

- méfi pouze silu linearni zavislosti, nikoli zavislosti obecné
- tento koeficient je symetricky.



Interpretace koeficientu korelace:

1. znaménko (+/-) udava smér zavislosti:
r,, >0 = piima zavislost

r,,<0 = nepiima zavislost

2. |r. | udava silu zavislosti:
Xy
r, =0 = linearni nezavislost
ryl=1 = funkéni (perfektni) zavislost
r,|—0 = slaba linearni zavislost
=

silna linearni zavislost

Test hypoteézy o nulové hodnoté korelacniho koeficientu

1) H,:p, =0 (linearni nezavislost x a y)
H,: non H,

2) Testové kritérium:

r X : }/l - 2 . . . .
t=-2———"; Statistika 1 ma pii platnosti H rozd&leni #(n —2)
1- ryi
3) Kriticky obor:
Wz{t; t<t,(n-2)at>t a(n—2)}
= =<
2 2

4) Zavér testu:

Pokud lezi hodnota testového kritéria v kritickém oboru, zamitame / ,a piijimame /|, tedy
prokazali jsme hypotézu o linearni zavislosti proménnych x a y.

6Zn: (@, =b,)

Spearmaniiv koeficient pofadové korelace: r, =1— ﬁz_lr ; r, € <— I 1>
nn —

- vychazi pouze z poradi namétenych hodnot

- neodrazi pouze linearni zavislost (jako klasicky koeficient korelace), ale méfi, jak dobie
popisuje vhodna monoténni (tedy i nelinearni) funkce zavislost proménnych

- interpretace a test hypoteézy o nulové hodnoté: stejné jako u korela¢niho koeficientu.



Miry tésnosti zavislosti

- obecné miry, nezavislé na typu regresni funkce
- lze pouzit i pro méfeni nelinedrni zavislosti
- tyto miry nejsou symetricke.

Index determinace: 1° = i—r; 1? €(0;1)

y

- udava, jaky podil variability proménné y lze vysvétlit zvolenou regresni funkei
- lIze ho vyjadfit v %

Index korelace: 1= i\/l_z ; I e <— 1; 1>

Rozklad celkového soudtu ctverci
S =S, +5,

S ... celkovy soucet Ctverci

S, ... teoreticky soucet Ctvercii
Cast variability, kterou Ize vysvétlit zvolenou regresni funkci
Sy ... rezidudlni soucet Ctvercii
cast variability, kterou nelze vysvétlit zvolenou regresni funkci.
n 2

S, =2 (y-¥)

i=1

Testovani vhodnosti regresniho modelu

Celkovy F — test

- testuje vhodnost modelu jako celku
- analyza rozptylu.

1) H,:B,=c, B,,B,y,...... B,, =0 (regresni funkce nemd zadny vyznam, tj. neni vhodna)
H, :non H,

2) Testové kritérium:

F = ST/ly_1

= ;  Statistika F ' ma pii platnosti Hy rozdéleni F ( p—-Ln— p).
Sg/n—p



3) Kriticky obor:
W={F,F>F_(p-1,n-p)}

4) Zavér testu:

Pokud lezi hodnota testového kritéria v kritickém oboru, zamitame /1 ;a piijimame H | . Model
1ze na dané hladin¢ vyznamnosti povazovat za vhodny.

Dilci t — testy

- testy o nulové hodnoté jednotlivych regresnich parametrt
- pocet testl je roven poctu parametrii modelu.

1) H,:B,=0, h=12,....m
H, :non H,

2) Testové kritérium:

b
t, = (bh ) , h=12...,m. Statistika ¢, ma pfi platnosti H,rozdéleni t(n —p).
S\b,
3) Kriticky obor:
WE{th; 1, <t, (n—p) at,=zt, (”_p)}
hud 1—
2

4) Zaver testu:

Pokud lezi hodnota testového kritéria v kritickém oboru, zamitame H ja piijimame H .
Testovany parametr lze na dané hladiné vyznamnosti povaZovat v regresni funkci za pfinosny.

Jednoducha nelinearni regrese

- neni-li regresni funkce linedrni v parametrech, nelze jeji parametry odhadnout metodou
nejmensich ¢tvercl

- pro odhad parametrii se pouziva fada riznych metod, naptiklad metoda linearizujici
transformace (logaritmicka apod.) nebo metoda ¢aste¢nych souct

- vétSinou nasleduji dalsi metody pro zlepSeni vlastnosti odhada

- vypocetng znacné naro¢né (vyuziti statistickych programu).

Volba vhodného typu regresni funkce

- volba by se méla v prvé fad¢ opirat o vécny rozbor vztaht proménnych
- pfi volbé nejvhodnéjsi regresni funkce 1ze kombinovat rizna kritéria

- vzdy se snazime o jednoduchost modelu (ne pfili§ mnoho parametrit)

- Uspésnost modelu je nezbytné ovétit vhodnym testem

- dale je tfeba zméfit prilnavost regresni funkce k datiim vhodnou mirou.



1. Index determinace

v

- za vhodngj§i je povazovéna ta regresni funkce, u které je hodnota I° vyssi.
Pii srovndvani funkci s nestejnym poctem parametrit je tieba hodnotu F upravit
(penalizovat), nebot u funkci s vysSim poctem parametrii vychdzi hodnota I automaticky

AA

Existuji rizné formy penalizace, napriklad:

2o=1-(1-2) "o (n-1)S, .
“ ( )l’l—p (n_p)Sy

Pozn.: adjusted = upraveny.

2. Testové kritérium F

- testové kritérium celkového F-testu vhodnosti modelu
- za vhodnéjsi je povazovana funkce, u niZ je hodnota statistiky F' vyssi
- toto kritérium lze pouZit vzdy, bez ohledu na to, kolik parametrii maji srovnavané regresni

funkce.

F = ST/p_1
SR/”_p

3. Rezidudlni soucet Ctvercii: S, = z (v,-1)
i=1

v

- zavhodnéjsi je povazovana funkce, kterd mé rezidualni soucet ¢tvercii nizsi
- rezidudlni soucet Ctvercii lze pouzit pouze tehdy, kdyz srovnavadme funkce se stejnym
poctem parametra.

Sk
n—p

- za vhodnéjsi je povazovana funkce, kterd ma rezidudlni rozptyl nizsi
- rezidudlni rozptyl lze pouzit vZdy, bez ohledu na to, kolik parametrii maji srovnavané
regresni funkce.

4. Rezidudlni rozptyl: S, =



