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Absolutni hodnota

Definice: Absolutni hodnota realného ¢isla X je realné ¢islo |x|, pro které plati:
je-lix>0— x| =x,
je-lix<0— x| =-x.
Z definice vidime, Ze chceme-li u vyrazu odstranit absolutni hodnotu, musime nejprve védét,
jaké je ¢islo uvniti absolutni hodnoty - nezaporné, nebo zaporné.
Pozn.: Terminem "nezaporny" se mysli mnoZina kladnych cisel véetné nuly.

Uved'me jednoduché piiklady:

1] 1 53| 53
d=2, |g-5, -3, [3-2
Stejné tak ale plati 1 nasledujici:
—d=-4, —|-1=-1

Tuto zavislost mizeme vyjadrit graficky nasledovné.
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y =|x|
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napf. vyrazu |X - 1| miizou odpovidat dva vyrazy bez absolutni hodnoty:
je-lix-1>0—-x-1=x-1,
je-lix-1<0—x-1]=-(x-1)=-x+1.
Pro lepsi pochopeni mtizeme opét vyuzit grafického znazornéni.
y=h-1 y=l2x-6

A\

y

Dalsi obecna vlastnost absolutni hodnoty, ktera je jisté patrné jak z uvedenych ptiklada 1 grafii

je, ze |X| > 0.
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Rovnice s absolutni hodnotou

Pro feSeni rovnic s absolutni hodnotou je nutné si definovat tzv. "nulovy bod™" absolutni
hodnoty. Rozumi se jim takové Cislo x, pro néz je absolutni hodnota rovna nule. Ukazme si to

na nasledujicich ptikladech:
pro vyraz |x - 1| je nulovy bod 1,

pro vyraz |x + 4| je nulovy bod -4,

pro vyraz |2x - 3| je nulovy bod E ,

pro vyraz |1 - X| je nulovy bod stejny jako pro vyraz |x - 1|. Z diive uvedenych piikladi totiz
vime, Ze absolutni hodnota ¢isla se rovna absolutni hodnoté stejného ¢&isla s opaénym
znamenkem tj. |x| = |- X|. Musi tedy platit také nasledujici Uprava:

1—X=|-(~1+x) =|-1+x =|x-1.

Nulovy bod rozdéli mnozinu vSech realnych ¢isel R na dvé podmnoziny: Rj, pro jejiz prvky je
vyraz uvnitt absolutni hodnoty zaporny a Ry, pro jejiz prvky je vyraz uvnitt absolutni hodnoty
nezaporny. Pak mizeme fict, Ze R; U R, = R.

Ukazme si to na piikladu:

Vyraz |2x - 6| m& nulovy bod v x = 3. Defini¢ni obor tedy miizeme rozdélit na Ry = (-0 ; 3) a

R, =<3 ; o). Mizeme tedy vyraz rozdélit na dvé samostatné rovnice:
X &(—00;3)=[2x—6=-2x+6
X €(3;0)=>[2x—6=2x—-6
Priklad:
Reste v R rovnici [2x - 6 = 10
Reseni:
Nulovy bod absolutni hodnoty je v x = 3. Rozdélime tedy tlohu na dvé rovnice a feSime

samostatné:
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1) X &(—00;3)=2x—6<0=>[2x— 6/ =—2X+6

rovnice ma tedy tvar:

—2Xx+6=10
—2x=4
X=-2

Cislo -2 nalezi mnozing (-co ; 3) a rovnici splituje (ovéfime dosazenim), takze -2 je kofenem

rovnice.
2) x€(3;00)=>2x—6>0=[2x—6/=2x—6
rovnice ma tedy tvar:
2x—6=10
2x =16
X=8

Cislo 8 nalezi mnozin¢ <3 ; o) a rovnici spliiuje (ovéfime dosazenim), takze 8 je taktéz

kofenem fesené rovnice. Mnozina kofent rovnice je tedy K = {-2, 8}.

Priklad:

Reste v R rovnici |1 - x| - |2x + 6] = 1

Reseni:

Jak jsme si jiz ukazali, rovnici mizeme upravit do tvaru [x - 1| - |2x + 6| = 1

Nulové body absolutnich hodnot jsou 1 a -3. Ulohu si tedy musime rozdélit na tii samostatné
rovnice pro tii podmnoziny R; = (-0 ; -3), R; =<-3; 1>aR3 = (1 ; ).

1) Uvazujme nejprve x € (-0 ; -3). Zvolime si libovolné ¢islo z intervalu, napf. -10. Dosadime
ho do prvniho vyrazu x - 1 a zjistime, zda je vysledek zaporny, nebo kladny. Po dosazeni

vidime, Ze je vyraz zaporny (-10 - 1 = -11). Pro tento interval budeme tedy ménit u tohoto

vyrazu znaménko na opacné:

Xe(-00;-3)=>x-1<0=|x-1 =—x+1
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Totéz provedeme i s druhym vyrazem v rovnici 2x + 6 a zjistime, Ze je rovnéz zaporny. | zde
budeme obracet znaménko:

xe(—00;—3)=2x+6<0=>[2x+6/=—-2x—6
Cela rovnice pro tento interval tedy bude mit tvar:

—x+1-(-2x-6)=1
—X+1+2X+6=1
X+7=1

X=-6

Jelikoz je -6 € (-0 ; -3) a zaroven rovnice vychazi po zpétném dosazeni, mizeme prohlasit -6

za jeden z kofent rovnice.

2) Stejn¢ pokracujeme pro druhy interval <-3 ; 1> a zvolime si z né libovolné ¢islo,
samoziejmé¢ krom¢ nulovych bodd, napf. x = 0. Po dosazeni zjistime, ze vyraz X - 1 je
zaporny (0 - 1 = -1) a vyraz 2x + 6 je kladny (0 + 6 = 6). Znaménko tedy zménime pouze u
prvniho vyrazu |x - 1| = -x + 1, zatimco druhy zistane stejny [2X + 6] = 2X + 6. Rovnice tedy

bude pro druhy interval vypadat nasledovné:
—x+1-(2x+6)=1
—X+1-2x-6=1
—-3x-5=1
—-3X=6

X=-2

Cislo -2 € <-3 ; 1> a pfi zpétném dosazeni zjistime, Ze i -2 je kofenem rovnice.

3) Z posledniho intervalu (1 ; o) opét vybereme nahodné ¢islo, napt. 10 a zjistime, Ze oba

vyrazy jsou kladné, takze [x - 1| =X -1 a|2x + 6| = 2x + 6.

x-1-(2x+6)=1
X—1-2x—-6=1
—Xx-7=1

X=-38
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Cislo -8 rozhodné¢ nendlezi intervalu (1 ; ), pro ktery jsme rovnici fesili, takze nemutze byt

jejim kofenem. Kofeny jsou tedy pouze dva X; =-6 a X, = -2, tedy K = {-6, -2}.

Piiklad:

Reste v R rovnici [2x +4| + || -2=x + 8

ReSeni:

Rovnice ma opét dvé absolutni hodnoty, tedy i dva nulové body: -2 a 0. Diky nim ziskame tfi
intervaly (- ; -2), <-2 ; 0> a (0 ; ). Zjistime znaménka vyrazu pro jednotlivé intervaly a pro

piehlednost zaneseme do tabulky:

2X + 4 X rovnice
(o0 ; -2) - - 2X-4-X-2=x+8
<-2;0> + - 2X+4-x-2=x+8
(0 ; 00) + + 2X+4+x-2=X+8

1) xe (-0 ;-2)
—2X—4—-X—-2=Xx+8
—3X—6=x+8
—-4x=14
7
X=——¢€l-0;-2
Le(wi-2)

. 7. .
Po provedeni zkousky zjistime, Ze — 2 je prvnim kofenem rovnice.
2) xe<-2;0>
2X+4—-X—2=X+8
X+2=X+8

2=8
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Rovnice v tomto intervalu nema feSeni.

3) x<(0; )
2X+4+X—-2=Xx+8
3X+2=x+8
2X=06
x=3e(0; )

Po provedeni zkousky zjistime, Ze 3 je také kofenem rovnice.

Rovnice ma tedy dva kofeny x; = —g axp;=3,tedyK= {—g, -2}.

Nerovnice s absolutni hodnotou

Postup feSeni nerovnic s absolutni hodnotou je obdobny jako u rovnic. Jedinym rozdilem je,

ze vysledkem nejsou body ale intervaly.

Priklad:
Reste v R rovnici [x +1| > 5
ReSeni:
Resime stejné jako u rovnic, tedy pro absolutni hodnotu najdeme nulovy bod a rozdélime jim
defini¢ni obor. Pro vyraz x + 1 je nulovy bod -1. Ziskdme dva intervaly (- ; -1), <-1 ; ), pro
které opét feSime zv1ast’:
1) Xe(—00;-1)=[x+]=-x-1
Nerovnice ma tedy v prvnim intervalu tvar:
—x-1>5
—X>6
Pfi nasobeni -1 nesmime zapomenout obratit znaménko > stejné jako u klasickych nerovnic.
xX<-6

Pokud ma byt x ostfe mensi nez -6, vychazi nam interval (- ; -6). Protoze se ale ze zadani

pro tuto nerovnici pohybujeme v intervalu (-oo ; -1), abychom nasli opravdovy vysledek,
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musime najit pritnik téchto dvou intervald. Bude se jednat o takovy interval, ktery je spole¢ny

obéma pliivodnim intervaliim. V tomto pfipad¢ dostaneme nésledujici:

(—oo ; —6)ﬁ(—oo ; —1):(—00 : —6)

Graficky lze tuto operaci reprezentovat nasledovneé:

-00 7 6 5 -4 -3 2 -1 0 1

2) Xe(-1;00)=|x+]=x+1
Nerovnice mé tedy v druhém intervalu tvar:
X+1>5
X>4

Na zadaném intervalu <-1 ; ) nam vysel interval (4 ; o). Stejnym zplsobem provedeme
jejich prinik a ziskame vysledek:

(4;oo)m<—l;oo):(4;oo)

Obdobn¢ mizeme graficky reprezentovat:

I 1 I I I W I I

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 00

Vysledkem nerovnice [x +1| > 5 je sjednoceni vyslednych intervali:

Xe(—o00;—6)u(4; )

Tento vysledek jde opét reprezentovat graficky jako Cervené zvyraznéna Cast nasledujiciho

grafu:
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