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Komplexni ¢isla

Definice: Kazda uspofadana dvojce realnych ¢isel [a ; b] se nazyva komplexnim ¢islem.
Mnozina vSech komplexnich ¢isel se znaci C.
Realna c¢isla a a b jsou ¢asti nebo slozky komplexniho ¢isla;

e ajerealna Cast;

e b se nazyva imaginarni ¢ast;

Muzeme rozliSit nékolik druhi ¢isel, které patii do mnoziny komplexnich cisel:

Redlna cisla — komplexni ¢islo ma v tomto piipadé pouze realnou slozku a, zatimco

imaginarni slozka b je nulova, napft. [2 ; 0], [-5,3 ; 0].

- Ryze imaginarni ¢isla — v tomto piipadé ma komplexni ¢islo pouze imaginarni slozku
b, zatimco jeho realna slozka je nulova, napt. [0 ; 3,5], [0 ; 105].

- Imaginarni ¢isla — ani jedna za slozek komplexniho ¢isla neni nulova, napf. [5 ; 2].

- Imaginarni jednotka — [0 ; 1]

- Realna jednotka — [1 ; 0]

MiiZzeme tedy napsat, Ze redlna Cisla tvoii podmnozinu ¢isel komplexnich.

Abychom odlisili komplexni ¢islo od realného, zna¢ime komplexni proménné bud’ jako

pismenu se "stfiskou", nebo s pruhem: Z, z

Zobrazeni komplexnich cisel

Komplexni ¢islo lze zakreslit jako bod v komplexni roving, n€kdy nazyvané Gaussova
rovina. Na osu X (zde nazyvanou realna osa) vynasime realnou ¢ast komplexniho ¢isla a na
0su Y (nazyvanou imaginarni osa) vynaSime jeho imaginarni ¢ast.

Dalsim parametrem, ktery mize komplexni Cislo popisovat je jeho argument a. Je to Uhel,

ktery svird spojnice pocatku Gaussovy roviny a komplexniho ¢isla s redlnou osou.
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Imaginarni jednotka
Abychom mohli zavést dalsi tvary, je tiecba zavést si symbolické odliseni ¢isel a a b, tedy
realné a imaginarni slozky komplexniho ¢isla. Proto byla zavedena tzv. imaginarni jednotka,

kterou znac¢ime i (v nékterych ptipadech j). Je definovana nasledovné:

iZ2=—1,neboi =+—1
Takto definovana imaginarni jednotka nam mimo jiné dovoluje fesit piiklady, které byly az
do této chvile nefeSitelné — napt. kvadratické rovnice se zapornym determinantem. To byl
také jeden z duvodt zavedeni mnoziny komplexnich ¢isel.
Je potieba uvést n¢které dalsi vlastnosti imaginarni jednotky, které vyplyvaji z jeji definice,

ale nemusi byt okamzité patrné:

Kdybychom pokracovali dal, v§imli bychom si, Ze se hodnoty zvySujicich se celo¢iselnych
mocnin imaginarni jednotky opakuji. Mohou totiz nabyt pouze Ctyf hodnot (i, -1, -i a 1).
Jakoukoliv celoc¢iselnou mocninu imaginarni jednotky mizeme vyjadiit nasledovné:

i4n idn+l s
i =1 i =]
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Tvary komplexniho ¢isla

Zavedeni imaginarni jednotky nam také dovoluje pouzit jiné tvary komplexnich cisel:

e geometricky tvar: Z =[a; b]
Je to uspotadana dvojce redlnych Cisel, jejiz priklady jsme si uvadéli vyse.

e Algebraicky tvar: Z=a+ b.i
V algebraickém zépisu je dvojce redlnych cisel tvofici spole¢né komplexni cislo
odlisena pravé imaginarni jednotkou i. Podle ni pozname, ze ¢islo a (bez imaginarni
jednotky) je realna ¢ast komplexniho ¢isla a ¢islo b (s imaginarni jednotkou) je
imaginarni slozkou komplexniho ¢&isla.

e Goniometricky tvar: Z = |Z|.(cos a + i.sin @)
Jak nédzev napovida, jedna se o zapis komplexniho cisla pomoci goniometrickych
funkci. V zapisu nam piibyl ¢len |Z], coz je tzv. velikost komplexniho Cisla Z, Ktera

predstavuje vzdalenost komplexniho ¢isla Z od pocatku (od nuly).

Im

N 5

Velikost komplexniho Cisla lze spocist snadno podle Pythagorovy véty jako:

17 =+/a? +b? .
Redlnou slozku z goniometrického zéapisu komplexniho ¢isla lze ziskat trochu
obtizn&ji nez v ptipad¢ algebraického zapisu: Re{z} = a = |Z|.cos a .

Stejnym zplsobem lze ziskat i imaginarni slozku: Im{Z} =b = |Z|.sin o .
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Goniometricky tvar komplexniho ¢isla je vétSinou pouze mezikrokem mezi tvarem

algebraickym a exponencialnim.

e Exponencialni tvar: z = |Z|.e *
Exponencialni tvar komplexniho ¢isla je nejjednodussi moZnosti zapisu komplexniho
¢isla pouze pomoci jeho velikosti |Z] a argumentu o. Pismeno e je konstanta
vychazejici z ptirozené¢ho logaritmu nazyvana Eulerovo ¢islo.
Abychom ale urcili jeho redlnou a imaginarni slozku, musime ho pfevést do
algebraického tvaru. To je snadné pravé za pomoci goniometrického tvaru, jelikoz
vSechny veli¢iny v goniometrickém tvaru — velikost a argument komplexniho cisla —

nam definuje jiz tvar exponencidlni. Po dosazeni do goniometrickych funkci a

roznasobeni zavorky dostaneme piimo algebraicky tvar.

Pozn.: Pozor, pokud pocitate napr. velikost komplexniho Cisla, nezapominejte, ze imaginarni
jednotka i neni soucdsti imagindarni slozky komplexniho disla, ale pouze ji oznacuje. To

znamend, ze pokud nekam madame dosadit imagindrni slozku b, nesmime dosadit i.b.

Zde je jesté potfeba dodefinovat termin spojeny s komplexnimi Cisli — cislo komplexné
sdruzené. Mame-li komplexni Cislo Z = a + b.i, pak knému existuje ¢islo komplexné
sdruzené z* = a — b.i, které se od n¢&j 1isi pouze znaménkem u jeho imaginarni ¢asti. Jeho

realna Cast i jeho velikost jsou shodné s pivodnim komplexnim ¢islem Z.
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Z grafického znazornéni komplexné sdruzené¢ho cCisla miZzeme také rovnou usoudit, jak by
vypadalo v piipadé exponencialniho tvaru. Vidime totiz, ze kromé obraceni znaménka pied

imaginarni slozkou b, dojde k obraceni znaménka také pied argumentem a.
Pokud tedy mame komplexni ¢islo 2 = |Z|.e /%, ¢islo k nému komplexné sdruzené mizeme

napsat jako 2* = |£].e "% = |2|.e ~ ",

Rovnice s komplexnimi ¢isli
Rovnice skomplexnimi ¢isli vypadaji vétSinou uplné stejné, jako rovnice s realnymi

proménnymi s jednim dtlezitym rozdilem — proménna je komplexni ¢islo.

Piiklad: 3+2X=7—i

Reseni takové rovnice miizeme shrnout do nasledujicich nékolika krok:

1) Upravime rovnici tak, aby na jedné stran¢ byly vSechny vyrazy s komplexni proménnou a

na druhé stran¢ vSechny realné i imaginarni konstanty.
2X=7-3—Ii
2X=4-i
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2) Za komplexni proménnou dosadime obecny algebraicky tvar komplexniho ¢isla. Tim
VvV rovnici ziskdme realné proménné a a b odpovidajici pfimo realné a imaginarni slozce
komplexniho ¢isla X.

fR=a+b.i
2(a+b.i)=4-i

3) Nyni si upravime levou stranu rovnice tak, abychom jasné rozdélili komplexni a realnou
cast stejné, jako tomu je na pravé strané¢ rovnice. V obecném piipadé to znamena, Ze

odstranime pfipadné zavorky a dame k sobé& ¢leny s imaginarni jednotkou a ty bez ni.
2a+2bi=4-i

4) Poslednim krokem je rozdéleni rovnice na dvé mensi samostatné rovnice, ve kterych

porovnavame zvlast realné slozky a zvlast ty s imaginarni jednotkou.

Prvni rovnice: 2b.i = —i

2b=-1
b=—1
2

Druha rovnice: 2a=4
a=2

5) Vysledek rovnice mizeme tedy napsat takto:

X=a+b.i=2-

HI\J

Na zavér je potieba zminit se o piipadu, ktery nelze oznacit za samostatny tvar komplexniho
Cisla, ale protoze se na prvni pohled vyrazné 1isi od algebraického tvaru, miize prace s nim
pusobit potize. Jedna se o pfipad, kdy je komplexni ¢islo ve jmenovateli zlomku. Z&pis pak
vypada nasledovné:

X

7= -,
a+hi

kde X muize byt vyraz s realnymi, nebo komplexnimi proménnymi. Prace s komplexnim
Cislem v takovémto tvaru je samoziejmé komplikovanéjsi, protoze ihned nemizeme urcit ani

jeho velikost ani redlnou, ¢i imaginarni slozku. Pravidlem tedy je tento tvar upravit tak,
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abychom se zbavili komplexniho ¢isla ve jmenovateli. Toho docilime rozsifenim zlomku
zlomkem s ¢islem komplexné sdruzenym v Citateli i jmenovateli. Tim nijak nezménime

velikost ptivodniho zlomku, protoze ho nasobime jednickou, ale zménime tvar zlomku.

X X a-bi_ Xf(a-bi) _ X(a-bi) X.(a-bi)

©Ta+bi a+bia-bi (a+bifa-bi) a’—-b’i’ _a’+b’

Jak vidime, vysledny zlomek ma ve jmenovateli pouze Cleny a a b, coZ jsou realna ¢isla.
Jmenovatel je tedy realny a jediné komplexni ¢islo nam zustalo v ¢itateli, kde s nim mizeme

operovat zcela normaln¢.
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