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Komplexni Cisla - priklady

Priklad O:
Reste v C (obor komplexnich &isel): x* +2=0.
ReSeni:
Tento jednoduchy vyraz bych samoziejmé mohli fesit jako kvadratickou rovnici, ale bylo by
to zbytecné slozité feSeni. Sta¢i pouze upravit odectenim dvojky:
X =-2.
Abychom ziskali hodnotu x, musime odmocnit obé strany rovnice.
x=+-2.

Pokud bychom fesili rovnici v oboru redlnych ¢isel, neméla by feSeni. Oboru komplexnich

¢isel ale odmocnina zaporného Cisla ma feSeni. Miizeme si totiz vyraz prepsat nasledovné:
x=v-2=\(1).2=J-1.42=

Z definice komplexni jednotky vime, ¢emu se rovna odmocnina z minus jedné. Muzeme tedy

dokon¢it feSeni.

X=i.2

Piiklad 1:
Najdéte realnou cast komplexniho Cisla 2 =2 +4i -3+ 2.(3 +i).
Reseni:
Nejdiive musime rovnici upravit tak, abychom ziskali oddélené ¢leny s a bez imaginarni
jednotky. Clen bez imaginarni jednotky tedy bude realnou slozkou.
2=2+4i-3+2(3+i)=
=—1+4i+2(3+i)=
=—1+4i+6+2i =
=5+6i
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Realna slozka komplexniho ¢isla Z je tedy: Re {2} =5.

Priklad 2:
Najdéte imaginarni slozku komplexniho ¢isla Z = 5.(4 - 2i)—1+ 2i.(3 — 4).
ReSeni:
Postup bude obdobny jako u minulého piikladu, jen hledime ¢len s imaginarni jednotkou.
?=5(4-2i)-1+2i(3-4)=
=20-10i —1+2i(-1)=
=20-10i -1-2i =
=19-12i

Imaginarni slozka komplexniho ¢islaZ je tedy: Im{i} =-12.

Priklad 3:
Najdéte realnou slozku komplexniho ¢isla Z = i.(2 - i)+ 3i+ 2i.(i +1).
Reseni:
Zde nesmime zapominat, jak se chova imaginarni jednotka, kdyZ ji nasobime samu Sebou.

2=i(2-i)+3i+2(i+1)=

=2i—(-1)+3i+2i(i+1)=

=2i+1+3i+2(-1)+2i =

=71+1-2=
=7i-1

Reélna slozka komplexniho ¢isla Z je tedy: Re{f} =-1.

Priklad 4.
Najdéte imaginarni slozku komplexniho ¢isla 2 = (2 - i).(i + 3) +3- 2(i + l) :

ReSeni:
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Resime stejné jako v predchozim piikladg.
2=02-i)i+3)+3-2(i+1)=
=2i+6-i’ -3 +3-2(i+1)=
=2i+6-(-1)-3i+3-2i-2=

=6+1-3i+3-2=
—=8-3i

Imaginarni slozka komplexniho ¢islaZ je tedy: Im{i } =-3.

Piiklad 5:

Najdéte imaginarni slozku komplexniho ¢isla Z = i.(i.(i.(i. i.(i.(i. i.(l—l- I))))))))

ReSeni:

Opét feSime obdobné a stejné jako v minulych piikladech nesmime zapominat na chovani

imaginarni jednotky. Mzeme roznasobit zavorky bud’ zevnitf, nebo zvenku. Zde je vyrazné

jednodussi postupovat zvenku.

Coz lze ptepsat takto:
=1+1i

Imaginarni slozka komplexniho ¢isla?Z je tedy: Im{i} =1.
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Priklad 6:

Pieved’te na exponencialni tvar komplexni ¢islo 2 =2+2i.
Reseni:

Exponencialni zapis komplexniho ¢isla vypadéa nasledovné:
e

2=|7

Abychom mohli komplexni ¢islo zapsat v exponencidlnim tvaru, musime tedy ziskat jeho

velikost |Z| a argument a. Zaéneme velikosti.
Vime, Ze realna slozka komplexniho ¢isla? je: Re{i} =2.
Imaginarni slozka komplexniho ¢islaZ je: Im{i} =2.
Velikost komplexniho ¢isla Z spocteme jako:
|2 =v22 +22 = /8.
Prvnim krokem pro ziskani argumentu je to, Ze si komplexni Cislo zakreslime v Gaussové
roving.

Im

Z grafu vidime, ze komplexni ¢islo lezi v prvnim kvadrantu Gaussovy roviny, coZ znamena,
ze bude n¢kde mezi 0° a 90°. Tento fakt pouzijeme jako kontrolu.
Abychom ted’ uz ziskali argument @, pouzijeme jednu z goniometrickych funkci na strany

pravouhlého trojahelniku.
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. 2 2 1
sinag=—=——=—"-=

B 222 2
V2

o = arcsin — = 45°
2

N[5

To odpovida nasemu ptedpokladu, Ze a bude mezi 0° a 90°. Nyni jiZ mame vSechny udaje a

muzeme komplexni ¢islo Z zapsat v exponencialnim tvaru:
7 =+/8e®

Vysledek uvadime pro jednoduchost ve stupnich (Uhlovych). Alternativné bychom mohli pro

vyjadfeni argumentu pouzit radiany. Potom by vysledek vypadal nasledovné:

7 =/8e*

Priklad 7:

Pieved’te na exponencialni tvar komplexni ¢islo 2 =4i—3.

Reseni:

Postupujeme stejné jako v ptedchozim ptikladu. Nejprve si uvédomime co je realnd a
imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla Z, z nich si spoéteme jeho velikost, zakreslime ho na

Gaussové roviné a zjistime, V kterém kvadrantu se ¢islo nachazi, abychom nasledné¢ mohli

spocist argument.

= JC3P+42=/9116=25=5

Pti zakreslovani komplexniho ¢isla do Gaussovy roviny nesmime zapominat, jak je definovan

Z

argument komplexniho ¢isla.
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T a

3 Re

Vidime, ze komplexni ¢islo 2 je v druhém kvadrantu, tedy jeho argument ¢ musi byt mezi
90° a 180°. Pro jednoduchost si opét prekreslime pravothly trojlhelnik, ze kterého uré¢ime

thel a.

sin (e —90) =

glw

(a —90) = arcsin g

a =90+ arcsin g

a=37+90=127°
Argument komplexniho ¢isla se tedy rovna pfiblizné 127°, coz potvrzuje jeho polohu

v druhém kvadrantu. Nyni jiz miZzeme komplexni ¢islo Z zapsat v exponencidlnim tvaru.
2 ~ 5 e127i
Ale pokud nechceme zaokrouhlovat, musime ho zapsat s poslednimi ptesnymi hodnotami.

90+arcsin§ji
5

i= 5.e(

Piiklad 8:

Pieved'te do algebraického tvaru: 2 = 2.%%*' . (Uhel neni zadan v radianech, ale ve stupnich)
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Reseni:

Tentokrat budeme postupovat obracen¢. Mame jiz velikost i argument komplexniho ¢isla 7,
co nam chybi, jsou jeho realna a imaginarni slozka. Mame dvé zakladni moznosti, jak
postupovat.

Zaprvé muzeme piiklad fesit ,,graficky®, tj. v Gaussové roviné si vynést thel od realné osy
rovny argumentu komplexniho ¢isla Z .

Im

o =225°

as

Protoze zname i velikost komplexniho ¢isla |Z|, sta¢i ji vynést na thel a a vynést kolmice na
okolni osy. V pruseciku s osami lezi slozky komplexniho ¢isla a a b.

Im

Y

Druhd moZnost jak ptiklad feSit je vyrazn¢ jednodus$i. Staci si totiz vzpomenout na

goniometricky zapis komplexniho ¢isla a dosadit do néj velikost a argument:
2 =|2(cosr +i.sin )
2 = 2(cos 225° +i.sin 225°)

A ted’ staci pouze roznasobit a dopocist sinus a kosinus:
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7=-\2-i2

Podle ptedpokladu (z argumentu &) jsou obé slozky zaporné a shoduji se.

Priklad 9:

Preved'te na exponencialni tvar komplexni &islo 2 = 2i — 4+ 4+/2.67*5. (tihel neni zadan

v radianech, ale ve stupnich)

Reseni:

Vidime, Ze komplexni ¢islo Z je zadané napul v algebraickém tvaru a napul v exponencialnim

tvaru. Potfebujeme jej tedy pievést do jednotného tvaru. Toho nejsnaze dosdhneme tak, ze

v v

exponencialni ¢ast pfevedeme na algebraicky zapis, seéteme ob¢ ¢asti a pak teprve prevedeme

rowr

celé ¢islo Z do exponenciélniho tvaru.
Prvnim krokem tedy je rozdéleni Z na dvé ¢asti Z, a Z,.
1=7,+1,
2,=2i-4, 1,=4J2e7
Nez zatneme s pievodem Cisla Z,, nesmime zapomenout, Ze v minus v exponentu patii do

argumentu, tedy komplexni ¢islo 2, ma zaporny argument a = -45°. Pokud si ho zakreslime

do Gaussovi roviny, vidime, ze se jedna o ekvivalentni ptipad k situaci, kdy by argument byl
dopliikem do 360°, tedy a = -45° = 315°:

Im

a =360 - 45°

1N
kja:_ﬁ_p\e
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Nyni pfevedeme ¢islo Z, na algebraicky tvar:
2, =427 =

= 44/2(cos(— 45°)+i.sin (- 45°)) =

Ted mtizeme spojit ¢islo Z zpét dohromady:
2=2,+2,=(2i-4)+(4-4i)==2i

A kone¢né mtizeme Cislo pfevést v celku do exponencidlniho tvaru. Po zakresleni vidime vse

podstatné pro ptrevod.

Im

-/ Re
a=-90°

15=-2i

Protoze ma ¢islo Z pouze imaginarni slozku, lezi na imaginarni ose (osay) a jeho argument
bude bud’ 90°, nebo -90° (270°). Protoze je jeho imaginarni slozka zaporna (-2), lezi tedy na
zaporné ¢asti osy, argument bude -90°.

Stejné tak jeho velikost |Z| lze z nakresu snadno vyc¢ist, protoze se v tomto piipadé rovna
pfimo imaginarni sloZce (pfesnéji jeji nezdporné velikosti). To mizeme ovétit nasledovné:

2| =a? +b? = J0? + (-2 =\/(-2)* =4 =2

Komplexni ¢islo Z miizeme jiz tedy prepsat do exponencialniho tvaru jako:

7-2e7%
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Ekvivalentnim zapisem by bylo i: 2 = 2.e'*”

Priklad 10:

Vyfteste: Vi=

ReSeni:

Abychom mohli zadany vyraz upravit, musime si uvédomit nékolik zakladnich faktu.

1. Odmocnina je operace inverzni k mocning, ale lze ji zapsat jako mocninu. V tomto

ptipadé druhou odmocninu mizeme nahradit umocnénim na jednu polovinu:

N

Vi=i
2. Tvar komplexniho ¢isla nejvhodnéjsi k praci s mocninami je tvar exponenciélni.
Pievedeme tedy imaginarni jednotku na exponencialni tvar:

Im

+1

2=1 \a =90°

Re

90i

7let* =1e% =¢

Nyni miizeme dosadit exponencialni tvar imaginarni jednotky do rovnice v bod¢ 1, pficemz

nesmime zapominat na pravidla prace s exponenty.

V tuto chvili miizeme komplexni Cislo pfevést zpét na algebraicky tvar:

Ji=e® =1(cos45°+i.sin 450):%”'%
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