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Predmluva

Sbirka prikladt feSenych s vyuzitim prostfedi MATLAB — Simulink orientovana na vyuku
mechatroniky je jednim z hlavnich vystupt projektu ,,Podpora odborné piipravy stfedoskolské
mladeze pro podminky automatické i automatizované vyroby (mechatronika)“, feSené¢ho
v letech 2005 az 2007 s podporou operacniho programu EU Rozvoj lidskych zdrojt, opatieni
3.1

Vydani sbirky je vysledkem nékolika systémovych krokd. Piedev§im byl podroben
siroké diskusi vybér vhodného software — zakladu pro modelovani, simulaci a vypocty ¢asti
mechatronickych systémd. Po rozhodnuti o orientaci na prostredi MATLAB byla v ramci
programu piipravena a vydana metodicka piirucka — MATLAB & Simulink: Givod do
pouziti. Operaéni program nam umoznil i uspofadani nékolika seminaid, na kterych byli
ucastnici, pfedevsim ucitelé stfednich odbornych skol, seznameni s moznostmi vybranych
programovych prostiedk i s nékterymi typickymi tlohami. Finalni seminaf v ¢ervnu 2007
ukoncuje etapu vyvoje sbirky uloh. Sled téchto logickych krokti k vytvofeni ucelené sbirky
tiloh by nebylo mozné uskuteénit bez grantové podpory z ESF a MSMT.

Sbirku tloh uvadéji ¢tyti metodicky podrobné propracované ulohy, které mohou slouzit
i jako studijni material pro odborné ucitele. Nasledujici kapitola obsahuje tlohy orientované
na modelovani elementii mechatronickych systémti na bazi elektroniky, elektrotechniky
i mechaniky. Kapitola Sesta se zabyva simulaci systémt automatického fizeni jak v analogové,
tak v digitalni formé. Ulohy maji bezprostfedni navaznost na obsah zakladnich odbornych
kompetenci stfedoskolskych oborti zaméfenych na automatizaci, automatizaéni techniku
a mechatroniku. Odborni ucitelé na technickych stfednich Skolach mohou, samoziejmé
diferencované, vyuzit pfedlozenou sbirku tloh ve vyuce s tim, Ze pouziji hotové programy.
Nemusi tedy vlastni programy vytvaret. Neni rovnéz nutné, aby zaci znali matematicky
popis modelovanych jevi, ktery je Casto nad ramec jejich disponibilnich znalosti. Ve
virtualni podobé v§ak mohou s modely pracovat a analyzovat tak vlastnosti mechatronickych
prvku.

Pro aplikaci je nutné mit k dispozici pocita¢, programovy produkt MATLAB — Simulink,
sbirku tloh a nosic€ s piipravenymi ulohami. Po zkuSenosti s jejich aplikaci si mohou aktivni
ucitelé ptipravit své dalsi ulohy v souvislosti s potfebami a zaméfenim Skoly. Prostiedi
MATLAB mohou ve vyuce pouzit i ucitelé matematiky, fyziky, chemie, biologie a dal§ich
odbornych predméti. V tomto smyslu piipravili autofi sbirky, zkuSeni pedagogové, didaktické
pomucky majici Sir§i uplatnéni na stiednich skolach.

doc. Ing. Ladislav Maixner, CSc.
manazer projektu






Uvod

Motto: ,To, co drzite pravé v ruce, neni ucebnice, ale inspiromat, navod na to, jak vidét
jednoduse i véci mnohdy slozité.”

Predkladana kniha navazuje na jiz vydanou pfirucku Matlab & Simulink: uvod do pouziti,
ve které byly podrobné vylozeny zédkladni funkce prostiedi MATLAB — Simulink. Snahou
autorl sbirky je predevsim ukazat na nesporné vyhody vyuziti MATLABu a Simulinku pfi
vyuce. Velmi efektivné je totiz mozné s pomoci tohoto prostedi fesit mnohdy i znac¢né
komplikované tlohy. Diky dobrym grafickym moznostem MATLABu lze obdrzené vysledky
nazorn¢ prezentovat a vice tak priblizit probiranou latku studentim.

V prvni ¢asti sbirky jsou uvedeny Etyfi modelové priklady (kazdy v samostatné kapitole),
které jsou podrobné po metodické strance rozpracovany. Piiklady jsou strukturovany do
dvou navzajem oddelenych urovni. Soucésti urovné prvni, uréené pro studenta, je formulace
zadani konkrétniho technického problému. Studentovi je nasledné nabidnuto feSeni pomoci
pripraveného skriptu nebo modelu. Nejsou kladeny prakticky zadné naroky na zvladnuti
slozitéjstho matematického aparatu (napt. linearni algebry ¢&i diferencialniho poétu). Cinnost
studenta je pfedev§im sméfovana ke zvladnuti prace s prosttedim MATLAB a Simulink.
Jsou uvedeny i kontrolni otazky a ukoly vybizejici studenta k aktivnimu pfistupu k fesené
problematice, a to smérem, ktery je v ¢asti uréené pro pedagoga dale podrobngéji rozebran.

V druh¢ trovni, ktera je urcena pro pedagoga, jsou priklady (uvedené jiz ve studentské
¢asti) detailné rozpracovany, tedy véetné teoretického rozboru a diskuze moznych variant
jejich feseni. Uzivatel je krok po kroku provazen simulacnim experimentem a zarovei je
také veden i k pfipadnym dal§im aplikacim uvedenych pfistupt. Po zkuSenostech ziskanych
pii préci s ptipravenymi tlohami, mohou aktivni ucitelé, v zavislosti na konkrétnim zaméteni
vyucovaného predmétu, tyto tlohy dale modifikovat. Méli by byt ale schopni vytvaret i tlohy
vlastni.

V nasledujici ¢asti sbirky je uveden uceleny soubor ptikladt, které byly voleny tak, aby
byly pfimo vyuzitelné pii vyuce, zejména v matematice, fyzice, mechanice, elektrotechnice,
automatizaci a fidici technice. Teoreticky rozbor feSeni je obvykle velmi zkracen. Piklady
jsou zaméfeny zejména na sestavovani matematickych modelti pomoci tzv. matematicko-
fyzikalni analyzy. Jsou vylozeny zakladni pfistupy umoziujici vytvoreni odpovidajicich
simula¢nich modeld v prostfedi MATLAB — Simulink.

V zavéru je uvedeno nékolik uloh, které jsou orientovany na oblast teorie automatického
fizeni. Zvlastni pozornost je vénovana jednak zptisobim modelovani regulované soustavy,
at’ jiz na zéklad¢ pfislusné diferencialni rovnice nebo na zakladé obrazového prenosu, ale
predevsim moznostem realizace regulatoru. Uvedeno je nékolik riznych realizaci spojitého
PID regulatoru a jeho ¢islicové obdoby PSD, ale i regulatort nespojitych — dvoupolohovych
a tiipolohovych. V prostfedi Simulinku jsou pak vytvateny modely uzavieného regulacniho
obvodu. Ve stru¢nosti jsou popsany a simula¢né ovéfeny i nékteré piistupy vedouci k nazeleni

9



Matlab & Simulink: feSené pfiklady

optimalnich parametrii regulatoru. Je také ilustrovana jednoducha, ale pfesto velmi uzite¢na
aplikace MATLABu, kterd umoziuje velmi efektivné podle zvoleného kritéria naleznout
parametry regulatoru na zakladé numerické (iteracni) optimalizace, tedy bez pouZiti obtiznych
matematickych postupti.

Pro konstrukci dynamickych charakteristik modelovanych systémi je velmi uzite¢né také
pouziti specialnich ptikazi doplitkového Control System Toolboxu. Tento toolbox poskytuje
znacné mnozstvi piikazli pro teorii automatického fizeni. V textu je prostor vénovan zejména
charakteristikdm frekven¢nim — je demonstrovano nékolik zajimavych situaci pfi rizném
rozlozeni pola charakteristické rovnice systému 2. fadu. V jednom z piikladi je diskutovana
i oblast stability jednoduchého regula¢niho obvodu.

Vsechny v textu popisované modely a jim piislusné soubory skriptu jsou ¢tenari dostupné
na priloZzeném datovém médiu. Naprogramované tlohy jsou také k dispozici ke stazeni na
internetové adrese http:\\www.spslan.cz\tech. Programy jsou v uvedené formé okamzité
pouzitelné, ptislusné soubory postacuje umistit do aktualniho adresaife MATLABu. Velmi
snadno lze uvedené modely upravovat a nasledné je dle konkrétni potieby pouzit ve vyuce.

Milou povinnosti autorti sbirky je podékovat panu doc. Ing. Ladislavu Maixnerovi, CSc.,
hlavnimu manaZerovi projektu, za poskytnuty prostor a finan¢ni podporu, bez niz by tento
text nemohl vzniknout. Autofi by radi vyjadrili podékovani i panu Ing. Gunnaru Kiinzelovi
za poskytnuti podkladi k uloham uvedenym v kapitolach 5.8 az 5.15 a v neposledni fad¢ také
panu doc. Ing. Vladislavu Singulemu, CSc. za dodéani podkladt a konkrétnich simula¢nich
parametrt ke kapitole 5.20.

Pokud shledate tuto publikaci za uzite¢nou, feknéte to svym kolegim. Na druhou stranu
budou autoti velmi vdééni za vSechny pfipominky, ndzory a tipy na doplnéni ¢i zlepSeni
textu. Uvitaji i upozornéni na jakékoliv drobné chyby a nepiesnosti (i edi¢niho charakteru)
¢i prosté preklepy. Tyto pfipominky budou pouZity pfi vytvafeni piipadného dalsiho vydani.
Cilem autoru je vytvorit knihu, ktera by ¢tenafi ptinesla inspiraci a alespon trochu poméahala
pfi jeho praci. Reakce a pfipominky lze zasilat na e-mailové adresy

libor.kupka@tul.cz
josef.janecek@tul.cz
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1 Analyza elektrického obvodu

Zakladem vSech metod analyzy elektrickych obvodu jsou Kirchhoffovy zakony. Pro feseni
metoda smyckovych proudl, metoda uzlovych napéti, metoda vétvi stromu, Théveninova
a Nortonova véta a dalsi.

Rovnice popisujici libovolny elektricky obvod lze samoziejmé ziskat pfimou aplikaci
obou Kirchhoffovych zakond. 1. Kirchhoffiiv zakon (proudovy) je specialnim pfipadem
rovnice kontinuity. Rik4, Ze algebraicky soucet proudd ve vétvich spojenych v libovolném
uzlu je roven nule

Zk:ik(t) =0

Obvykle uvazujeme, Ze proudy tekouci do uzlu maji znaménko plus a proudy tekouci
z uzlu pak znaménko minus.

2. Kirchhoffav zikon (napétovy) fika, ze algebraicky soucet vSech napéti ve vétvich
tvoricich libovolnou smycku je roven nule

S u,(6)=0

Napéti orientované souhlasné se smyckou uvazujeme jako kladné, napéti orientované
opacné jako zaporné.

V dal$im textu budou pro feseni elektrickych obvodu pouzity také metody smyckovych
proudt a uzlovych napéti. Uved’'me ve strucnosti jejich popis. Metoda smyckovych proudi
vychazi z druhého Kirchhoffova zakona. Neznamymi jsou v tomto piipadé fiktivni (myslené)
smyc¢kové proudy, které zavedeme do nezavislych smycéek analyzovaného obvodu. Tyto
proudy automaticky spliiuji prvni (proudovy) Kirchhoffiiv zakon. Metoda je vyhodna zvlasté
tehdy, ma-li obvod mensi pocet nezavislych smycek nez uzlu.

Metoda uzlovych napéti vychazi z prvniho Kirchhoffova zédkona a je vhodna zejména
v ptipadé, ze analyzovany elektricky obvod ma nékolik paralelnich vétvi sbihajicich se
v jednom uzlu. V obvodu zvolime jeden referen¢ni uzel a zavedeme napéti zbyvajicich uzli
(tzv. uzlova) viici nému. Referencni uzel volime tak, abychom s vyhodou vyuzili znalosti
velikosti napéti co nejvice napét'ovych zdroji ke snizeni poctu nezndmych. K pfipadnému
dal§imu studiu mize ¢tenaf vyuzit napt. knihy [1 az 3].

vvvvvv

obvodi k velkému poétu rovnic. Reseni téchto rovnic je bez pouziti vypoletni techniky
relativné slozité a zdlouhavé. Zna¢né moznosti poskytuje programové prostiedi MATLAB,
které je k feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic, které aplikaci nékteré z uvedenych
metod obdrzime, pifimo pfeduréeno. MATLAB integruje maticové vypocty do uzivatelsky
pfijemného prostiedi, ve kterém se feSené problémy zapisuji podobné jako v matematice,
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tedy bez znamych obtizi klasického programovani. Prace s vektory a maticemi je podrobné
popisovana v [4].

1.1 Text pro studenta

Piiklad

Vypocitejte velikost vSech neznamych proudil a napéti v obvodu na obr. 1.1-1 Jsou
zadany hodnoty odportu jednotlivych rezistord Ry =4 Q, R,=20Q, R3=8Q, R4=15Q,
Rs=5Q a Rg=10Q a napéti stejnosmérnych zdroju U; =6V, U,=3V, Us;=12V
alUs=5V.

I] R] RZ IZ

R
— )
I | )
-
Us

Obr. 1.1-1: Schéma zapojeni elektrického obvodu
ReSeni
Priklad budeme feSit metodou smy€kovych proudi, kterd je vyhodna zvlasté tehdy,
ma-li analyzovany obvod mens$i pocet nezéavislych smycek nez uzli. Jako neznamé

zavedeme smyckové proudy sy, Is; a Is;. K sestaveni rovnic pouzijeme druhy Kirchhoffiv
zakon

Rl +U +Ry(Iyy— 1) U3+ Ry (I —Ig;) = 0
Ryl + Ry (Is; —Ig)+Us + Rs (I, — Is3) —U, =0
Ry(Ug3—1Ig)+ Ro g3 —Ug + Ry (I3 — 15;) =0 @
a po uprave /®
(R + Ry + Ry) I5) = Ry Iy — Ry Igy = =U, + U /
“Ry I+ (Ry+ Ry + Rs) s, — Rs I3 = U, —U;
—Ry I —Rs Is; + (Ry + Rs + Rg) I3 = Ug

12



Text pro studenta

Takto vzniklou soustavu linearnich algebraickych rovnic zapiseme v maticovém tvaru

R +R,+R, - R, -R, I, [-U+U,
~R, R, + R, + R, ~R, |1, |=| U,-U,
-R, ~ R R, +Rs+R | | Iss Us

po dosazeni pak

Oznac¢ime-li matici soustavy symbolem A, vektor neznamych smyckovych proudi Ig
a vektor pravych stran b, 1ze vyjadfit uvedenou soustavu rovnic ve tvaru

Als=b
Is=A"Db

S pouzitim MATLABu (obr. 1.1-2) velmi snadno maticovou rovnici vyfe§ime (matici
A nazyvame inverzni matici k matici A).

‘[Command Window

»> A=[27 -8 -15; -8 33 -5; -15 -5 30]
J‘L =
27 -3 -15
-8 33 -5
-15 -5 30
>> b=[6; -9; 5]
b =
6
-9
5
>> Is=inv(4) *b
Is =
0.3630
-0.1354
0.3256
>> |

Obr. 1.1-2: Re$eni v MATLABu
Hodnoty ndami zavedenych smyckovych proudi vypoctené pomoci MATLABu jsou
Is1=0,3630 A, Is, =-0,1354 A, Is3=0,3256 A. Proudy v jednotlivych vétvich pak jsou
1, =15=03630 A
I,=-15,=0,1354 A
I, =1y -1, =0,3630+0,1354 =0,4984 A
1, =1y -1 =03256-0,3630=-0,0374 A

13
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Is=1, —I; =-0,1354-0,3256 =—-0,4610 A
I,=1=0,3256 A
Napéti na jednotlivych rezistorech vypocteme pomoci Ohmova zikona
Up =R 1,=4-0,3630=3,6684 V
U, =R, 1, =20-0,1354=2,7080 V
U, =R;1;=8-0,4984 =3,9872 V
Ug, =R41,=15-(-0,0374) = -0,5610 V
Ug, =Ry 15=5-(-0,4610) =-2,3050 V
Ug, =Rs15=10-03256=3,2560 V

Zaporna znaménka u proudu [, a 5 jsou zplisobena opacnou volbou orientace jejich
plisobeni (sméru proudovych Sipek) ve schématu. Z toho vychézi i orientace napéti U,
al Rs+

[Command Window
>> R1=4; R2=20; R3=8; R4=15; R5=5; R6=10;
>»> Ul=6; U2=3; U3=12; U6=5;
>> A=[R1+R3+R4 -R3 -R4;-R3 R2+R3+R5 -RS5;-R4 -R5 R4+RS5+R6]
p‘ =
27 -8 -15
-8 33 -5
-15 -5 30
>> b=[-U14U3;U2-U3;U6]
b =
6
-9
5
>> Is=invi(i)*b
Is =
0.3630
-0.1354
0.3256
>>[

Obr. 1.1-3: Zadani parametrt a vypocet smyckovych proudd v MATLABuU

Celé teSeni v prosttedi MATLAB (obr. 1.1-3) vypocet znacné zjednodusi a umozni
velmi jednoduchou analyzu obvodu s riznymi modifikacemi pouhou zménou zadanych
hodnot odporti jednotlivych rezistorti a napéti napéjecich zdroju.

Stfednik (;) potlacuje v prikazovém fadku zobrazeni zadavanych hodnot a vysledkd.
Vynechame-li jej, MATLAB vypoctené hodnoty zobrazi. Pouziva se pro zobrazeni nebo
potlaceni mezivysledkli, zejména vypisti rozsdhlych matic ¢i vektort. Stfednik také slouzi
jako oddélova¢ tadkt pri zaddvani matic resp. jako oddélovac jednotlivych prvka pfi
zadavani sloupcovych vektort.
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Text pro studenta

[Command Window

[Command Window

>» I1=Is(1) »> UR1=R1%*I1
I1 = UR1 =
0.3630 1.4520
>> I2=-Is(2) >> UR2=R2%I2
12 = URZ =
0.1354 2.7079

>> I3=Is(3)-Is(1)
I3 =

>> UR3=R3*I3
UR3 =

-0.0374 -0.2992
>> I4=Is(3)-Is(1) >> UR4=R4+I4
14 = UR4 =

-0.0374 -0.5609
>»> I5=Is(2)-Is(3) >> URS=R5*IS
15 = URS =

-0.4610 -2.3050
>> I6=Is(3) >> UR6=R6%I6
16 = UR6 =

0.3256 3.2560
>> | >> |

Obr. 1.1-4: Vypocet proudu v jednotlivych vétvich
a napéti na rezistorech v MATLABuU

Kontrolni otazky a ukoly

= Jak se zméni proud /; rezistorem R, jestlize se zméni jeho odpor na polovinu?
* Jak se zméni napéti Uy, pii této zmene?
= Jak se zméni vykonové zatizeni tohoto rezistoru?

= Sledujte vSechny tyto zmény jestlize se odpor rezistoru Ry méni v rozsahu 1 az 10 Q.
Zavislosti vyjadiete tabulkou a grafem.

= VysSetiete, jak se zméni poméry v obvodu, jestlize dojde k pieruSeni rezistoru Rs.

= VysSetiete, jak se zméni poméry v obvodu, jestlize se odpory vSech rezistori zméni
na polovinu.

= Jak se zméni proudy v obvodu, jestlize se zméni vSechna napajeci napéti na
dvojnasobek? Ovérte vas predpoklad.

= Klad’te si podobné otazky a vas piredpoklad vzdy ovéite vypoctem.
= Pokuste se o vytvoreni jednoduchého skriptu, ktery vam usnadni ovladani vypoctu.
= Realizujte obvod s realnymi rezistory a srovnejte teoreticky vypocet s méfenim.

= Aplikujte vySe popsany piistup na jiny elektricky obvod.
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1.2 Text pro pedagoga

Piiklad

Vypocitejte velikost vSech neznamych proudi a napéti v obvodu na obr. 1.2-1 Jsou
zadany hodnoty odporti jednotlivych rezistord Ry =4 Q, R, =20Q, R;=8Q, R4=15Q,
Rs=5Q a Rs=10Q a napéti stejnosmérnych zdroji U; =6V, U,=3V, U;=12V
alUg=5V.

L R R, I

I

/
e S
Us

Obr. 1.2-1: Schéma zapojeni elektrického obvodu
Reseni
Priklad budeme feSit metodou smy€kovych proudi, kterd je vyhodna zvlasté tehdy,

ma-li analyzovany obvod menS$i pocet nezavislych smycek nez uzli. Jako neznamé
zavedeme smyckové proudy sy, sy a Is;. K sestaveni rovnic pouzijeme druhy Kirchhoffiiv
zakon

R I +U + Ry (I = Ig3) =Us + Ry (I = I5;) = 0

Ryl + Ry (Isy —Ig)) +Us + Rs (Is; = Ig3) -U, =0

Ry(Is3 = Ig)) + R Is3 =Ug + Rs (Is; = I55) = 0
a po upravé

(R + Ry + R Ig) = Ry Iy = Ry I3 = =U, + Uy
—Rylg +(Ry+ Ry + Ry) s — Ry I3 =U, —U;
Ry I = RsIs; + (Ry + Ry + Rg) I3 = U

16



Text pro pedagoga

1.2.1 Reseni pomoci linedrni algebry

Vyse uvedenou soustavu linedrnich algebraickych rovnic zapiSeme v maticovém tvaru

(R + R, +R, - R, -R, I, ] [-U+U,
~R, R, + Ry + R, ~ R, |1, |=| U,-U,
~R, —R, R, +Rs+ R | | I U,

a dosadime konkrétni hodnoty dle zadani
[27 -8 -15] [ 6
-8 33 5|1, |=|-9
|—15 =5 30 ] | I 5

Oznacime-li matici soustavy symbolem A, vektor neznamych smyckovych proudu Ig
a vektor pravych stran b, Ize vyjadfit uvedenou soustavu rovnic ve tvaru

AIS:b

Poznamka k feSitelnosti uvedené soustavy rovnic

Resitelnost soustavy linearnich rovnic je uréena tzv. Frobeniovou vétou. Soustava méa
feseni tehdy a jenom tehdy, pokud hodnost hg matice soustavy A, v tomto piipadé

27 -8 -15
hg=hodn A=hodn| -8 33 -5 |=3,
~15 =5 30

a hodnost hg rozsifené matice soustavy Ar = [A, b], zde

27 -8 -15 6
hgy =hodn Ay =hodn| -8 33 -5 -9|=3,
-15 -5 30 5
jsou shodné. Podminka, ze hg=hg =3 je splnéna, soustava tedy feseni ma. Pokud by
hs # hr, uvazovana soustava by feSeni neméla. Jestlize dale hg =hr =n, kde n je pocet

neznamych (zde n = 3) existuje feSeni jediné. Pokud vSak hg =hg # n existuje co mnoho
feSeni. V nasem konkrétnim piipadé tedy feSeni existuje a je jediné.

ResSeni soustavy algebraickych rovnic

Poznamenejme, ze vySe uvedeny (odstavec 1.1) zptisob feSeni soustavy A Is=b, tedy
Is = A" b neni jediny mozny.

Pfipomenme tzv. Gaussovu eliminaci, tj. postupné radkové upravy rozsifené matice
soustavy Ag = [A, b] tak, aby matice A pfesla v matici jednotkovou, feSeni je pak dano
poslednim sloupcem takto vzniklé matice.
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Dals§im, ¢asto pouzivanym efektivnim zptsobem, je pouziti tzv. Cramerova pravidla.
Jestlize matice soustavy A ma plnou hodnost (je regularni, jeji determinant je nenulovy),
ma soustava jednoznacné feseni, které muzeme postupné pro jednotlivé proménné vyjadfit
jako podil D;/ D, kde D=det A a D; je determinant matice, kterd vznikne z matice A
zameénou i-té¢ho sloupce sloupcem pravych stran rovnic.

27 -8 15
D=detA=| -8 33 —5 |=15510
Z15 -5 30
6 -8 -I15
~9 33 -5
5 -5 30
=2 =300 3630 A
D 15510 15510
27 6 15
~8 -9 -5
“15 5 30
=2 __2100 51354
D 15510 15510
6 -8 —I5
—9 33 5
D. |5 -5 30
= _ 2030 63056 A
D 15510 15510

Proudy v jednotlivych vétvich pak jsou
1, =15,=0,3630 A
I,=-I,=01354 A
Iy =1 —1g;, =0,3630+0,1354 =0,4984 A
1, =1y -1 =0,3256-0,3630=-0,0374 A
I3 =1, —I; =—0,1354-0,3256 =-0,4610 A
Ig=15=0,3256 A
Napéti na jednotlivych rezistorech vypocteme pomoci Ohmova zakona
Up =R 1,=4-0,3630=3,6684 V
Ug, =R, 1,=20-0,1354=2,7080 V
Ug, =Ry 1;=8-0,4984 =39872 V
Ug, =Ry 1,=15-(-0,0374) =-0,5610 V
Up, =Ry 15=5-(-0,4610) =-2,3050 V
Upg, =Rs15=10-0,3256=3,2560 V
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Zaporna znaménka u proudu [, a 5 jsou zplsobena opacnou volbou orientace jejich
plisobeni (sméru proudovych Sipek) ve schématu. Z toho vychézi i orientace napéti U,
al Rs-

Poznamka k vypoc¢tu inverzni matice

Inverzni matice A je takova Gtvercova matice, pro kterou plati A" A=A A" =E, kde
E je jednotkova matice (jednicky na hlavni diagonale, ostatni prvky nulové). Pro kazdou
&tvercovou regularni matici A (det A # 0) existuje pravé jedina A™ = adj A / det A. Matice
adj A je tzv. adjungovanou matici sestavenou z algebraickych doplitkii matice A (prvek na
pozici (i, j) této matice dostaneme jako determinant matice vzniklé vypusténim i-tého radku

a j-tého sloupce transponované matice A’ vyndsobeny koeficientem (—1)*7). V nasem
pfipadé

965 315 535 27 -8 -15
adjA=|315 585 255|, detA=|-8 33 -5 |=15510
535 255 827 15 -5 30

4 [0:062 0020 0034
AT=22 _1020 0,038 0,016

det A
0,034 0,016 0,053

Vypocet inverzni matice pro nejcastéjsi pfipad rozméru matice 2x2 je zcela trivialni
(zdména prvka lezicich na hlavni diagondle a inverze znaménka prvki ostatnich, vSe déleno

determinantem).

Vypocet determinantu Sarrusovym pravidlem je mozny pouze u matic o rozméru 2x2
a 3x3. U matic vétSich rozmért je nutné pii vypoctu pouzit rozvoj podle libovolného fadku

nebo sloupce.

1.2.2 Reseni v prostredi MATLABu

S pouzitim MATLABu lze maticovou rovnici A Is=b velmi snadno vyfesit. Reseni
hledame ve tvaru Is = A™' b nebo piipadné ve tvaru Is = A\ b, pouZijeme-li déleni zleva, viz

obr. 1.2-2.

Command Window

[Command Window

>> A=[27 -8 -15;-8 33 -5:;-15 -5 30]: >> A=[27 -8 -15;-8 33 -5:;-15 -5 30]:
>> b=[6:-9;5]; >> b=[6:-9:5]:
>> Is=inv (i) *h >> Is=A\b
Is = Is =
0.3630 0.3630
-0.1354 -0.1354
0.3256 0.3256
>> >>|

Obr. 1.2-2: Dvé ruzné varianty feSeni v MATLABuU
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Cely postup vypoctu smyckovych proudd, skute¢nych proudt v jednotlivych vétvich
a napéti na rezistorech se zna¢né zjednodusi, vyuzijeme-li k feseni prostiedi MATLAB, viz
obr. 1.2-3.

Command Window
»> R1=4; R2=20; R3=8; R4=15; R5=5; R6=10;
>> Ul=6; U2=3; U3=12; U6=5;
»> A=[R1+R3+R4 -R3 -R4;-R3 R2+R3+R5 -R5;-R4 -RS5 R4+RS+R6]:
»>> b=[-U1+U3;U2-U3;U6] ;
>> Is=inv(4) *h;
»> I1=Is{1),I2=-1Is(2),I3=Is(3)-Is(1),I4=Is(3)-Is(1),I5=Is(2)-Is(3),I16=1Is(3)
I1 =
0.3630
2 =
0.1354
I3 =
-0.0374
4 =
-0.0374
15 =
-0.4610
16 =
0.3256
»> UR1=R1%I1,UR2=R2%I2,UR3=R3*I3,UR4=R4+I4,URS=R5*I5, URE=RE*I6
URL =
1.4520
UR2 =
2.7079
UR3 =
-0.2992
UR4 =
-0.5609
URS =
-2.3050
UR6 =
3.2560
>>|

Obr. 1.2-3: Kompletni feSeni v prostfedi MATLAB

Vyse uvedené feseni v MATLABu (obr. 1.2-3) lze také zapsat do skriptu, ktery je pak
mozné opakované volat. Jednoduchym zptisobem je takto mozné provést analyzu obvodu
pro rizné hodnoty zadanych parametrd. Skript je také mozné doplnit o komentaie, které
jsou uvozené znakem procenta (%). Komentaie mohou byt na samostatnych radcich, ale
iza béznymi ptikazy. Skript (obr. 1.2-4) je rozdélen na nékolik ¢asti. V prvni Casti jsou
zadavany parametry odport jednotlivych rezistoril a napéti stejnosmérnych zdroji. V druhé
casti je pak proveden vlastni vypocet. Pomoci piikazu disp je logicky ¢lenén i vystup na
obrazovku. Vstupni parametry mohou byt zadavany i pfimo z ptikazové fadky MATLABu.
Napt. zadani hodnoty odporu rezistoru R, 1ze realizovat pomoci pfikazu input nasledujicim
zpusobem: R1 = input("hodnota odporu R1: ’). Proménné R1 bude takto pfifazena zadana
hodnota, viz obr. 1.2-5.
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Text pro pedagoga

[Editor - C:\Program Files\MATLAB\R200 6a\worklanalyza_obvodu.m mEX|
File Edit Text Go Cel Tools Debug Deskiop Window Help N2 x

DEE| fRBo - & deas s 88 ABEBA sek

%

BODB &0

Kirchhoffovy zdkony
% Skript pro vypofet napétovych a proudovych pomérd v el. obvodu

&

lear all, close all, clc

W o= o s W
|
Q o

- disp(' ')
- disp(' ")
- disp(i?*%%‘3‘K?#%’81**‘8*’:#%?*#3%#*3X"R*ﬁ#ﬁ#**t#*x#*wtt*%’r*?*#t*ﬁ*#?x%%‘w‘k?x%‘|)
10 - disp(' Kirchhoffovy zakony')
11 - disp(' VYPOCET NAPETOVYCH A PROUDOVYCH POMER(T ¥V ELEKTRICKEM OBVODU')
12 - disp('R**’K"KT‘RW?KW%WR‘R‘#?W‘K?*WX‘K“R*Wwwﬂwﬁwttﬁﬁ?ﬁﬁﬂttwﬁwK’W‘XW#‘R‘X#W!R*W#‘K‘K“RWN')
13 - disp(' ')
14 = disp(' Parametry obvodu : ')
ISl disp(' ")
16
17 % Zadani parametrd obvodu
18/=1 Ril=4, R2=20, R3=8, R4=1S5, RS5=5, R6=10
19 = Ul=6, U2=3, U3=12, U6=5
20 % Konec pole zadéni parawetri
21
22 — disp(lt#tt#ttt%***%*tx‘kf*t#*t*ﬁ‘?#*t*'&t**tt?*#*t#***%#%ﬂ“kx#x‘xfﬁt#ttﬁﬁttﬁl)
23 disp(' ')
24 - disp(' Vypoétené hodnoty :')
25
26 — A=[R1+R3+R4 -R3 -R4;-R3 RZ+R3+R5 -RS5;-R4 -RS R4+RS+R6]:;
27 = b=[-U1+U3;U02-U3;U6] ;
28 - Is=inv(A) *b;
29/=| Ii=Is(1),I2=-Is(2),I3=Is(1)-Is(2),I4=1Is(3)-1Is(1),I5=Is(2)-Is5(3),I16=Is(3)
30 - UR1=R1%*I1,URZ=R2*I2,UR3=R3*I3,UR4=R4*I4,URS=RS*IS5,UR6=R6*I6
31
32 — disp(ltﬁ%RRN#%R#%W*RRR#%#?#%*%##RRRT%‘k##tﬁﬂﬁ‘tﬁx*ﬁﬂ?ﬁﬁ*tt?ﬁ%tﬁktﬁ%ﬂﬁ'ﬁ#*#')
33 - disp(' Konec prikladu')
34 - disp(lsxwﬂtﬁ-xtxnwwtww»ztsztwax*sxwaw*xwwz‘zwfmtttwtxzzxwrxwz:zxsxwtx*axxl1
35/=| disp(' ')

| script Ln 35 Col 10

Obr. 1.2-4: Ptiklad mozného skriptu

C:\Program FilesWATLAB... () B3|
File Edt Text Go Cel Tools Debug » ~ | & x| Command Window
(== .| % Ba @ v o | » hodnota odporu R1l: 4

1 % Zadédni parametrd obvodu Rl =

2 - Ri=input({'hodnota odporu R1: ') 4

3 - R2=input('hodnota odporu R2: ') hodnota odporu R2: 20
? R2 =

)

20

[l 4 ca1 [or | |> |

Obr. 1.2-5: Zadavani hodnot proménnych z pfikazového rfadku
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Probrana témata

metoda smyckovych proudu, Kirchhoffovy zakony,
feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic,
maticové vyjadieni soustavy linearnich algebraickych rovnic,

matematické aspekty feSeni (feSitelnost soustavy, Frobeniova véta, Cramerovo
pravidlo, vypocet inverzni matice),

realizace feSeni v prostiedi MATLABu, prace se skriptem.

Struéné shrnuti

metoda smyckovych proudl je vyhodna zvlasté tehdy, ma-li analyzovany obvod
men$i pocet nezavislych smycek nez uzli, ksestaveni rovnic pouZzijeme druhy
Kirchhoffav zakon,

fesitelnost soustavy linearnich rovnic je urcena tzv. Frobeniovou vétou,

Casto pouzivanym efektivnim zplsobem feSeni soustavy linearnich algebraickych
rovnic, je pouziti Cramerova pravidla,

pfi praci v MATLABu rozliSujeme mala a velka pismena,
jednotlivé prikazy jsou oddéleny ¢arkou, stfednikem nebo novym fadkem,
stfednik potlacuje zobrazeni vypoctenych hodnot na obrazovce pocitace,

prvky matice se zadavaji do hranatych zavorek po fadcich, jednotlivé prvky jsou na
fadku oddéleny mezerou nebo ¢arkou, fadky jsou navzajem oddéleny strednikem,

chceme-li opakovat vypocet a pfipadné také ménit vstupni parametry, je vhodné pro
tyto ucely vytvorit skript.

PiiloZené soubory
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2 Rezonancni viastnosti RLC
¢lenu

RLC ¢leny jsou obvody, které jsou pfipojeny ke zdroji stfidavého napéti a jsou obecné
tvofeny rezistorem o odporu R, ideédlni civkou s induk¢nosti L a idealnim kondenzatorem
s kapacitou C. Obvykle se tyto obvody oznacuji jako obvody rezonan¢ni. Jednoduché
rezonan¢ni obvody, sériové nebo paralelni, tvofi vzdy komplexni jednobran. Obvody serio-
-paralelni pak tvofi komplexni dvojbran. Pfi tzv. rezonan¢ni frekvenci se v téchto obvodech
navzajem vyrovnd pusobeni induk¢ni a kapacitni reaktance (induktance a kapacitance)
a cely obvod se chova jako Cista rezistance. Rezonancni obvody se pouzivaji jako pasivni
filtry, horni a dolni propusti, pAsmové propusti ¢i zadrze.

Problémem pfi feseni takovychto obvodid mize byt komplikovanost obdrzenych rovnic
a to mnohdy i ve velmi jednoduchych piipadech. V teorii obvodu existuje n€kolik zptsobil,
jak problém elegantné zjednodusit.

Redeni stiidavych obvodd, napajenych jednim nebo vice zdroji se stejnou frekvenci,
predstavuje dvojrozmérny problém. Napdjime-li obvod napétim u(f) = U, sin ax, budou
jednotliva napéti a proudy zaviset na Case. Je tedy postacujici popsat kazdou veli¢inu
v kazdé vétvi dvéma parametry, velikosti a fazi. Pouziva se jeden z matematickych
nastroji: dvojrozmérné vektory nebo komplexni ¢isla v Gaussové roviné. Popis pomoci
komplexnich ¢isel je vyhodnéjsi, protoze je pro né definovano vice operaci (napf. déleni,
mocnéni a odmocinovani). Soufadna soustava nebo Gaussova rovina rotuje s of, takze
zobrazujeme jen velikost a fazi veli¢in — hovotime tedy o fazorech. Popis obéma zpiisoby je
podobny. Velikost ptislusné veli¢iny (napéti nebo proudu) je popsana velikosti fazoru nebo
absolutni hodnotou komplexniho ¢isla a faze je popsana uhlem, ktery sviraji s kladnou ¢asti
osy x nebo realné osy.

Pro komplexni impedanci resp. admitanci plati nasledujici vztahy. j je imaginarni
jednotka definovana j* = —1.

R: ZR:R YRZI/R
L: ZL :_]a)L YL:*_]/CUL
C: ZC=—j/a)C YC=jCI)C

Na zaklad€ uvedeného lze jednoduse odvodit celkovou impedanci obvodu a tedy i ptislusny
prenos a lze zkonstruovat frekvencéni charakteristiky popisovaného obvodu.

Znacné moznosti poskytuje programové prostiedi MATLAB, pfedevsim jeho graficka
nadstavba Simulink. Chovani rezonan¢nich obvodd lze velmi jednoduchym zptisobem
v tomto prostfedi simulovat. Mizeme také ménit hodnoty vstupnich parametrd a sledovat
pribéh odezvy obvodu pii buzeni nejriznéjSimi typy signali. Konstrukce frekvencnich
charakteristik je v MATLABu trivialni.
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2.1 Text pro studenta

Piiklad

Analyzujte a v prostiedi MATLAB — Simulink simulujte chovani rezonan¢niho obvodu
na obr. 2.1-1. Hodnoty prvku pro jednoduchost zpocatku uvazujte R=L=C=1.

ir R
o—— 1 o
—_— > iL A 4 ic —~—
ur
i L — ) 2‘
(]
[, O

Obr. 2.1-1: Schéma zapojeni elektrického obvodu
ReSeni
Pfi zkoumani rezonanénich vlastnosti RLC ¢lenu na obr. 2.1-1, vychazime ze zakladnich
vztahtl pro stiidavé napéti a proud. Odvozeni diferencialni rovnice je ale relativné slozité.
K analyze vlastnosti RLC obvodu tedy pouzijeme jiz vytvofeny model, ktery je v souboru

rezonancni_obvod_s.mdl. Nasim tkolem bude sledovat odezvu modelu obvodu pii buzeni
riznymi typy vstupnich signalt. Simula¢ni model RLC obvodu je na obr. 2.1-2.

1) rezonancni_obvod_s [Z]@

File Edit View Simulation Format Tools Help

D& $fal| e 4[] » =0

[Model RLC clenul

parametry

Ly

: ’ RLC >
L
E’—,—> napeti
c RLC obvod 2
— — o
N
napeti
u1(t)
Ready 100% oded4S 2

Obr. 2.1-2: Analyza vlastnosti RLC ¢lenu v Simulinku
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Model RLC obvodu na obr. 2.1-2 je jiz ve stavu, kdy je mozné piejit k vlastni simulaci.
Vsechny potfebné parametry jsou zadany. Simulaci lze spustit z nabidky okna modelu
Simulation — Start (nebo Ctrl + T). Rychlejsi je ale spusténi prostfednictvim ikony P
v toolbaru okna, viz obr. 2.1-3. Napravo od této ikony je také mozné ménit délku simulace.
Pokud dojde k neocekavanym problémiim v priub&hu simulace nebo pokud je zvolen pfili§
dlouhy ¢as vypoctu, l1ze simulaci zastavit pomoci ikony m.

B rezonancni_obvod_s E]@

File Edit Yiew Simulation Format Tools Help ”
Il

DSsE&EG sBR|(E 4|2 > o

Obr. 2.1-3: Rychlé ovladani béhu simulace

Po ukonéeni vypoctu mizeme dvojitym kliknutim na ikonu zobrazovace (napeti u2(t))
oteviit okno s grafickym zdznamem feSeni. Na obr. 2.1-4 vidime pribéh skokové budici
funkce (jednotkovy skok) a pribéh odezvy, zde konkrétné pfechodové charakteristiky.

Bl scope J=ks
@B LLrLY ARE B A &K

Obr. 2.1-5: Zaznam feSeni pfi harmonickém buzeni modelu
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Pomoci dvoupolohového piepinace je také mozné zvolit jiny typ vstupniho signalu.
Dvojitym kliknutim na bloku pfepinace zvolime signal harmonicky (sinus). Po prob&hnuti
simulace miizeme opét v bloku zobrazovace sledovat prubéh budici funkce a odezvy, viz
obr. 2.1-5.

Bl Source Block Parameters: R
Constant

Output the constant specified by the ‘Constant value’ parameter. If '‘Constant value' is
a vector and 'Interpret vector parameters as 1-D'is on, treat the constant value as a
1-D array. Otherwise, output a matrix with the same dimensions as the constant
value.

Main | Signal Data Types
Constant value:

1
Interpret vector parameters as 1-D
Sampling mode: | Sample based
Sample time:

inf

I OK ] I Cancel ] [ Help ]

Obr. 2.1-6: Zména hodnot vstupnich parametrd

B Source Block Parameters: Sinus

Sine Wave

Output a sine wave:
0[t) = Amp*Sin(Freq*t+Phase) + Bias

Sine type determines the computational technique used. The parameters in the two
types are related through:

Samples per period = 2°pi / (Frequency * Sample time)
Number of offset samples = Phase * Samples per period / (2*pi)

Use the sample-based sine type if numerical problems due to running for large times
(e.g. overflow in absolute time) occur.

i/ Source Block Parameters: Skok Frrmien
Step Sine type:  Time based Z|
Output a step. . . P <]
Time [t): Use simulation time ll
Parameters Amplitude:
Step time: 1
0 Bias:
Initial value: 0
1] Frequency (rad/sec):
Final value: 1
1 Phase (rad):
Sample time: 0
0 Sample time:
Interpret vector parameters as 1-D 0
Enable zero crossing detection Interpret vector parameters as 1-D
[ oK ][ Cancel ] [ Help ] l 0K I[ LCancel ][ Help ]

Obr. 2.1-7: Zména parametr( budicich funkci
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V modelu je samoziejmeé mozné ménit nékteré parametry (napf. hodnoty R, L, C) podle
potieby. Na obr. 2.1-6 je uvedeno dialogové okno pro zadavani hodnoty odporu rezistoru.
V zalozce Main tohoto okna zapiSeme v polozce Constant value pozadovanou hodnotu.

Jednoduse lze zménit i parametry obou budicich funkei (obr. 2.1-7). V piipadé skokové
funkce 1ze ménit v poloZce Step time dobu skoku a v polozkach Initial value a Final value
pocatecni a konecnou hladinu skoku. Chceme-li napi. vykonat skok v Case 6 s z hodnoty
—0,3 na hodnotu 1,8, zadame postupn¢ Step time 6, Initial value —0.3 a Final value 1.8.
Vysledné prubéhy jsou uvedeny na obr. 2.1-8. V pfipad¢ harmonické funkce (sinus) lze
meénit v polozce Amplitude amplitudu, dale v polozce Bias velikost stejnosmérné slozky,
v polozce Frequency frekvenci v rad/s a v polozce Phase fazovy posuv v radidnech.

IScope g@
EBE PLLYL ABE B A F

Time offset: O

Obr. 2.1-8: Jiny priibéh skokové budici funkce

Kontrolni otazky a ukoly
* Simulujte chovani zadaného RLC ¢lenu s uvazovanim obou typt budicich funkeci,
méiite vhodné hodnoty R, L a C a sledujte odezvu modelu.

= Predpokladejme zadané hodnoty parametrl, pifi frekvenci budicitho harmonického
signdlu f, = 1rad/s je obvod v rezonanci. Jakd bude perioda vybuzeného signalu

(napéti uy(¢)) v ustaleném stavu? Vasi hypotézu ovéite odectem z grafu.

= Uvazujte tyto hodnoty prvka: R=0,5Q, L =5 H, C =200 pF. Naleznéte frekvenci,
pfi které bude uvazovany RLC v rezonanci. Vypocet nasledné ovéfte simulaci.

= Simulujte chovani RLC ¢lenu s realnymi hodnotami pouzitych soucastek.

= Podle pokynt ucitele vypracujte kratkou technickou zpravu.

PriloZené soubory

= soubor modelu: rezonancni_obvod_s.mdl
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2.2 Text pro pedagoga

Piiklad

Analyzujte a v prostiedi MATLAB — Simulink simulujte chovani rezonan¢niho obvodu
na obr. 2.2-1. Hodnoty prvku pro jednoduchost zpocatku uvazujte R=L=C=1.

irx _R
O
> iL \ 4 ic
ur
uy L — u;
[, O

Obr. 2.2-1: Schéma zapojeni elektrického obvodu
ReSeni
Pfi zkoumani rezonan¢nich vlastnosti RLC ¢lenu na obr. 2.2-1, vychazime ze zdkladnich

vztah pro stfidavé napéti a proud. Je-li v obvodu vice prvki (R, L nebo C), je pro kazdy
prvek mozné sestavit odpovidajici integralni a diferencialni rovnici

up =iy R

1§, . _ ~duc
uC:Ejlc(r)dr - ie=C—

0 Uy =u; =l

di o1
u, =L—L i, =—|u,(r)dr
T’ t L! t

Dosazenim do rovnice pro napéti v obvodu

U =up+u, =ig R+u, =@, +ic)R+u,

du, 17
u, =(Cd_t2+f-([uL(T) deR+u2

Vyse uvedenou integro-diferencialni rovnici dale mizeme derivovat podle ¢asu, formalné
ozna¢ime du,/dt = u,’, d*u,/dt* = u,", a ziskat tak diferencialni rovnici popisujici zkoumany
systém — RLC ¢len

R
RCuj +u) +zu2 =u,

Vyslednou diferencialni rovnici budeme fesit v prostfedi MATLAB — Simulink. Chovéani
RLC c¢lenu budeme simulovat, nejprve vSak musime navrhnout simulacni schéma.
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2.2.1 Vytvoreni simulaéniho modelu

Vychazime z vyse uvedené diferencialni rovnice a nejprve vyjadiime nejvyssi derivaci
u; jako linearni kombinaci niz$ich derivaci a buzeni (napajeci napé&ti u;)

1, 1 1,

Uy =——— Uy ——— Uy +—— U
" RC? IC * RC

Sestaveni simula¢niho schématu provedeme s vyuzitim metody postupné integrace,
kterd je v tomto piipadé vynucena derivaci na pravé strané diferencialni rovnice, tj. u;'.
Rovnici budeme dvakrat integrovat

u, = _RI_C [, _% ([ +R1_C [

Z divodu zjednoduseni zapisu jsou jednotlivé integraly zapsany bez pfislusnych mezi.

t tt
Napt. integralu qu(r)dr odpovida zapis qu , obdobné ”uz(r)dr2 odpovida ”uz .
0 00

Zavedeme-li oznadeni
1 1 1

aGy=—>; a=—; b=—

LC RC RC
lze psat
u, =—a qu —-a, ”uz +b, _[”1
Simulacni schéma (model) RLC ¢lenu je na obr. 2.2-2. Technice vytvareni simulac¢nich
modeld se podrobné vénuje kniha [4]. Kliknutim na symbol (ikonu) nékterého z bloki

v programovém okné¢ Simulinku se otevie piislusné dialogové okno, ve kterém nastavime
pozadované parametry.

'8 rezonancni_obvod_1 =Jo&d
File Edit View Simulation Format Tools Help
== =) 2 [ E= 42| » = fo B & b
Step

Scope

ﬁngjggve
[y
napeti I
ul(t)

Ready 100% odedS

Obr. 2.2-2: Simulaéni model RLC ¢lenu

-a0

Gaint
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Koeficienty v zesilovaéich (bloky Gain) budeme definovat pomoci proménnych. Na
obr. 2.2-3 je okno parametrl jednoho ze zesilovaci. V polozce Gain zalozky okna Main je

v tomto pripadé zadana proménna bl.

W Function Block Parameters: Gain ‘

Gain

Gain:

b1

Sample time (-1 for inherited):
1

Main | Signal Data Types

Element-wise gain [y = K.*u) or matrix gain [y = K*u or y = wK).

Multiplication: | Element-wise(K.*u)

Parameter Data Types

[

][ LCancel ][ Help ][ Apply ]

Obr. 2.2-3: Zména parametrl zesilovace

Pomoci dvoupolohového piepinace, dvojitym kliknutim na ikoné bloku, je také mozné
zvolit typ vstupniho signdlu. JednoduSe lze také zmeénit parametry obou budicich funkci
(obr. 2.2-4). V ptipadé skokové funkce lze ménit v polozce Step time dobu skoku
a v polozkach Initial value a Final value poc¢atec¢ni a kone¢nou hladinu skoku.

i/ Source Block Parameters: Sine Wave

B Source Block Parameters: Step

Step
Output a step.

Parameters

Step time:
0

Initial value:
1]

Final value:
1

Sample time:
1]

Interpret vector parameters as 1-D

Enable zero crossing detection

oK ] [ Cancel ] [ Help

]

Sine Wave

Output a sine wave:
0[t) = Amp*Sin(Freq*t+Phase] + Bias

Sine type determines the computational technique used. The parameters in the two
types are related through:

Samples per period = 2pi / (Frequency * Sample time)
Number of offset samples = Phase * Samples per period / (2%pi)

Use the sample-based sine type if numerical problems due to running for large times
[e.g. overflow in absolute time) occur.

Parameters
Sine type:  Time based v!
Time (t): Use simulation time v

Amplitude:
1

Bias:

1]

Frequency (rad/sec):
1

Phase (rad):
0

Sample time:
1]

Interpret vector parameters as 1-D

[ ok [ caneal |[ Hep |

Obr. 2.2-4 Zména parametrd budicich funkci
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V piipad¢é harmonické funkce (sinus) lze ménit v polozce Amplitude amplitudu, dale
v polozce Bias velikost stejnosmérné slozky signalu (posun), v polozce Frequency frekvenci
v rad/s a v polozce Phase fazovy posuv v radianech.

Hodnoty koeficientll aq, a; a by jsou zadany pomoci proménnych. Konkrétni hodnoty je
tedy tieba jesté definovat v ptikazovém tadku v okné Command Window MATLABu, viz
obr. 2.2-5.

Command Window
>> R=1:; L=1; C=1;
>»> a0=1/(L*C), al=1/(R*C), bl=1/(R*C)
a0 =
1
al =
1
bl =
1
>> |

Obr. 2.2-5: Definovani proménnych a vypocet
koeficientt diferencialni rovnice

Pred spusténim simulace je mozné nastavit zdkladni parametry simulace. Po otevfeni
nabidky Simulation z okna modelu a vybéru polozky Configuration Parameters... (nebo
po stisku Ctrl + E) se otevie okno parametrii simulace (obr. 2.2-6) s né€kolika zalozkami
(jsou v levé Casti okna v nabidce Select). Pro zékladni praci s prostifedim Simulink obvykle
postacuje zménit nastaveni v zalozce Solver.

E} Configuration Parameters: rezonancni_obvod_1/Configuration
Select: Simulation time
Solver Start time; 0.0 Stop time: 20
Data Import/Export
D‘pum;zal}on Solver options
= Diagnostics
Sample Time Type: Variable-step ,“’A‘ Solver: oded5 ([Dormand-Prince) v_%
Data Validity ) Max step size: 0.01 Relative tolerance: 1e-3
Tope Conyels.on Min step size: auto Absolute tolerance: auto
Connectivity . .
Compatibility Initial step size: auto
Model Referencing Zera crossing control:. Use local settings v|

Hardware Implementation | ) atomatically handle data ransfers between tasks

Model Referencing
Solver diagnostic controls
Number of consecutive min step size violations allowed: 1
Consecutive zero crossings relative tolerance: 10%128"eps

Number of consecutive zero crossings allowed: 1000

[ 0K 7[ Cancel ][ Help ][ Apply ]

Obr. 2.2-6: Zména zakladnich parametrd simulace
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v

Start time, zde zpravidla ponechame nulu, a zejména pak konec resp. délku simulace Stop
time. Nastaveni numerické metody vypoctu, kroku vypoétu a toleranci je mozné v ¢asti
okna Solver options. Zde obvykle ponechame parametr tykajici se velikosti kroku
(Variable-step, druhou variantou je Fixed-step) a pokud chceme zvysit presnost vypoctu,
zménime pouze hodnoty Max step size, Min step size a Initial step size.

Implicitni nastaveni u vSech téchto parametrti je auto. Parametr Max step size je
Simulinkem volen automaticky podle zvolené doby simulace dtpax = (tsop — tstart) / 50.
V naSem pripad¢, kdy jsme zvolili ¢as simulace 20 s, Simulink nastavi automaticky podle
uvedeného vzorce tuto hodnotu na 0,4 s (v piikazovém okné MATLABu je dokonce
zobrazeno i hlaseni — Warning). Pro zvySeni pfesnosti nastavime Max step size na hodnotu
0,01, viz obr. 2.2-6.

2.2.2 Spusténi simulace a zobrazeni vysledki

Simulaci Ize spustit z nabidky okna modelu Simulation — Start (Ctrl + T). Rychlejsi je
ale spusténi prostfednictvim ikony P> v toolbaru okna. Napravo od této ikony je také mozné
ménit délku simulace. Pokud dojde k neocekavanym problémiim v prib&éhu simulace nebo
pokud je zvolen ptili§ dlouhy ¢as vypoctu (resp. pfili§ jemny krok vypoétu), lze simulaci
zastavit pomoci ikony m.

Po ukonceni vypoctu, dvojitym kliknutim na ikonu zobrazovace ve schématu (v naSem

pripadé blok Scope) otevieme okno s grafickym zdznamem feseni diferencialni rovnice. Na
obr. 2.2-7 jsou pribéhy budici skokové funkce (jednotkovy skok) a ptislusné odezvy.

lScope E]@
8B LLY ABE B AR

Obr. 2.2-7: Zobrazeni feseni

Pokud by nas zajimala reakce systému vybuzeného jinou nez skokovou budici funkeci,
jednoduse nahradime blok Step jinym blokem z bohaté nabidky Simulinku. Dal$i mozZnosti
je umisténi vice blokt budicich funkei a pouziti analogového prepinace (Manual Switch)
k volbé mezi nimi, tak jak je to provedeno v demonstrovaném piikladé na obr. 2.2-2.
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Chceme-li nyni zkoumat vlastnosti RLC ¢lenu v zavislosti na parametrech R, L a C
a zarovenl se i vyhnout poné€kud slozitéj§imu zadavani koeficienti z ptikazového fadku
MATLABu, otevieme z prostfedi Simulinku pfilozeny soubor rezonancni_obvod_2.mdl.
Upravené simulacni schéma je na obr. 2.2-8. Hodnoty R, L a C jsou zde zadavany pomoci
blokt Constant. Pomoci bloku Mux (multiplexor) jsou jednotlivé signaly sdruzeny do
jednoho. Vektorové spoje je mozno pro piehlednost zvyraznit. V polozce menu Format
Port/Signal Displays zvolime Wide Nonscalar Lines.

W rezonancni_obvod_2 [Z]@

File Edit View Simulation Format Tools Help

DeE& B 422> =0 DoBg mEBEe
Step . Scope
I [

Sine Wave napetl
N u2(t)
“a{"(:)“
u

o= e[ = =]~/

Ready 100% ode4S

Obr. 2.2-8: Modifikovany simulaéni model

Vypocet koeficientl ag, a; a by je ve schématu realizovan pomoci blokti Fen (oznaceny
1/RC a 1/CL) slouzicich pro definovani funkci. K hodnotam R, L a C je tfeba pfistupovat
vybérem z vektoru. Ukazka zapisu vyrazu do funkéniho bloku je uvedena na obr. 2.2-9.

B Function Block Parameters: 1/RC

Fen

General expression block. Use "u'" as the input variable name.
Example: sin(u[1] * exp(2.3 * -u[2]))
Parameters

Expression:

1/u(11u(2))

Sample time (-1 for inherited):
-1

[ 0K ][ LCancel ][ Help ][ Apply ]

Obr. 2.2-9: Zapis vyrazu v bloku Fcn
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Nyni se budeme podrobnéji zabyvat rezonan¢nimi vlastnostmi RLC ¢lenu. Jako budici
funkci zvolime funkci sinus, pouZijeme blok Sine Wave resp. piepneme piepina¢ do
prislusné polohy. Konfigurace bloku byla provedena jiz diive. Pfipomeiime pouze, ze pro
jednoduchost byly nastaveny tyto hodnoty: amplituda U, = 1, frekvence f, = 1 rad/s. Faze
a stfedni hodnota byly ponechdny nulové.

Na obr. 2.2-10 jsou prubehy budici sinové funkce a odpovidajici odezvy. Je ziejmé, ze
ve stavu rezonance (wL = 1/wC) apro R =L = C=1 plati

1 2n
—=1; T=—=2n
VLC w
Snadno se miizeme presvedcit z prubéhu ziskaného simulaci, ze perioda vybuzeného signalu
v ustaleném stavu je skute¢né€ 2r a pti impedanci jdouci k nekone¢nu je u, = u;.

Wscope BEX
EB(LLL ARBRE 8

w =

Obr. 2.2-10: Zaznam FeSeni pfi harmonickém buzeni modelu

2.2.3 Frekvencni charakteristiky

Vyjdeme-li z diferencialni rovnice popisujici RLC ¢len ve tvaru
" + ’ + =h '
Uy T4y Uy +ag Uy =0 Uy

1 1 1

y=—; = -
LC RC

a =—; |

RC

lze s vyuzitim Laplaceovy transformace samoziejmé stanovit odpovidajici obrazovy pienos
systému — RLC ¢lenu. S vyuzitim zékladnich korespondenci (viz ptiloha A) mizeme psat

[52 U, (s) = suy(04) =, (00)] + @ [s U, (s) —uy (0H)] + agU, (s) = by[s Uy (s) — 1, (04)]
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Obrazovy prenos je definovan jako pomér Laplaceova obrazu vystupu ku Laplaceovu
obrazu vstupu pti nulovych pocateénich podminkach
_Uy(s) bs
Uls) s*+as+a,

G(s)

Frekvenéni pfenos ziskdme nahrazenim parametru s — j@

. bjo
G(Ja’)=.2+
(jo)y +ajo+a,

Z frekvencniho pfenosu mutizeme samoziejmé vyjadfit pomoci jednoduchych wprav
frekvencni charakteristiky. Zejména nas zajimaji logaritmické frekvenéni charakteristiky —
amplitudova a fazova frekvencni charakteristika (¢asto oznacovéany jako tzv. BODEho
charakteristiky). MATLAB umoziiuje tyto charakteristiky kreslit pfimo, pokud definujeme
obrazovy prenos zkoumaného systému. K definovani obrazového pienosu pouzijeme piikaz
tf (Transfer Function), k zobrazeni charakteristik pak ptikaz bode, viz obr. 2.2-11. Tyto
ptikazy jsou ale pristupné pouze tehdy, mame-li nainstalovan Control System Toolbox.

B Figure 1 BE==
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~
D& K RAQN® |« 0B 8O
Bode Diagram
0 -
A0+
@ 20
g o
Command Window E -40
>> sys=tf([bl 0],[1 a1l a0]) e
-60
a0
Transfer function:
s ~ 45—
£
___________ ‘g -
2
82 +3 ¥ 1 & |
9 . ,go_...:v.“v. =2 eoadoo e )
>> bode (sys), grid on 102 ] 10° il 162
> Frequency (rad/sec)

Obr. 2.2-11: Frekvenéni charakteristiky

Simulink umoziiuje provadét simulaci systému, ktery je definovan pouze v jednom
bloku, na zakladé znalosti obrazového pfenosu. Nemusime tedy slozit€ programovat
odpovidajici diferencialni rovnici, pouzijeme pouze blok Transfer Fcn. Simulaéni schéma
s prikladem je soucasti souboru rezonancni_obvod_3.mdl. Pro srovnani jsou uvedeny obé
varianty feSeni (obr.2.2-12). Praktickd shoda je prokdzana prekrytim obou pribéha
zakreslenych v jednom grafu (obr. 2.2-14).

Zadani koeficientli obrazového prenosu odpovida zapisu do ptikazového fadku v okné
MATLABAuU, viz obr. 2.2-11 a 2.2-13. Velmi dilezité je dodrzeni spravného zapisu vektort
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Citatele a jmenovatele obrazového pienosu — vzdy sestupné od koeficientu u nejvyssi

mocniny operatoru s.

B rezonanc ni_obvod_3

=Jolkd

File Edit View Simulation Format Tools Help

7| s2+at.s+a0 I

Transfer Fcn

100%

Ready odedS

DNsEES| tBER|(c 4 (22 » = O R& i =
EStep Gain
> Scope
Sine Wave 1 ]
N 3
¥ | Integrator Integrator1
] | Scopel
napeti -al |= ™[]
ut(t) : »
Gain2
napeti
Gaint u2(t)
o b1.s l

A

Obr. 2.2-12: Simulace na zakladé znalosti obrazového pfenosu

&

® Function Block Parameters: Transfer Fcn

Transfer Fen

The numerator coefficient can be a vector or matrix expression. The denominator
coefficient must be a vector. The output width equals the number of rows in the
numerator coefficient. You should specify the coefficients in descending order of
powers of s.

Parameters
Numerator coefficient:
[b1 0]
Denominator coefficient:
[1a1 a0]
Absolute tolerance:
auto

[

Obr. 2.2-13: Definice obrazového prenosu v bloku Transfer Fcn

][ LCancel ][ Help ][ Apply ]

Zobrazeni prubéhu do paralelnich oken grafu zajistime nastavenim parametru Number
of axes v zalozce General okna parametri zobrazovace. Zvolime-li jemny krok simulace,
je zdtvodu vétsiho rozsahu dat vhodné v zalozce Data history zrusit pfednastavenou

limitaci poctu zobrazovanych vzorkt na poslednich 5000.
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’Scope E] ’Scope1 E}
gB |LLLY AEB BAw gB |LLY AEEB BAw

Obr. 2.2-14: Porovnani obou variant feSeni

Probrana témata
= zakladni integralni a diferencidlni rovnice (pro napéti a proud) pro jednotlivé prvky,
odvozeni diferencidlni rovnice,

= feSeni linearni diferencialni rovnice s derivaci na pravé strané v prostiedi MATLAB
— Simulink, metoda postupné integrace,

= zména parametrd simulace a budicich funkci, mozZnosti zobrazeni vysledkd,

= frekvencni charakteristiky.

Stru¢né shrnuti
= pii sestavovani diferencialni rovnice vychazime z integralnich a diferencialnich vztahii
pro napéti a proud,

= vzhledem k derivaci na pravé strané rovnice pouzivame k sestaveni simulaé¢niho
modelu obvykle metodu postupné integrace,

= vysledny simula¢ni model miZe obsahovat i nekolik riznych blokt vstupnich funkci
(jejichz parametry lze samoziejmé menit), pfepinani mezi nimi lze realizovat
pomoci pfepinact (manualnich nebo fizenych),

= Simulink umozniuje ménit jednoduchym zpiisobem krok simulace (pfesnost vypoctu),
vSechny parametry 1ze definovat prostfednictvim proménnych,

» pokud méame nainstalovan i Control system toolbox, MATLAB umoziiuje velmi
jednoduse vykreslovat frekvencni charakteristiky,

= analyzovany dynamicky systém mutize byt popsan obrazovym pifenosem, pii simulaci
pak postacuje systém modelovat pouze pomoci jednoho bloku.
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PtiloZené soubory

= soubory modelu: rezonancni_obvod_1.mdl, rezonancni_obvod_2.mdl
a rezonancni_obvod_3.mdl
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3 Dynamika sedacky ridice

S neustalym rozvojem automobilové dopravy se logicky
zvysuji také naroky kladené na pohodli a bezpecnost jizdy
osadky vozidel. Kmity a otfesy vyvolané jizdou vozidel po
nerovnych vozovkdch nebo polnim a lesnim terénem
zvySuji unavu fidich. Pfi dlouhodobém a intenzivnim
pusobeni mohou vazné poskozovat lidské zdravi a byvaji
Castou pfi¢inou nemoci z povolani. Sedadlo fidice musi
spliovat naroéné pozadavky, které jsou kladeny na zdravi,
pohodli, komfort a bezpeCi sedici osoby. B&hem jeho
vyvoje byl kladen dliraz na ergonomické, uzitné a estetické
vlastnosti a na schopnost tlumit otfesy vznikajici pii jizd¢.
Sedadlo je vybaveno systémem posuvu a zdvihu, zvySeny
bocni okraj opéry zarucuje uvolnéné a pohodIné sezeni.

Zakladni konstrukce vodicich mechanismti odpruzenych
sedadel jsou dvojiho typu. Jednim typem je nuzkovy
mechanismus, druhym typem je ¢tyikloubovy mechanizmus
— paralelogram. Oba tyto typy mechanizmt sedadel jsou
obvykle doplnény pneumatickymi pruzinami a hydraulickymi Obr. 3-1: Sedacka fidice
tlumici. Vyrabéna sedadla umoznuji nastavovat jejich vysku,
tuhost tlumi¢d a nebo je umoznéno Uplné vypusténi vzduchu ze vzduchové pruziny.
Sedadla jsou vybavena také pruznymi omezovaci zdvihu, obvykle v podobé pryzovych
dorazi ¢i zadrznych past, které zabratuji poskozeni vibroizola¢niho systému.

Chovani nejriznéjsich dynamickych systémi resp. jejich zjednodusenych modelt (napt.
zjednoduseny model sedacky fidi¢e ¢i model pruzného zavésu kola automobilu), miizeme
pomérné jednodus$e simulovat v prosttedi MATLAB — Simulink. Abychom mohli sestavit
odpovidajici model néjakého dynamického systému v Simulinku, je nutné se nejdiive
zabyvat diferencidlnim popisem tohoto systému. Pomoci matematicko-fyzikalni analyzy
tedy obvykle hledame diferencialni rovnici, kterd by vhodné popisovala chovani redlného
fyzikélniho systému. V dal$im textu se omezime na konkrétni linedrni Casov€ invariantni
systém (jeho vlastnosti se v ¢ase neméni) s jednou vstupni a jednou vystupni veli¢inou. Ten
byva obvykle popsan linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty, obecné ve
tvaru

an Y™ (@) + a1 YV L Y (@) + ag W(6) = by ™ (8) + . by 1l (2) + bo (?)

kde a;, b; jsou konstantni koeficienty a u(f) pfedstavuje vstupni a y(¢) vystupni velicinu.

Z podminky fyzikalni realizovatelnosti systému musi byt m <n, tj. stupen nejvyssi
derivace vystupni veli¢iny musi byt vétS§i nebo roven stupni nejvyssi derivace vstupni
veli¢iny. Pro feSeni uvedené diferencidlni rovnice musime znat pocatecni podminky
systému (0), y'(0), ..., " (0) a prab&h vstupni veli¢iny u(7) véetné jejich pocateénich
podminek u(0), 1'(0), ..., u"(0).
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Pienos dynamického systému je definovan jako pomér Laplaceova obrazu vystupni
veli¢iny k Laplaceové obrazu vstupni veli¢iny pfi nulovych pocate¢nich podminkach systému
(0) =y'(0) = ... = y"(0) = 0 a vstupniho signalu u(0) =u'(0) = ... = u "(0) = 0. Linearni
diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty mtizeme transformovat pouzitim pravidel
Laplaceovy transformace (viz piiloha A) pfi splnéni vyse uvedenych podminek do tvaru

[dys" + ap1 8"+ ..+ ays+ag] Y(s) = [bys™ + ... + bys + by] U(s)

Vyjdeme-li z této rovnice, tak podle vySe uvedené definice méa obrazovy pienos systému
tvar

Y(s) b,s" +..+bs+b,
U@s) a,s"+..+as+a,

G(s) =

K ptipadnému dal$imu studiu mize ¢tena vyuzit napt. knihu [5].

3.1 Text pro studenta

Priklad

Analyzujte a v prostiedi Simulink simulujte chovani zjednoduseného modelu sedacky
fidi¢e na obr. 3.1-1. Uvazujte konkrétni hodnoty: hmotnost sedacky m; = 20 kg, hmotnost
fidice m, = 80 kg, gravitaéni zrychleni g = 10 m/s?, koeficient tuhosti pruziny ¢ = 8-10° N/m
a koeficient tlumeni tlumide k = 2,4-10° Ns/m. Sledujte také vliv zmény parametrii ¢ a k na
pohyb sedacky pti dosednuti fidice.

F

<«
3

=T

i
Obr. 3.1-1: Zjednodus$eny model sedacky

ReSeni

Pfi zkouméni dynamického chovani pracovni sedacky fidice budeme vychdzet z jejiho
zjednodusené¢ho modelu. Jedna se v podstaté¢ o pohyb hmoty (zahrnujici hmotnost fidice,
sedacky a jejiho mechanizmu) na tlumeném pruzném zavésu. Poloha sedacky je vztaZzena
k ustalenému stavu, odpovidajicimu deformaci pruziny vyvolané samotnou jeji hmotnosti

bez vnéjsiho zatizeni. Hmotu fidi¢e 1ze povazovat za vnéjsi silu F puasobici na sedacku.
Uvazujeme-li konkrétni zadané hodnoty
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F=m;g=80-10=800N

Simulac¢ni model (obr. 3.1-2) byl vytvotren v prosttedi MATLAB — Simulink. Model je
ulozen v pfiloZeném souboru model_sedacky_s.mdl.

W model_sedacky_s M=%
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
D& &B2R (& 42> np D@

|Model dynamiky sedacky ridicel

parametry

m1
m2

z Sedacka ridice y(t) ﬂ
< poloha
u(t) sedacky

model sedacky ridice

Ready 100% ode45

Obr. 3.1-2: Model dynamiky sedacky fidi¢e v Simulinku

Model dynamiky sedacky fidice je jiz ve stavu, kdy je mozné prejit k vlastni simulaci.
Vsechny potiebné parametry jsou zadany, mizeme spustit simulaci (viz také kapitola 2). Po
ukonceni vypoctu lze dvojitym kliknutim na ikon€ zobrazovace oteviit okno s grafickym
zdznamem feSeni.

(Bscore B
SEPPL AEE OA

Obr. 3.1-3: Zobrazeni feseni
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Poznamenejme, ze kladnou vychylku y simulované reakce je nutné chapat tak, jak je
naznaceno na obr. 3.1-3, jako odchylku od ustaleného stavu bez zatiZzeni, tedy prosednuti
smérem dold.

Pohyb sedacky je vtomto pfipadé plynuly, tj. bez ptekmitu a kmitavych slozek.
K praktickému ustaleni pohybu dochazi asi za 1,5 sekundy. Ustalena hodnota polohy
sedacky po odeznéni prechodového déje je y () = 0,1 m = 10 cm. Tuto hodnotu jsme mohli
(méli) predpokladat. V ustaleném stavu se totiz neprojevi vliv tlumice a poloha sedacky je
dana pouze tuhosti pruziny c. V rovnovazném stavu jsou sila reakce pruziny a sila vyvolana
hmotnosti fidi¢e ve vzajemné rovnovaze

y(@)c=F=mg
() = (my g) / ¢=(80-10) / 8000 = 0,1 m
Koeficient tlumeni tlumice k ovlivni pouze pribéh a dynamiku ptechodového déje.

V modelu je samoziejmé mozné ménit vstupni parametry (hodnoty my, m,, g, k, ¢). Na
obr. 3.1-4 je uvedeno dialogové okno pro zadavani hmoty fidice m,. V zaloZzce Main tohoto
okna zapiSeme v polozce Constant value pozadovanou hodnotu. Jednoduse Ize zménit
i parametry budici funkce. V polozce Step time Ize ménit dobu skoku a v polozkach Initial
value a Final value poc¢atec¢ni a kone¢nou hladinu skoku.

W/ Source Block Parameters: Skok
Step
W Source Block Parameters: m2 Quipiasicn,
Constant Parameters
Output the constant specified by the 'Constant value' parameter. If 'Constant value' is Step time:
a vector and 'Interpret vector parameters as 1-D" is on, treat the constant value as a 0
1-D array. Otherwise, output a matrix with the same dimensions as the constant -
value. Initial value:
0
Main | Signal Data Types Final value:
Constant value: 1
80 Sample time:
Interpret vector parameters as 1-D 0
Sampling mode: | Sample based Interpret vector parameters as 1-D
Sample time: Enable zero crossing detection
inf
[ ok [ concel ][ Heb | [ ok ][ cencel |[ Hep

Obr. 3.1-4: Zména vstupnich parametri a parametrd skokové budici funkce

Kontrolni otazky a ukoly

* Simulujte pohyb sedacky za stejné situace, ovSem se spravnou (nezaokrouhlenou)
hodnotou gravitaéniho zrychleni g = 9,800665 m/s”. Jakou zménu jste predpokladali?

Potvrdila se simulaci?

= Jak by se chovala sedacka fidiCe za stejné situace na Mésici? Gravitacni zrychleni na
povrchu M&sice je piiblizné Sestkrat mensi, uvazujte g = 1,624 m/s”.

42



Text pro pedagoga

=  Simulujte chovani sedacky pro rizné hodnoty parametrii. Co jednotlivé parametry
ovlivituji? Jak by se chovala sedacka s nulovym tlumenim? Konfrontujte vzdy vas
fyzikalni nahled s vysledky simulace.

= Experimentalné urcete pii jakém tlumeni tlumiCe k se zaCinad projevovat kmitavy
pohyb sedacky.

= Podle pokynt ucitele vypracujte kratkou technickou zpravu.

PiiloZené soubory

= soubor modelu: model_sedacky s.mdl

3.2 Text pro pedagoga

Piiklad

Analyzujte a v prostiedi Simulink simulujte chovani zjednoduseného modelu sedacky
fidi¢e na obr. 3.2-1. Uvazujte konkrétni hodnoty: hmotnost sedacky m; = 20 kg, hmotnost
fidi¢e m, = 80 kg, gravitaéni zrychleni g~ 10 m/s”, koeficient tuhosti pruziny ¢ = 8-10° N/m
a koeficient tlumeni tlumiée k = 2,4-10° Ns/m. Sledujte také vliv zmény parametri ¢ a k na
pohyb sedacky pfi dosednuti fidice.

F

<«
8

o
Obr. 3.2-1: Zjednodu$eny model sedacky

Reseni
Pti zkoumani dynamického chovani pracovni sedacky fidi¢e budeme vychazet z jejiho
zjednodusené¢ho modelu. Jedna se v podstaté o pohyb hmoty (zahrnujici hmotnost fidice,

sedacky a jejiho mechanizmu) na tlumeném pruzném zavésu.

V ptiloze tohoto textu naleznete soubor model_sedacky_1.mdl. Oteviete tento soubor
v prostiedi Simulinku a dvakrat kliknéte na ikonu symbolizujici model sedacky fidice,
otevie se vam skryta struktura subsystému vlastniho simula¢niho modelu, viz obr. 3.2-2.
Tato struktura mize (ale také nemusi) byt uzivateli, kterého nezajimaji podrobnosti modelu,
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skryta. Realizuje v grafickém prostiedi Simulinku jednu z mozZnosti simulaéniho modelu
realného systému, jehoz pohyb je popsan diferencialni rovnici.

B/ model_sedacky_1 M=

File Edit Yiew Simulation Format Tools Help

D& ¢ Bl ||y a3
W model_sedacky_1/model sedacky ridice EJ@
Flle Edt View Simulation Format Tools Help
Ded& B (e 2] ) 53 Hao@e

m1
m2
<]

Scope |3ubsystem modelu I

Sedackaridice y(t)

2400 € poloha
u(t) sedacky

8000 model sedacky ridice

sedacky

O.x.QFE‘Eg
=

Step

3

Ready 100% odedS /| ||Ready 100% odedS

Obr. 3.2-2: Model dynamiky sedacky fidi¢e v Simulinku

Zabyvejme se nejprve diferencialnim popisem dynamického systému, tedy diferencialni
rovnici (pfedstavuje matematicky model), ktera popisuje chovéani realného fyzikalniho
systému. Ziskame ji jednoduchou aplikaci d’ Alembertova principu vyrovnani sil pisobicich
na hmotu m, viz obr. 3.2-3. V pracovnim rozsahu ptfedpokladame linearni chovani tlumice
i pruziny.

F

m
y
\
ﬂFl ﬂFz F;

Obr. 3.2-3: Rovnovaha sil

V tomto ptipad¢ se jedna o rovnovahu Ctyf sil

F=mg ... sila vyvoland hmotnosti fidice
Fi=cy ... reakce pruziny
Fy=ky =kdy/dt ... reakce tlumice

Fy=my"=md*/dF ... setrvatny odpor
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Uvazujme-li jejich spoleéné pisobisté v tézisti télesa
Fi+F+F =F
my'+ky +cy=F

Pro konkrétni hodnoty uvedené v zadani je
F=myg=80-10=800N
m=m;+my=20+80=100kg

a diferencialni popis nabyva tvaru

100 y” + 2400y + 8000 y = F

Poloha sedacky je vztazena k ustdlenému stavu, odpovidajicimu deformaci pruziny
vyvolané samotnou jeji hmotnosti bez vnéjsiho zatizeni. Hmotu fidi¢e 1ze povazovat za vnéjsi
silu F pisobici na sedacku.

Staticka Gvaha

Zabyvejme se nyni souvislostmi mezi budici silou F a reakei y v ustaleném stavu, tedy po
odeznéni piechodového déje. Z fyzikalni podstaty je ziejmé, Ze se jednd o stabilni systém
v tom smyslu, ze po dosednuti fidiCe na sedacku dojde k pfechodovému dé&ji, ktery se za
konecny cas prakticky ustali.

Po dostatecné dlouhé dobé€ (Eas ¢ = o) proto plati, ze F* —> F(o0) = 800, y" —> y"(0) =0,
V' = y'(0) =0ay > y(w)# 0. Diferencialni popis tak ptechazi do tvaru
100 y"'(o0) + 2400 y'(0) + 8000 y(c0) = F(0)
a s ohledem na vySe uvedené

8000 y () = 800
y(©0)=0,1 m=10cm

Ustalena hodnota polohy sedacky po odeznéni pfechodového déje je y(o) =10 cm.
Srovnejte s vysledkem simulace v kapitole 3.2.2 (obr. 3.2-6)!

3.2.1 Vytvoreni simulaéniho modelu

P1i vytvareni simula¢niho modelu (tvorbé simulacniho schéma v Simulinku) vychazime
z dynamického popisu systému. Nejprve z vySe uvedené diferencialni rovnice vyjadiime
nejvyssi derivaci polohy sedacky )" jako linearni kombinaci nizSich derivaci a buzeni, t;.
sily F
y'=-24y'-80y+0,01F
Realizaci této zavislosti ndm snadno umozni sériové zapojeni dvou integratori na
obr. 3.2-4. Technice vytvareni simulacnich modelti se podrobn¢ vénuje kniha [4]. Kliknutim
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na symbol (ikonu) nékterého z blokd v programovém okné Simulinku se otevie piislusné
dialogové okno, ve kterém nastavime pozadované parametry.

Ready

Gain2

100%

odedS

B model_se dacky_2 [:] @
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
hDeEd & B|c= |22 p np BB
Ste
4 Scope
[ BT AN
buzeni] " - _
F Integrator1 poloha
sedacky

Obr. 3.2-4: Simulaéni schéma

V modelu je samozifejmé mozné ménit hodnoty zesileni v jednotlivych zesilovacich
(bloky Gain, Gainl a Gain2) V zélozce Main dialogového okna okna zapiSeme v polozce
Gain pozadovanou hodnotu. Jednoduse lze zménit i parametry budici funkce (blok Step).
V polozce Step time lze ménit dobu skoku a v polozkach Initial value a Final value
pocatecni a konecnou hladinu skoku (obr. 3.1-4). Podrobnéjsi popis techniky nastaveni
parametru jednotlivych bloki a nastaveni parametrd simulace je uveden v kapitole 2.2.1.

¥ Function Block Parameters: Integrator

0

inf

-inf

Integrator

Parameters

Initial condition:

[] Limit output

Upper saturation limit:

auto

Continuous-time integration of the input signal.

Extemal reset: none

Initial condition source:  internal

Lower saturation limit:

[[] Show saturation port
[[] Show state port

Absolute tolerance:

[ Ignore limit and reset when linearizing

Enable zero crossing detection

[l

|

oK [ Concel ||

Help

|

Apply

]

Obr. 3.2-5: Moznosti nastaveni po¢atec¢nich podminek
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Blok Integrator umoziiuje i zadani pocateénich podminek a limitaci vystupu (tzv.
saturaci), viz obr. 3.2-5. Oboji je mozno zadat jednak pfimo hodnotou parametru, ale také
pomoci dalsich vstupnich signali. Blok dovoluje i externi reset (nastaveni do pocatecniho
stavu) na zakladé¢ zmény na fidicim logickém signélu (na nabéznou, sestupnou nebo obé
hrany). Dalsi moznosti je definovani stavového vystupu (state portu), ktery se vyuziva
praveé ve spojitosti s externim resetem integratoru a poskytuje hodnotu, kterd by byla na
vystupu, pokud by nedoslo k resetu.

3.2.2 Spusténi simulace a zobrazeni vysledkut

Simulaci spustime prostfednictvim polozky Start v nabidce Simulation nebo kliknutim
na ikonu P> v toolbaru okna. Stejného efektu dosahneme i kombinaci klaves Ctrl + T. Pokud
dojde v prubehu simulace k problémiim nebo je-li zvolen piilis dlouhy ¢as (resp. jemny krok),
je mozné simulaci pred¢asné ukoncit pomoci ikony m.

Po ukonéeni vypoctu a kliknutim na ikonku zobrazovace ve schématu (v nasem piipadé
blok Scope) se otevie okno s grafickym zaznamem simulovaného prib&éhu pohybu sedacky
(tj. grafické feseni diferencialni rovnice), viz obr. 3.2-6. V list¢ okna je k dispozici sada ikon
pro pfipadny zoom a editaci pribéhu.

|scope E]@
a8 PP P ARE DA S

Obr. 3.2-6: Zaznam feseni

Pfipomenime, ze kladnd hodnota reakce modelu odpovida prosednuti sedacky, tedy
pohybu smérem doli. PovS§imnéme si také ustalené hodnoty feSeni y(o)=0,1, ktera
potvrzuje spravnost Gvahy o statickém chovani systému (viz staticka uvaha vyse).

Pokud by nas zajimala reakce systému vybuzeného jinou nez skokovou budici funkeci,
jednoduse nahradime blok skokové zmény (blok Step) jinym blokem z bohaté nabidky
Simulinku.

Model sedacky fidi¢e uvedeny v tivodu této kapitoly (obr. 3.2-2) a v textu uréeném pro
studenta (obr. 3.1-2, kapitola 3.1) byl skryt do tzv. subsystému, ktery je reprezentovan
jedinym blokem. Zahrnuti ¢asti simulacniho schéma do subsystému (tj. do jednoho bloku)
dosdhneme tak, ze myS$i ozna¢ime pozadovanou ¢ast schématu a nésledné z menu Edit
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vybereme polozku Create Subsystem. Timto zptisobem mizeme zjednodusit a zpiehlednit
i velmi slozité a komplikované struktury simula¢nich modelt.

¥ model_sedacky_2 EJ@ X

File Edit Yiew Simulation Format Tools Help

O 2E&E &8

L)

3 Normal v

A " <
buzeni —
F poloha
4 sedacky

L
Gain2
Ready 100% ode4S
¥ model_sedacky_2 * g@ %)
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
bOh=Ed& =) » 3 Normal v
Step Scope
In1 Outl
buzeni Subsystem poloha
F sedacky
Ready 100% ode4S

Obr. 3.2-7: Zahrnuti ¢asti modelu do subsystému

3.2.3 Matematicka analyza pohybu sedacky

Matematickym modelem sedacky fidice je diferencidlni rovnice, jejimz feSenim je ¢asova
funkce, ktera analyticky popisuje jeji pohyb. Velmi G¢innym nastrojem pro feSeni linearnich
diferencialnich rovnic je Laplaceova transformace. V predchozich odstavcich byl nalezen
diferencialni popis ve tvaru

my"+ky +cy=F
a pro zadané hodnoty pak
100 y" +2400)" + 8000 y = F

Poloha sedacky y je vztaZena k ustdlenému stavu, odpovidajicimu deformaci pruziny
vyvolané samotnou jeji hmotnosti bez vnéjsiho zatizeni. Hmotu fidi¢e 1ze povazovat za
vngj$i silu F ptisobici na sedacku.

Predpokladejme, ze v ustaleném klidovém stavu sedacky (nulové pocatecni podminky,
tj. ¥(0)=0, y'(0) = 0) dosedne na sedatku nahle ¥idi¢ a vyvola tak jeji pohyb. Reseni
diferencialni rovnice za t€chto podminek a s timto buzenim popisuje vyvolany pohyb.
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Nejprve pfipomenme statickou uvahu provedenou jiz v uvodu této kapitoly. Jedna se
ourceni y(oo)=lim y(¢), tj. celkového prosednuti sedacky v ustdleném stavu, po odeznéni
t—>0

prechodového déje. Tuto hodnotu mizeme urcit velmi snadno i jednoduchou uvahou bez
pouziti slozit¢ matematiky (matematicky rozbor vSak musi tento zavér samoziejmé
potvrdit).

Z fyzikalni podstaty je ziejmé, Ze se jedna o stabilni systém, a to v tom smyslu, Zze po
dosednuti fidi¢e na sedac¢ku dojde k piechodovému dé&ji, ktery se za koneény Cas prakticky
ustali. Po dostatecné dlouhé dobé (¢ = o) proto plati, ze F —> F(x) =800, y" = y"(0) =0,
y' = y'(0) =0ay = y(w)# 0. Diferencialni popis tak pfechdzi do tvaru

100 3" (o) + 2400 y'(0) + 8000 y(o0) = F(0)
a s ohledem na vyse uvedené

y(©0)=0,l m=10cm

Laplaceova transformace

Zabyvejme se dale pohybem sedacky po dosednuti fidi¢e. Jeji pohyb je v ¢ase popsan
feSenim uvedené diferencidlni rovnice s pfedpokladanymi pocatecnimi podminkami
abudici funkci. ReSme ji pomoci Laplaceovy transformace. Je to velmi jednoduchy
a efektivni aparat, ktery nam umozni ptevést linearni diferencialni rovnici na rovnici
algebraickou, v tomto tvaru pak nalézt jeji feSeni (resp. jeho obraz) a opét ho prevést zpét
do Casové oblasti. Byt tento postup vypada na prvni pohled slozité, feSeni diferencialni
rovnice timto zptisobem je velmi jednoduché. K formalnimu fesSeni vystac¢ime s né¢kolika
malo korespondencemi a vlastnostmi transformace (ptiloha A)

y(0) = X(s)
V(@0 = sX(s) - y(0+)
V(1) = 57 ¥(s) = sp(0+) —/(0+)
F(?) = 800/s = F(s)
Obraz diferencialni rovnice nalezneme snadno
100 [ s Y(s) — s(0+) — y'(0+)] + 2400 [ s Y(s) — y(0+)] + 8000 Y(s) = F(s)

Obrazem diferencialni rovnice je rovnice algebraicka s jedinou neznamou Y(s), obrazem
feSeni je

1 N (1005 +2400) y(0+)+100 y'(0+)

Y(s)= > F(s) P
100s% +2400 s + 8000 100s% +2400 s + 8000

Vyjadiili jsme tak relativné snadno obraz reakce dynamického systému obecné pro
jakékoliv buzeni a po¢ateéni podminky. V nasem konkrétnim ptipadé vSak

$(09) =305 =0
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F(s )_800

1 800 _ 8 B 8
100s” +2400s+8000 s (s2+24s+80)s (s+4)(s+20)s

Y(s)=

Limitni korespondence

Hodnotu y(w) reakce sedacky po odeznéni prechodového déje miizeme ovéfit jiz v této
fazi teSeni z nalezen¢ho obrazu Y(s) vyuzitim limitnich korespondenci mezi obrazem
a predmétem (viz pfiloha A).

00 —11msY s —11 _
) = T d (s 720)
Pouzitim druhé limitni korespondence uréime naopak zacatek pochodu, ktery musi byt
v souladu se zadanymi pocate¢nimi podminkami.

8
y(0+) = 11m sY(s)= }LOO —(s (1 20)
8

V(@ =sY(s)—y(0+) :m

8
3/(0+) = lim __°s
s=o (s +4)(s + 20)
Ovéfeni shody téchto limitnich hodnot v této fazi feSeni je mj. i vhodnou kontrolou
spravnosti nalezeného obrazu. Poznamenejme vSak, ze shoda hodnot jest¢ nedokazuje
spravnost obrazu, ale naopak rozpor by prokazal chybu.

Zpétna Laplaceova transformace

Reseni popisujici pohyb sedatky vrealném &ase ziskame zpétnou Laplaceovou
transformaci. Nejprve obraz rozlozime na soucet parcidlnich zlomkd, které pak postupné
podle slovniku korespondenci uvedenych v pfiloze A pfevedeme do hledaného predmétu.

8 A B C
Ys)=——="-+—-—-+——
s(s+4)(s+20) s (s+4) (s+20)
8
—11mY(s)s-1 — =01
s=0 (s +4)(s + 20)
8 1
= hm Y($)(s+4)=lim ———=-—=-0,125
5> —4s(s+20) 8
8 1
C— 11m Y(s)(s +20)= lim ———=—=0,025

520 5 (5 + 4) 40
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Koeficienty parcidlnich zlomkt lze urcit i jinym zpisobem. Sefteme-li formalné
uvazované parcialni zlomky a srovname-li koeficienty u pfislusnych mocnin vzniklého
polynomu v ¢itateli s polynomem (Citatele rozkladaného obrazu, dostaneme soustavu
algebraickych rovnic, jejimz fesSenim jsou hledané koeficienty (jde o tzv. metodu neurcitych
koeficientt).

Y(s):£+ B N C :A(s+4)(s+20)+Bs(s+20)+CS(s+4):
s (s+4) (s+20) s(s+4)(s+20)
_sZ(A+B+C)+s(24A+ZOB+4C)+80A_ 8
- s (s +4)(s + 20) s (s+4)(s +20)
A+B+C=0 A=0,1
244+20B+4C=0 B=-0,125
804 =38 C=0,025

Metoda neurcitych koeficientl se zda byt jednodussi (snad je i castéji pouzivanad),
vypocet je vSak v obecném piipade pracnéjsi. Uvedeny piistup s limitnimi manipulacemi je
vysoce efektivni zejména v pfipadé redlnych jednonasobnych kofenti jmenovatele rozkladané
funkce.

Pov§imnéme si, Ze koeficienty 4, B, C parcialnich zlomka jsou rezidua obrazu Y(s)
v jeho singularnich bodech (pdlech) — a také se tak jako rezidua i poéitaji. Vzhledem ke
stupndm polynomu ¢itatele (nula) a jmenovatele (tfi) obrazu musi byt jejich soucet roven
nule. Soucet rezidui je roven podilu koeficienti (#—1)-ni mocniny operatoru s Citatele a n-té
mocniny s jmenovatele, kde n je nevys$i mocnina s ve jmenovateli — obraz musi byt
racionalni lomena funkce ryzi.

Tato kontrola je vhodnym ovéfenim spravnosti rozkladu. V pfipadé€ vicenasobnych pola
nejsou obecné koeficienty vsech parcialnich zlomku rezidua rozkladaného obrazu. V tomto
piipad¢ je nutné i uvedeny vypocet koeficientl parcialnich zlomki poné¢kud modifikovat.

Pokud méme obraz Y(s) rozlozeny na soucet parcidlnich zlomki, jsme jiz blizko od
hledaného feseni diferencialni rovnice. Z integralni podstaty Laplaceovy transformace totiz
vyplyva, Ze obraz souctu dil¢ich funkci se rovna souctu jejich obrazti (a obracene). MiZzeme
proto velmi jednoduSe nalézt pomoci slovniku L-transformace predméty odpovidajici
jednotlivym parcialnim zlomktim a vyjadfit hledané feseni jejich souctem.

-0,125 0,025
(s+4) (s+20)
¥(6)=(0,1-0,125¢™* +0,025¢>" ) (1)

Y(s)= %—i-
s

Symbol 7(f) nabyva hodnoty 0 pro ¢as t <0 a hodnoty 1 pro > 0. Tzv. Heavisidetv
jednotkovy skok formalné oSetfuje platnost uvedeného vztahu jen pro ¢ > 0.

Rychlost pohybu sedacky ur¢ime jako derivaci y ()
V(0 =(0,5¢" +0,5¢*")n(t)
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Ovéime nyni spravnost limitnich hodnot feSeni na zacatku a na konci piechodového
déje
y(0+) = lim y(r) = lim (0,1-0,125¢™ +0,025¢>")=0
t—>0+ t—>0+
¥'(0+) = lim y'(£) = lim (0,5¢™ +0,5¢2")=0
t—>0+ t—0+
y(0) = lim y(f) = lim (0,1-0,125¢™ +0,025¢*") = 0,1
t—0 t—0

y'(0) = lim y'(f) = lim (0,5¢™ +0,5¢") =0
t—0 t—0

3.2.4 Ovéreni analytického Feseni v Simulinku

Simulac¢ni model sedacky fidi¢e doplnime funkénim blokem Fen realizujicim analytické
feSeni diferencialni rovnice (obr. 3.2-8 a 3.2-9). Prakticka shoda obou priibéhi je prokazana
na obr. 3.2-10 jejich vzajemnym piekrytim v jednom grafu. Dal$i mozZnosti je zobrazeni
prabéhti ve dvou paralelnich grafech. V bloku zobrazovace je tfeba nastavit v okné parametra
bloku v zalozce General polozku Number of Axes na hodnotu 2.

—=

¥ model_sedacky_3 B@

File Edit Yiew Simulation Format Tools Help

heE& L) > 3 Nomal — »
Step

Scope
F(t) Sedackaridice y(t)

buzeni Subsyst:
z I ubsystem =STo |

sedacky

0.1-0.125"exp(~4"u)+0.025 e xp(-20*u) l—
Clock Fen Scopel

T

:

Ready 100% odedS

Obr. 3.2-8: Analytické FeSeni v Simulinku

B Function Block Parameters: Fcn ‘

Fen

General expression block. Use "u" as the input variable name.
Example: sinfu[1] * exp(2.3 * -u[2]))
Parameters

Expression:
0.1-0.125%exp(-4*u)+0.025%exp(-20"u)
Sample time (-1 for inherited).

-1

[ oK ] I LCancel l l Help ! | Apply l

Obr. 3.2-9: Zapis analytického Feseni v bloku Fcn
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,Scope E}@ lScope1
g8 |LLL ABEB B AR S&B LLL ABRB B A S

Obr. 3.2-10: Porovnani analytického feSeni se simulaci

3.2.5 Dynamicky systém na mezi periodicity

Hledame minimalni hodnotu tlumeni k, pfi které se jest¢ neobjevuji kmitavé slozky
prabéhu. Kofeny charakteristické rovnice jsou realné nasobné. Uvazujeme obraz feSeni
diferencialni rovnice za stejnych okolnosti s jinymi hodnotami konstrukénich parametra

1 g0 | ¢ 8
Y= i s | 01 0
ms +ks+c s ¢ = 8000 (s"+k- s+80)s

charakteristicka rovnice a jeji kofeny

— k1072 +4/ k%107 —4-80

2

s*+k-1075+80=0; s,=

a pro dvojnasobny kofen
k2-10%-4-80=0
k=+4-80-10" ~17,89-10°> Ns/m

-17,89-10*-107
2

~ —8,94

Si2 =

Obraz feSeni v tomto pfipad¢ je
8 8 A B C
2 ) = ot P
(s°+k-107°s+80)s (s+894)°s s (s+894)" s+894

Y(s)=

A=lim Y(s)s = lim % =0,1
50 50 (s + 8,94)
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B= 11m Y(s)(s+894) = hm L ~—0,89

8,94 ¢

C= lim l—{Y(s)(s+894)}— lim i§: im _—fz—O,l

li
5—>-8,94 11 —>-894(ds § s>-894 g
V piipadé vicenasobnych poli obrazu by se koeficienty parcialnich zlomku s klesajici
mocninou kofenového Cinitele pocitaly jako limita ze stejné rostouci derivace vynasobené
faktorialnim koeficientem 1/n!, kde n je fad derivace. Poznamenejme, ze uvedené limity
jsou v regularnich bodech, takze se i zde jedna jen o pouhé dosazeni hodnot.

V tomto piipadé jsou rezidua obrazu Y(s) pouze koeficienty 4 a C, tedy —B neni
reziduum. I zde samoziejmé plati, ze soucet rezidui je roven nule, tj. 4 + C = 0. Hledané
feSeni je

0,1 0,89 0,1
Y(s)= 5=
s (s+894)° (s+894)

() =(0,1-0,897 ¢ — 0,1 ) n(r)

3.2.6 Kmitavy dynamicky systém

Uvazujme kmitavy dynamicky systém s vlastnimi harmonickymi slozkami pohybu.
Kofeny charakteristické rovnice jsou v tomto ptipadé komplexni. Pfedpokladejme hodnoty
parametrti m = 100 kg, k=400 Ns/m, ¢ = 8-10° N/m.

1 800 m =100
Y(S):f'—: k:400 :W
ms-+ks+c s ¢ —8000 (s"+4s+80)s

Charakteristicka rovnice a jeji kofeny

—4++/4%-4.80 .
s +45+80=0; 815 =fz—2i_]8,72
Koteny charakteristické rovnice jsou komplexni, dynamicky systém ma vlastni kmity
s frekvenci 8,72 rad/s a s exponencialnim tlumenim e > (uréeno imaginarni a realnou &asti

kofenu).
Rozklad na parcialni zlomky pfedpokladame z divodu komplexnich kofenti ve tvaru
Y(s)=— 8 =£+ 2BS+C
(s°+45+80)s s s +45+80

Koeficient 4 uréime nejlépe rezidualnim vypoctem, koeficienty B a C metodou
neurcitych koeficientil

—11m Y(s)s—llmL 0,1
-0 50 2+ 45 +80
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Y(S)_%Jr Bs+C  s*(B+0,1)+s(C+04)+8 8

s s*+45+80 (s> +45+80)s (s> +4s5+80) s
B+0,1=0

B=-0,1; C=-0,4

C+04=0

0,1 0,ls+0,4
Y(s)=—" -5

s s +45+80

Naésleduje diilezita Gprava druhé ¢asti rozkladu Y(s) (parcialniho zlomku odpovidajiciho
dvojici komplexné sdruzenych kofentl) do tvaru podle poslednich dvou korespondenci
uvedenych ve slovniku v piiloze A.

0.1  0ls+04 01 0]l(s+2)+02 _
s (s+2)?%+76 s (s+2)*+76
0,1 0l(s+2) 02 V76

s (5422476 76 (s+2)°+76

Y(s)=

Dale uz jen jednoduse pfevedeme obraz podle slovniku L-transformace do pfedmétu

02
V76

={0,1—¢[0,1cos(8,721) + 0,025in(8,72£)]} 77(¢)

Y(t)=(0,1-0,le > cosv/76 t - ——e ' sin/76 £)5(t) =

Oalu
d V0,12 +0,022 % 0,1

0,1
= arctg—— ~ 1,37
¢ gO 02

i

0,02
() =arctg—— ~ 0,2
v g 01

>

0 0,02
Obr. 3.2-11: Stanoveni pa

Vysledek Ize také v souladu s obr. 3.2-11 upravit do tvaru

Y(t) =[0,1 — 0,1 > sin(8,72¢ + @)]n(¢) =[0,1 — 0,1 cos(8,72¢ — )0 (?)

Jiny zptsob tfeSeni
Predpokladejme stejnou situaci, stejnou diferencidlni rovnici, ukazme si vSak jinou

variantu piechodu od obrazu k feSeni v Casové oblasti. Pfedpokladame stejné hodnoty
parametrti m = 100 kg, k=400 Ns/m, ¢ = 8-10° N/m.
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1 so0 | "% 8
ms +ks+c s ¢ = 8000 (s"+4s+80)s

Stejna je samoziejme i charakteristicka rovnice a jeji kofeny

—4++/4>-4.80
2
Rozklad na parcialni zlomky vSak predpokladame ve tvaru s komplexnimi koeficienty

s°+4s+80=0; s5,= ~—2+j8,72

8 A B C
Y(s)=— =—+ . + -
(s°+4s5+80)s s (s+2-j8,72) (s+2+j8,72)

Vsechny koeficienty rozkladu 4, B i C jsou v tomto piipad¢ rezidua obrazu v jeho pdlech
a ur¢ime je

—hm Y(s)s—th 0,1
520 52 4+ 4 5 +80
B= lim Y(s)(s+2 j8,72)=lim 8 =-.-~-0,05+;0,01
S—>-2+8,72 s>-2+j8.72 5 (s + 2+ ] 8,72)
C= lim Y(S)(S+2+]872)— lim #zmz—o,OS—j0,0l
—>-2-8,72 s>-2-j872 5 (s +2—j8,72)

Koeficienty B a C museji byt nutné komplexné sdruzené, nebylo proto ani tfeba C znovu
pocitat. Zde jsou vsechny tfi koeficienty parcidlnich zlomka rezidua obrazu Y(s) v jeho
polech, proto také plati4 + B+ C=0.

8 0,1 -0,05+;0,01 N —0,05-;0,01

V() ==t . .
(s"+4s+80)s s (s+2-j872) (s+2+]8,72)

Pomoci slovniku (pfiloha A) jednoduse nalezneme piedmét
y(t) =[0,1+(=0,05+j 0,01)e ™" 1 (=0,05 - 0,01)e > ™ |5(r) =
={0,1+ e ¥[(—0,05+ j0,01) (cos 8,72¢ + jsin 8,72¢) +
+(—0,05-3j0,01)(cos8,72¢ — jsin8,72¢) ]} n(t) =
=---={0,1- e sin[0,1cos(8,721) +0,02sin(8,721)]} n(t)
Samoziejme, ze vysledek je naprosto stejny jako v pfedchozi varianté feSeni. Ob¢ varianty
se lisi jen pfistupem ke zpétné Laplaceové transformaci. Prvni piistup, bez nutnosti prace

v komplexni oblasti, se zdd byt ponékud jednodussi a pfijemnéjsi. Pribéh polohy sedacky
v zavislosti na ¢ase je uveden na obr. 3.2-12.
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Figure 1 ‘7- U;Ii
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

DedE M RRAMY|E|0E| 80
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1
0 05 1 15 2 25 3
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Obr. 3.2-12: Casova zavislost pohybu sedacky fidite

Probrana témata

= diferencialni popis sedacky, odvozeni jeji diferencialni rovnice,
= feSeni linearni diferencialni rovnice v Simulinku, metoda sniZovani fadu derivace,
=  zména parametrd simulace a budicich funkci, zobrazeni vysledkd,

= matematicka analyza pohybu sedacky, aplikace Laplaceovy integralni transformace,
limitni korespondence,

= nalezeni analytického feSeni diferencialni rovnice, zpétna Laplaceova transformace,
rozklad na parcialni zlomky a metoda neurcitych koeficientl, ovéteni nalezeného
feSeni v Simulinku,

= matematicky rozbor dynamického systému na mezi periodicity (tj. nasobné realné
kofeny charakteristické rovnice),

* matematicky rozbor kmitavého dynamického systému s vlastnimi harmonickymi
sloZzkami pohybu (tj. komplexni kofeny charakteristické rovnice).

Stru¢né shrnuti

= pii sestavovani diferencidlni rovnice vychazime z d’Alembertova principu rovnovahy
sil zjednoduSeného modelu sedacky fidice,

57



Matlab & Simulink: feSené pfiklady

k sestaveni simula¢niho modelu, v piipadé, Ze na pravé strané diferencialni rovnice
neni derivace, pouzivame metodu snizovani fadu derivace, jinymi slovy postacuje
vyjadrit nejvyssi derivaci polohy sedacky,

vysledny simula¢ni model mtze byt buzen nejriznéjsimi typy vstupnich funkci,
zména parametrti modelu je velmi jednoducha,

jednotlivé casti simulacniho schématu mizeme zahrnout z diivodu piehlednosti do
subsystému, zvolena ¢ast modelu je pak reprezentovana jednim blokem se vstupy
a vystupy,

efektivnim prostiedkem pro feSeni linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi
koeficienty je Laplaceova transformace, kterda umoznuje pievést diferencialni rovnici
na rovnici algebraickou, v tomto tvaru pak nalézt jeji feSeni, resp. jeho obraz a ten
pievést zpét do Casové oblasti,

limitni hodnoty na poc¢atku a po odeznéni piechodového déje lze stanovit pomoci
limitnich korespondenci mezi obrazem a predmétem,

feseni popisujici pohyb sedacky v redlném case ziskdme zpétnou Laplaceovou
transformaci, v popisovaném prikladu je nejprve ale nutné provést rozklad obrazu
feSeni na parcialni zlomky, které pak postupné podle slovniku korespondenci
pfevedeme do hledaného predmétu,

koeficienty rozkladu lze vypocitat pomoci limit (resp. rezidudlnim vypoctem), dalsi
moznosti je tzv. metoda neurcitych koeficientd.

PiiloZené soubory
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4 Balisticka krivka projektilu

Psal se rok 1468 a Jan Bocek Kuna z Kunstatu praveé v bezpeci
svého hradu Buchlova dobre krytého chiibskymi hvozdy oteviral g
jiz treti lahev jiskfivého vina na pocest svého stryce Jifiho
z Podébrad. Nahle se ozvala obrovska rdna a prvni délova koule
uherského krale Matyase 1. Korvina otfasla druhym nadvoifim
hradu. Zacalo nemilosrdné obléhani, béhem kterého silné
délostielectvo Buchlov ze dvou tietin zcela znicilo

Balisticka ktivka je kiivka popisujici drahu stiely. Je
vyslednici dynamického pohybu vystieleného hmotného
projektilu respektujici odpor okolniho vzduchu. Zakladnimi |
parametry drahy stiely jsou jeji hmotnost m [kg], jeji poCatecni G
rychlost v okamziku vystielu v, [m/s] a uhel (namér) a [deg], &8 & . %
ktery svird osa hlavné s vodorovnou rovinou. V dé¢lostielecké Obr. 4-1: Hrad Buchlov
praxi se obvykle vyjadfuje tihel v tzv. gradech, jeden grad je
jedna setina kvadrantu. Pravy uhel ma tedy 100 grad, 90 deg (stupiit) a /2 =~ 1,57 rad (mira
obloukova).

8 A

Pan Bocek podcenil nebezpeci a necekal, ze Selma Matyas posle své zvédy na nejvyssi
kopec a nahle zatto¢i ze zalohy bezpecné kryty okolnimi vrchy. Pojd’'me si to také zkusit,
pojd’'me si zasttilet. Bez prachu, kouli a kanont, bez krve, rizik a nieni.

———

-

Obr. 4-2: Strelba ve ¢lenitém terénu

Je ztejmé, ze to lidi na Buchlové neméli snadné. Presvédcte se ale také o tom, ze to
neméli moc lehké ani Korvinovi kanonyfti — i s tim $pehem na kopci. Zkuste se jen trefit,
kdyz neni na cil vidét. Jen tak, ,,pokus omyl“. MiiZete si vybrat misto (vzdalenost / mista A
od mista B), mnozstvi stfelného prachu (pocatecni rychlost stiely vy), namér a i hmotnost
stiely m. Mame k tomu dobry prostifedek — pocita¢ a simulaci, nic nemtzete pokazit ani
znicit. Nevadi, kdyz se netrefite. A kuli mame tolik, kolik si jen budete piat.
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4.1 Text pro studenta

Piiklad

Vypracujte jednoduchy navod odkud a jak stfilet tak, aby se bezpecéné zasahl cil. Formu
si zvolte sami. Vypracujte tabulku nebo vhodny graf. Pokuste se o co nejpiehlednéjsi
navod, ktery by tehdy jist€ velmi ocenili uhersti zoldaci (jesté, Ze ho neméli, a neuméli také
simulovat jako my, to by tenkrat Buchlov dopadl jisté¢ mnohem hiife). Volte: vzdalenost od
cile /> 500 m vzhledem k topologii terénu, pocatecni rychlost stfely 100 < vy <500 m/s
(tedy mnozstvi prachu), nameér 0 <o <90 deg (stupiii), hmotnost stfely 10 <m <50 kg
a koeficient odporu vzduchu k= 0,0134 Ns*/m’. Sami také vhodné zvolte vysku cile (hradu)
vy nad Grovni Usti déla. Nakres celé situace je na obr. 4.1-1.

y
-~
-

e
e

o R
]

X
Obr. 4.1-1: Zakladni parametry

ReSeni
Zvolime metodu ,,pokus omyl, pokus trefa®. S tolika parametry to neni ale jednoduché.

K simulaci stfelby pouzijeme jiz pfedem piipraveny simula¢ni model ulozeny v souboru
vrh_sikmy_sm.mdI spolupracujici se skriptem v souboru vrh_sikmy_s.m.

Oba soubory museji byt umistény v aktudlnim adresaii MATLABu. O tom se jednoduse
presvédéime napi. tak, ze v pracovnim okné¢ MATLABu zaddme pfikaz dir (a potvrdime
klavesou ENTER) a nechame vypsat obsah aktualniho adresafe. Neobjevi-li se nazvy obou
soubord, musime aktualni adresai spravné nastavit.

Nejprve otevieme skript vrh_sikmy_s.m psany v jednoduchém interpretatnim jazyce
MATLABAu. Skript (podle své pfipony nékdy oznacovan také jako tzv. m-soubor ¢i m-file)
slouzi k ovladani sekvence piikazi provadénych MATLABem. V tomto skriptu, tak jak je
napsan, viz obr. 4.1-2, lze mj. i ménit hodnoty parametrd vypoctu. Po ulozeni provedenych
zmén 1ze vypocet jednoduse spustit v pfikazovém okné¢ zadanim nazvu skriptu, ovSem bez
ptipony (!), tedy vrh_sikmy_s. Automaticky (a velmi rychle) se provede sekvence piikazi,
které bychom také mohli (pracné a velmi pomalu) zadavat jeden po druhém v piikazovém
okné.

Jednim z piikazti uvedeného skriptu je i ptikaz pro spusténi simulace pfipraveného
modelu v souboru vrh_sikmy_sm.mdl (obr. 4.1-3). Je vhodné, zejména kvili lepsi orientaci
v simulaénim experimentu, si model nejprve prohlédnout. V ptikazovém okné MATLABu
zadame ptikaz simulink (s malym ,,s“ na zac¢atku) a v novém okné Simulinku otevieme
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pfislusny soubor modelu, tedy vrh_sikmy_sm.mdl. Parametry simulace mtizeme ménit ve
skriptu nebo také pfimo v okné simula¢niho modelu. Limity méfitek os grafu volime
vhodné podle situace v okné parametri (otevieme jej dvojitym kliknutim na piislusné
ikon¢) zobrazovace (blok XY Graph) piimo v simulaénim modelu.

@ Editor - C:\Program Files\MATLAB\R2006a\work\vrh_sikmy_s.m

File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help

NeE|iaBo «|Sdeas 5 R [E0E DB s | B

o
HOWO-o M e W N R
1

oo
PSS
1

[
o

B R R
0w w - o

NN N
[ =1
I

a®ow

Oblehani hradu - wvrh sikwy wvzhuru

e

clear all, close all, clc

% Parametry simulace

n=50; % hmotnost strely [kg)

v0=200: % v0 ... pocatecni rychlost strely

alfa=45; % namer ve stupnich

%x1=10000; % souradnice cile [rn]

y1=200; % souradnice cile [m]

g=9.81; % gravitacni zrychleni [w/s°2]

k=0.0134; % odpor wvzduchu [Ns*2/m"2)]

Trax=100; % zadana max. doba simulace

dT=0.1; % pevne zadany simulacni krok

%

vOx=v0D*cos (pi*alfa/180) ; % wypocet x slozky poc.rychlosti
vO0y=vO0*sin(pi*alfa/180); % wvypocet y slozky poc.rychlosti
sim('vrh_sikmy_sn'); % spusti z akt. adresare "vrh_sikwy_sw.mdl"

(B[

N X

[ script [tn 22 co 72

Obr. 4.1-2: Skript vrh_sikmy_s.m

(ﬁ vrh_sikmy_sm B@

File Edit View Simulation Format Tools Help

D2e@& P =B <= 4|22 > = [mx [Nomal | B RS s

[Model balisticke drahy strely | Display
vx [mis]

x [m]

Math

Function vy [mis]

»[ 200] | y[m]
X

Q) 23.29] | t[s]

A 4

A 4

y STOP simulace
dy/dt
Subsystem

Y

Ready 100% loded5 A

Obr. 4.1-3: Model vrh_sikmy_sm.mdlI
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vvvvvv

je uveden prubéh balistické ktivky pii pocatenich parametrech m = 50 kg, vy =200 m/s,
a=45 deg, x; =10 km a y; =200 m, viz obr. 4.1-2. Jak je patrné z obdrzeného prubé¢hu, cil
o soufadnicich [x;, y;] =[10000, 200] m nebyl zasazen. Hodnoty x, v,, ¥, v,, v€etné Casu
simulace ¢, jsou v pribéhu simulace zobrazovany pomoci Cislicovych displeji. Koneéné
hodnoty uvedenych veli¢in jsou na obr. 4.1-3.

BAXY Graph M=%

XY Plot

1000

800

600 |

Y Axis

400 F

200+

0

0 500 1000 1500 2000 2500
X Axis

Obr. 4.1-4: Simulace drahy stfely

Kontrolni otazKky a ukoly

Zvolte vhodné parametry v,, a, m. Uvazujte vZzdy dva z parametrii za konstantni,
tieti parametr méiite (alespon tii riizné hodnoty). Nakreslete prub¢hy odpovidajicich
balistickych ktivek pro y; = 0.

Uvazujte stejné zvolené parametry jako v pfedchozim bod¢€. Nakreslete pribéhy
balistickych kiivek v normalni atmosféte (k = 0,0134 Ns*/m?) a ve vzduchoprazdnu
(k=0). Balisticka kfivka stfely ve vzduchoprazdnu pfipominad parabolu, je tomu
skute¢né presné tak? Pokuste se o vysvétleni a volte vhodnou argumentaci, at’ uz se
domnivate, Ze tomu tak je nebo neni.

Uvazujte stejné zvolené parametry jako v pfedchozim bodé¢. Nakreslete opét dvé
balistické kiivky, jednu v normalni zemské atmosfére, druhou za stejnych podminek
na Mg¢sici. Predpokladejte, ze je M¢sic prakticky bez atmosféry (vzduchoprazdno),
hodnotu gravita¢niho zrychleni na povrchu Mésice zjistéte sami. Zhodnot'te pribéh
obou kiivek a pokuste se o fyzikalni zdivodnéni jejich rozdilt.

Podle pokynt ucitele vypracujte kratkou technickou zpravu.

PriloZené soubory
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Otazky a ukoly pro pokrocilé

= Pokuste se nakreslit kiivky odpovidajici ménicimu se parametru do jednoho grafu.
= Upravte skript a piislusné simula¢ni schéma tak, aby bylo mozné:

a) zadavat namér o v gradech (jak je u délostielct obvyklé),
b) respektovat vliv vétru,

c) respektovat ménici se gravitaéni zrychleni s kvadratem vysSky stiely
(pro sttileni stfedovékym délem by nemélo valny smysl, pro aplikace
v raketové nebo kosmické dynamice v§ak rozhodné ano),

d) respektovat reliéf terénu tak, aby nedoslo k narazu stely do prekazky.

= Bude absolutni rychlost strely v, pfi dopadu stejna jako jeji absolutni rychlost v
v okamziku vystrelu? Mlze tomu tak za jistych okolnosti byt? Miize se stat, ze by
byla dokonce i vétsi? Pokuste se fyzikaln€ zdivodnit vasi ivahu a ovéfit ji simulaci.

= Zvyknéte si klast sami sobé podobné otazky a hledat na né odpovédi, aniz by vas
k tomu né€kdo nutil (to je velmi dilezité).

= Jste-li schopni matematické analyzy, proved'te ji a konfrontujte vzdy vysledek se
simulaci a s vasim technickym citem.

4.2 Text pro pedagoga

Piiklad

Vypracujte jednoduchy navod odkud a jak strilet tak, aby se bezpecn¢ zasahl cil. Formu
si zvolte sami. Vypracujte tabulku nebo vhodny graf. Pokuste se o co nejprehlednéjsi
navod, ktery by tehdy jisté velmi ocenili uhersti Zoldaci (jeste, Ze ho neméli, a neuméli také
simulovat jako my, to by tenkrat Buchlov dopadl jist¢ mnohem hiife). Volte: vzdalenost od
cile /> 500 m vzhledem k topologii terénu, pocatecni rychlost stfely 100 <v, <500 m/s
(tedy mnozstvi prachu), namér 0 <a <90 deg (stupiii), hmotnost stfely 10 <m <50 kg
a koeficient odporu vzduchu k= 0,0134 Ns%m®. Sami také vhodn& zvolte vysku cile (hradu)
vy nad Urovni Usti déla. Nakres celé situace je na obr. 4.2-1.

y
-
P -~ N\
-, \
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'
-, . A
Yo 4 »n
a
T
0 X1 X

Obr. 4.2-1: Zakladni parametry
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Reseni
Balisticka ktivka je vyslednice dynamického pohybu vystieleného hmotného projektilu
ve dvou osach. Zakladnimi parametry jsou m [kg], vo [m/s] a a [deg]. Uvazujeme odpor

okolniho vzduchu a konstantni gravitacni zrychleni, ostatni vlivy (jako je rychlost vétru,
vliv rotace stfely atd.) pro jednoduchost zanedbavame. Pokud bychom chtéli tyto vlivy

vvvvvv

Dréha pohybu stfely je vtomto pifipadé rovinnou kfivkou a je urcena vyslednici
soucasného pohybu stiely v ose x 1 v ose y. Dynamika jejiho pohybu v obou smérech je
déana jednoduchymi diferencialnimi rovnicemi.

Pohyb stiely v ose x
Setrvacnou silu lze vyjadfit obvyklym zptisobem jako
Fi=m &Ex/di=mx"
a jelikoz odpor vzduchu je zavisly na ¢tverci rychlosti
F> =k (dx/dt)* = k (x')?

Aplikaci d’Alembertova principu vyrovnani sil pisobicich na hmotu m ziskame
rovnost

F 1= —F 2
mx" =—k (x')
tedy po jednoduché upravé
mx"+k (x’)2 =0
Pohyb stiely v ose x je dén feSenim vySe uvedené homogenni diferencialni rovnice
s pocate¢nimi podminkami
x(0)=0
x'(0) =vo,=vycosa
Obdrzeli jsme nelinearni diferencialni rovnici, kterd popisuje pohyb stiely ve sméru x.
Analytické feSeni nelinedrnich diferencialnich rovnic je na rozdil od rovnic linearnich
obecné dosti nepfijemné. Analytickymi prostiedky dokdZeme feSit jen né€které specialni
typy nelinearnich rovnic. Klasické piistupy rozkladu na homogenni a partikularni ¢ast

feSeni ¢i pouziti Laplaceovy transformace zde obecné nelze pouzit. Zbyvaji pouze metody
numerické matematiky a aplikace iteracnich procedur.

Na rozdil od analytické matematiky vSak neni pro simulaci (diky jeji numerické podstate)
nelinearita diferencialnich rovnic vyznamnou komplikaci. Tento ptiklad je zafazen mj. pro
ilustraci toho, ze nam simulace nabizi jednoduché elegantni feSeni i v pfipadech, kdy
analytické moznosti matematiky jsou omezeny.
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Pohyb stfely ve vzduchoprazdnu (k = 0) je vSak popsan diferencialni rovnici linearni

" —

m x" =0, Laplaceova transformace nam v tomto pfipadé poskytuje elegantni a jednoduché
feSeni
x(f) = X(s)
xX'(t) = s X(s) — x(0+)
x"(t) = s X(s) — sx(0+) — x'(0+)
S uvazovéanim uvedenych zékladnich vztahl transformace
m [s°X(s) — sx(0+) —x'(0+)] = 0
S*X(s) — v =0
Obraz a pfislusny original feseni pak je
X(s)=vo, /s
x() = vo. £ 1(7)

a plati, ze
vi(£) = x'(f) = v, = konst

Pohyb stiely v ose y

V tomto pfipadé budeme uvazovat nésledujici tfi sily

Fi=my" ... setrvacna sila
Fy=k(/')* ... odpor vzduchu
Fi=mg ... tthova sila

Opét jednoduchou aplikaci d’ Alembertova principu vyrovnani sil ziskdme rovnost
Fy=-F,—-F;
my"=—k ('Y -mg

a po jednoduché uprave
my"+ k() =-mg

Pohyb v ose y je dan feSenim nasledujici nelinedrni diferencialni rovnice s pocatecnimi
podminkami

V' +kim () =—g
¥(0+)=0
V' (0+) =vy, = vy sina

Pro pohyb stfely ve vzduchoprazdnu (tj. pro &= 0) mizeme i zde s vyhodou pouzit
Laplaceovu transformaci

() = X(s)
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V() = s ¥(s) - »(0+)
Y'(t) = 57 ¥(s) = s9(0+) - y'(0+)

S uvazovanim uvedenych vztaht

SY(s)—s y(04) ' (04) = —gé

1
SY(s) vy, =g
Obraz a pfislusny original feSeni je
VOyS — &g _ vOy g

2
S3 N S3

Y(s)=

YO =0, =2(0)
arychlost v ose y
v, (1) = y'(t) = (v, —g On(1)

Srovnej se zndmymi vzorci pro volny pad ve vzduchoprdzdnu — pohyb stiely v ose y je
rovnomérné zrychleny.

Ve vzduchoprazdnu je balistickou kiivkou parabola protinajici osu x v Case #; =2 vy,/g,
. 1=Q2wvsina)/ g vbodé x; =2 vy, vy, /g = (2 Vo2 sin & cos o) /g bez ohledu na hmotnost
stiely m (zalezi na v,, neboli na energii, kterou stfele na zacatku udélime). Vyloucenim
¢asu ¢ zobou pohybovych rovnic dostaneme jeji rovnici y = (vo,/ vor) X — (g /2 Vord) X%
Vrchol paraboly je ymax = (v’ sin” @) / 2g.

Proved’'me nyni diskusi pro «a € (0; n/2), g — 0 a srovnejme s vrhem kolmym vzhtiru.
Maximalni dostfel je zfejme pfi daném v, pro « = m/2, protoze

dx;/da=2vy (cos’a—sin*a) / g= 2vy’cos 2a) / g =0 = a=mn/2

Pii pohybu télesa ve vzduchoprazdnu je nulova reakce prostiedi. Slozka rychlosti
v horizontalnim sméru je proto konstantni, draha je linearni funkci ¢asu. Ve vertikalnim
sméru je téleso stejnou gravitacni silou ve stoupajici ¢asti letu zpomalovano a v sestupné
casti naopak zrychlovano. Vertikalni slozka jeho drahy odpovidajici pisobeni gravitatniho
zrychleni je imérna kvadratu ¢asu. Balisticka kiivka musi byt proto symetricka a je popsana
parabolou.

4.2.1 Vytvoreni simulaéniho modelu

Pro fizeni vypoctu v MATLABu je uzitecné vytvofit tzv. skript (m-soubor), ktery
interpretacnim zpiisobem, jeden po druhém, vykonava sekvenci zadanych piikazii. Na
obr. 4.2-2 je napt. jednoduchy skript nazvany vrh_sikmy_1.m. Nazvy soubort v MATLABu
nesmi obsahovat znak ,,mezera®, proto je obvykle nahrazen znakem ,,podtrzitko®.
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) Editor - C:\Program Files\MATLAB\R2006a\work\vrh_sikmy_1.m (=]
File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help
DEE B S Adean s A0 BRE DA | s |
i, %
2 % Oblehani hradu - vrh sikwy wzhuru
3 %
4= clear all, close all, clc
5
6 % Parametry simulace
7= n=50; % hmotnost strely [kg)
8 - wv0=200; % v0 ... pocatecni rychlost strely
9= alfa=45; % namer ve stupnich
10 - x1=10000; % souradnice cile [rn]
11 - y1=200; % souradnice cile [m]
12
13/= g=9.81:; % gravitacni zrychleni [m/s"2]
14 - k=0.0134; % odpor wvzduchu [Ns*2/m"2]
15 = Twax=100; % zadana max. doba simulace
16 dT=0.1; % pevne zadany simulacni krok
17 %
18
19 - wDx=v0*cos(pi*alfa/180); % wypocet x slozky poc.rychlosti
20 - wOy=vO*sin(pi*alfa/180); % vypocet y slozky poc.rychlosti
21
22 - sim('vrh_sikwy_1m'); % spusti z akt. adresare "vrh_sikwy_lw.rdl"
| script [tn 22 ca 72

Obr. 4.2-2: Skript pro zadavani vstupnich parametr(i a spusténi simulace

Do skriptu je mozné vepsat na libovolné misto (tedy i za piikaz) komentat uvozeny
znakem %, ktery MATLAB pfi vykonavani skriptu ignoruje. Zpiisobem popisovanym jiz
v kapitolach 2 a 3 a podrobnéji také v knize [4] vytvofime simulacni schéma na obr. 4.2-3.

Fﬂ[ vrh_sikmy_1m Q

File Edit View Simulation Format Tools Help

DE&| B <= ¢ 22> = [mx [Nomad | B B & i

[Model balisticke drahy strely | Display
vx [mis]

x [m]

Math
Function

vy [mis]
s 200]| y[m]
X

Q) 23.29] | t[s]

Clock
#y STOP simulace
> dy/dt
Subsystem
Ready 100% lodedS A

Obr. 4.2-3: Model balistické kFivky projektilu v Simulinku

67



Matlab & Simulink: feSené pfiklady

V modelu (obr. 4.2-3) je také blok Subsystem, ktery jako celek neni soucasti standardni
nabidky Simulinku. Je vSak vytvoren ze standardnich logickych ¢lend pro tcely konkrétni
simulacni lohy. Budiz jednoduchym piikladem realizace logickych funkci v prostredi
Simulink. Jeho konstrukce je zuvedené struktury zfejma i bez komentaie. Nezapojeny
vstup bloku se chova jako by na néj byla pfivedena trvale nulova hodnota, vhodnéjsi je ale
na takovyto vstup pfipojit vystup bloku Ground ptip. blok Constant s hodnotou 0, ¢imz
zamezime varovnému hlaSeni ve tvaru Warning: Input port 2 of 'vrh_sikmy_1m/Subsystem/
/Relational Operator2' is not connected. Uvedend konstrukce (obr. 4.2-4) subsystému neni

jedinou moznou realizaci logické funkce, pokuste se o realizaci jinou.

W vrh_sikmy_1m/Subsystem E]@
File Edit View Simulation Format Tools Help
D=zE& 2| E = 9 | 2262 P m [Tmax  |Nomal v

[Subsystem zajistujici zastaveni vypoctu|

Relational
Operator

Relational Logical

Logical Stop
Operator1 Operator1
P Operator P Simulation
Relational
Operator2
Ground
Ready 100% ode4S

Obr. 4.2-4: Subsystém pro zastaveni simulace pfi splnéni
definovanych podminek

K zastaveni vypoctu (béhu simulace) dojde, jestlize
a) soufadnice x ve vodorovném sméru dosahne pfedem nastavené hodnoty x;,
b) je-li soufadnice y ve svislém sméru pii klesajici fazi letu (3'< 0) mensi nez y;.

Pro spolupraci skriptu fidiciho simulaéni vypocet se simulaénim modelem je nutné
zajistit pfenos hodnot nastavenim parametrd jednotlivych blokti modelu (je v souboru
vrh_sikmy_1m.mdl je jiz nastaveno):

= pocate¢ni podminky integratorti (parametr Initial condition) na vy, (proménna
vO0x) resp. 0 pro pohyb v ose x a vy, (v0y) resp. 0 pro pohyb v ose y,

= konstantu gravita¢niho zrychleni (Constant value) na g,

= zesileni obou pouzitych zesilovact (Gain), v tomto ptipadé shodné na —k/m,

= parametry simulace (pfistup z menu Simulation — Configuration Parameters...),

maximalni doba vypoctu (polozka Stop time) na T, (Tmax) a maximalni délka
simula¢niho kroku (Max step size) na dT.
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V subsystému prerusujicim vypocet (obr. 4.2-4) po splnéni zadané logické podminky
jsou prostfednictvim skriptu zadavany konstanty predpokladanych soufadnic cile x; (x1)
resp. y1 (y1).

Vyznam jednotlivych parametru fidicich vypocet je ziejmy jiz z vlastniho komentaie
skriptu. Koeficient odporu vzduchu (k= 0,0134 Ns*/m?) ziejmé také zavisi na tvaru stiely
a nadmoftské vySce. Maximalni doba vypoctu (T = 100 s) udava dobu simulace v pfipade,
ze nebude do té doby splnéna logicka podminka pro pieruseni vypoctu. Maximalni zadana
délka simulaéniho kroku (dT =0,1 s) neni povinnym parametrem. Pokud neni zadana,
MATLAB délku simula¢niho kroku nastavi automaticky podle zvolené doby simulace a to
dle vzorce dTpax = (tsiop — ttart) / 50. Volbou kroku je samoziejmé ovlivnéna rychlost simulace.
V nékterych piipadech se muze stat, Ze sice vypocet probéhne rychle, ale vysledny pribéh
ziskany simulaci neni interpretovan dostate¢né hladkou kiivkou.

Oba soubory, tj. vrh_sikmy_1m.mdl a vrh_sikmy_1.m musi byt umistény v aktualnim
adresati. Musi se li$it nejen ptiponou, ale i nazvem. Po otevieni skriptu ve vestavéném
editoru miizeme ménit parametry vypoctu (a pochopitelné i cely skript). Zmény je vhodné
ulozit a spustit vypocet v pfikazovém okné MATLABu zadanim nazvu skriptu bez pfipony,
zde tedy vrh_sikmy_1 (potvrdime klavesou ENTER). Vypocet lze spustit také i piimo
z okna editoru, pifikazem Run (popf. Save and Run) z menu Debug nebo stiskem klavesy
F5. Simulovany pribéh drahy stfely pii zachovani piivodnich parametri (obr. 4.2-2) je
uveden na obr. 4.2-5. K vykresleni byl pouzit blok XY Graph. Kiivka je kreslena priibézné
jiz pti béhu simulace. M¢fitka os grafu 1ze nastavit podle dané situace v okn€ parametrt bloku
(otevieme jej dvojitym kliknutim na jeho ikon¢).

BI XY Graph =Jo&d

XY Plot

1000

800

600 |

Y Axis

400 F

200+

0 500 1000 1500 2000 2500
X Axis

Obr. 4.2-5: Simulace drahy strely

4.2.2 Vykresleni nékolika kfivek do jednoho grafu

Chceme-li vykreslit nékolik ktivek drahy letu stfely odpovidajici ménicimu se parametru
do jednoho obrazku je vhodné oba soubory (skript i model) pon¢kud modifikovat. Model
roz§ifime tak, abychom pii vypoctu ukladali soufadnice drahy do pfislusnych poli, ktera
nam umozni nasledné drahu vykreslit, viz model vrh_sikmy_2m.mdl na obr. 4.2-6.

69



Matlab & Simulink: feSené pfiklady

UloZeni obou soufadnic zajistime prostfednictvim specialnich bloki To Workspace.
V okné parametrii téchto blokt je tieba zadat nazev proménné, v naSem pfipadé x resp. y
a také zménit format ukladanych dat z implicitniho typu Structure na typ Array.

B vrh_sikmy_2m E]@
File Edit View Simulation Format Tools Help
D2Ed& - BleEad 22y afne | BERSE| EE
Display
»[ O] vx[mis]

x
ui]-i‘
.

4] 9] xm

I

Y

To Workspace

4@ —.X
n - drahal
Math I- strely

Function

L 0| vy[mis]

Y

h 4
m|—|
A 4
| I|E||:|
<
2

Constant

gravitacni
zrychleni

O3] tIs]

Clock

y STOP simulace
dy/dt

Yyvyyvy

Subsystem

Ready 100% ode4S

Obr. 4.2-6: Upraveny model balistické kfivky

Skript fidici pribéh vypoctu upravime tak, aby v cyklu opakované spoustél simulacni
vypocet a vykresloval kiivku dréhy letu, viz skript vrh_sikmy_2.m na obr. 4.2-7. Modifikace
skriptu je zfejmd zjeho komentéate. Pfikaz pause, jako posledni v téle cyklu, realizuje
preruseni vypoctu po probéhnuti jednoho kroku cyklu. Vypocet pokracuje po stisknuti
libovolné klavesy. Alternativou je napt. piikaz pause(n), ktery spousti vypocet automaticky
po n sekundach nebo ptikaz pause vibec nepouzit. Pokud chceme z jakéhokoliv divodu
cely vypocet prerusit a uplné ukoncit, ucinime tak stiskem klaves Ctrl + C.

Zde uvedena varianta skriptu (obr. 4.2-7) odpovida ménici se hodnoté naméru a.
Varianty pfislusné ménicim se hodnotam jinych parametri jsou analogické (pokuste se
realizovat). Zajimava je zejména situace s menici se hmotnosti stiely m a tomu odpovidajici
draha letu ve vzduchoprazdnu (pro k = 0).

Export grafu do textového editoru

Velmi ¢asto potiebujeme pro dokumentaci vypoc¢tu umistit obrazek simulované situace
do textového editoru (MS Word apod.). Po ukonceni simula¢niho vypoctu se ndm objevi na
obrazovce monitoru obrazek odpovidajici nastavenym parametrim piikazu plet ve skriptu,
kterym jsme fidili vypocet. V daném pfipadé¢ obrazek, viz obr. 4.2-8.
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@ Editor - C:\Program Files\MATLAB\R2006a\work\vrh_sikmy_2.m @@
File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help N A X
DEE {mBo | & Aesf | AR BBE BB s~ | [Bly
1 %
2 % Oblehani hradu - vrh sikwmy vzhuru
3 % Varianta 2: simulace nekolika prubehu balisticke krivky
4 % pro ruzne hodnoty nsmeru
5 %
6 clear all, close all, clc
7
8 % Parametry simulace
(-] % Variace NOGNOTY NANEBLU  ~rm~ s a e n s s o n s n s e o e mm e o m e o 0 n e et ce s e
10 alfa0=10; % pocatecni nawer ve stupnich
11 alfad=5; % pozadovany Krok zmeny nameru
12 alfak=12; % pocet kroku
13 L et D 8 i P P8 N 8 0 8 8 0l 8 N P 8 0 8 O 0 b b 8 I 8 N 0 8 8 b 8 8 0 0 0
14 w=50; % hmotnost strely [kg]
15 v0=100; % pocatecni rychlost strely [n/s)]
16 x1=800; % souradnice cile [m]
17 y1=50; % souradnice cile [n]
18
19 g=9.81; % gravitacni zrychleni [n/s*2]
20 k=0.0134; % odpor vzduchu [Ns*2/m"2]
21 5k=0: % nulovy odpor wvzduchu, tj. vzduchoprazdno
22 Twax=100; % zadana max. doba similace
23 daT=0.1; % pevne zadany simulacni krok
24 % Konec pole pro zadavani parametru simlace
25
26 svrh_sikwmy_2n % otevre okno se simulacnim schematem
2 figure % otevre okno a vykresli osy souradnic
28 plot ([0 x1],[0 0],'k','LineWidth',2)
28 hold on % zachova aktualni ckno pro kresleni
30 shbreak
31 for alfa = alfal0 : alfad : alfaO+alfad?*(alfak-1)
32 vOx=v0*cos (pi*alfa/180); % wvypocet slozky X pocatecni rychlosti
33 vO0y=vO0*sin(pi*alfa/180); % wvypocet slozky ¥ pocatecni rychlosti
34 sim('vrh sikmy_2m') % spusteni "vrh_sikmy_lm.mdl"” z akt. adresare
35 plot(x,vy,'r','LineWidch',2) % vykresleni drahy, nastaveni meritek, mrizka
36 axis ([0 x1 0 ceil (max(y)/100) *100]), grid on
i pause % preruseni vypoctu po vykresleni jedne krivky
38 % pokracovani stiskem libovolne klavesy
39 end % konec cyklu
script Ln 33 Col 44 |

Obr. 4.2-7: Upraveny skript

Mame moznost bud’ jemnéji pochopit vyznam parametri prikazu pro kresleni ktivek,
upravit je a zopakovat vypocet nebo vyuzit moznosti interaktivni editace pfimo v grafickém
okné Figure. MATLAB umoziiuje ménit parametry a barvu jednotlivych kiivek, vkladat
texty a ménit vzhled a méfitka kreslici plochy. Piiklad mozné editace je na obr. 4.2-9.

Vysledny graf 1ze zkopirovat stiskem kombinace klaves Alt + Print Screen a pfenést do
grafického editoru pro dalsi zpracovani nebo pfimo do editoru textového. Dal$i moznosti je
vyuziti nabidky grafického okna Figure (File & Save). Obrazek ulozime ve zvoleném
formatu do vybraného adresafe a nasledné jej vlozime standardnim zpisobem do textu. Lze
také pomoci nabidky Edit — Copy Figure obrazek zkopirovat do schranky a nasledné
béznym zpiisobem, v zavislosti na pouzivaném textovém editoru (napf. pomoci kombinace

klaves Ctrl + V), vlozit do te

xtu, viz obr. 4.2-9.

71



Matlab & Simulink: feSené pfiklady

Figure 1 @@

File Edit Yiew Insert Tools Desktop Window Help
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Obr. 4.2-8: Neékolik kfivek pro rizné naméry « v jednom grafu

Pozorny étenaf si jisté v§iml, Ze zasadné nevyuzivame Ceské diakritiky v textech ani
v nazvech souborti. Divodem je, ze i pfes deklarovanou podporu Cestiny, ¢ini MATLABu
verze R2006a v nékterych ptipadech carky a hacky jisté potize, proto se diakritice radéji
vyhybame. Jisté moznosti ovSem poskytuji specialni formatovaci prikazy, které dovoluji
meénit typ fontu a umozni i pouziti diakritiky [4].

Mnozina trajektorii strely s menicim se namerem

250 T T T T T T T
k = 0,0134 Ns2/m? o =45°
g=9,81 m/s?
200 - VO =100 m/s i

M =50 kg

150 -

y [m]

100+

CIL
50

o =15° X;=900m |y, =50m
a =10°

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
x [m]

Obr. 4.2-9: Uprava vzhledu grafu
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Export simulac¢niho schématu do textového editoru

Pfenos simula¢niho schématu z pracovniho okna Simulinku do textového editoru je
velmi jednoduchy. Nejprve radé€ji vypneme piipadny zoom zobrazeni (View — Normal
(100%)) a presuneme motiv schématu do levého horniho rohu okna (oznacime vse stiskem
kombinace klaves Ctrl + A a pfetdhneme pomoci mysi). Poté motiv schématu zkopirujeme
do schranky (Edit — Copy Model to Clipboard) a zkopirovany obrazek vlozime (napf.
stiskem Ctrl + V) do libovolného grafického editoru nebo piimo do textového editoru.
Timto zpsobem bylo do tohoto textu vloZzeno schéma modelu na obr. 4.2-10.

Display

To Workspace

3
or]
3

Math > strely |

Function

Constant > 0 | vy[mls]
gravitacni
zrychleni

Y
or]
Y
@
-~
=

y STOPsimulace

dy/dt

Y

Subsystem

Obr. 4.2-10: Exportované simulacni schéma

4.2.3 Model inverzni dynamiky

Pan Bocek podcenil nebezpeci a necekal, ze Selma Matyas posle své zvédy na nejvyssi
kopec a ndhle zattoci ze zalohy bezpecné kryty okolnimi vrchy... Ani obranci hradu nebyli
tehdy Uplné bez Sanci. My jsme na tom v soucasnosti s nasi technikou o dost 1épe. Pomoci
simulace dokdzeme zazraky, tedy témét. Jednoduchym zptisobem dokaZzeme ménit métitko
¢asu, dokaZeme feSeni diferencialni rovnice zrychlit ¢i zpomalit nebo dokonce tok ¢asu
zcela obratit, realizovat tzv. inverzni dynamiku. S jistou mirou nadsazky realizovat néco
jako stroj casu. Simulovat dynamické déje ,,pozpatku®, jakoby ¢as plynul obracené.

Diferencialni rovnici inverzni dynamiky, tedy téhoz déje béziciho ,,pozpatku‘, ziskame
jednoduchou transformaci ¢asu
r=kt, k=-1 = r=—t, dr=-dt
x' =dx/dt=—dx/dr
x'=dx/df* =d’x/d7
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m (d*/dt?) + k (dx/de)* =m (d*x/d %) + k (~dx/d2)* =0
m (d*x/d7e?) + k (dx/d7)* =0

Pocatecni podminky takto transformované diferencialni rovnice jsou podminkami
okrajovymi ptivodni rovnice v okamziku dopadu, tedy

X(0)=x;, ¥(0)=(dx/dD)|, o= (~dx/d)| -, =—vi. = cos B
kde xi, y, vi resp. fjsou soutadnice, rychlost, resp. tthel dopadu sttely.

Diky kvadratické struktute diferencialni rovnice se jeji tvar transformaci ¢asu formalné
nezménil. V obecném piipadé vsak ke zméné dochazi. U stabilni linearni diferencialni rovnice
dochazi touto transformaci dokonce vzdy k jeji nestabilité.

Zcela obdobné i pro soufadnici y

V' kim () =g
m (d*y/de*) + k (dy/de)* =m (d*y/de®) + k (~dy/d2)’ =-mg
m (d*y/de®) +k(dy/do)?=-mg

Pocatecni podminky transformované diferencialni rovnice jsou okrajovymi podminkami
puvodni rovnice v okamziku dopadu

WO0)=y1, ¥(0)=(dy/do)[. o= (=dy/dD)] -, = —viy =-v1 sin

Ani v tomto pifipadé se pohybova rovnice ve sméru y ze stejnych diivodi transformaci
¢asu formalné nezménila.

Rovnici inverzni dynamiky mizeme v obecném ptipadé fesit bud’ analyticky nebo
simulac¢né. Pro simulacni feSeni v prosttedi MATLAB — Simulink rozsifime simulacni
model o c¢ast inverzni dynamiky, viz vrh_sikmy_3m.mdl. Rozsifeni simula¢niho schématu
provedeme velmi jednodusSe. Pomoci levého tlacitka mySi vybereme Cast, kterou chceme
zkopirovat, stiskneme pravé tlacitko mysi (u kurzoru se objevi symbol plus), pfesuneme
kurzor na pozadované misto a uvolnime stisknuti tlacitka. Vysledny model je na obr. 4.2-11.

Simulacni vypocet mizeme realizovat bud’ pfimo z okna Simulinku tak, Ze nastavime
parametry simulace na jednotlivych blocich ve schématu a spustime feSeni, nebo upravime
skript, viz vrh_sikmy_3.m na obr. 4.2-12, kterym fidime vypocet. Jednd se o variantu
puvodniho skriptu vrh_sikmy_1.m, lisici se jen tim, Ze spousti vypocet jiného modelu. Prace
se skriptem je jednodussi, pievazné z divodu moznosti snadno ménit parametry simulace
a vypocet opakovat.

Pro ovéfeni inverzni dynamiky spustime nejprve vypocet fizeny skriptem z pracovniho
okna MATLABu (v pifikazovém tadku zapiSeme vrh_sikmy 3 a potvrdime klavesou
ENTER). Po ukonceni vypoctu (dopad stiely) nejprve pfesuneme navzajem prekrytd okna
obou XY zobrazovacl. Na jednom z nich bude vykreslena balistickd kiivka vypoctena se
zadanymi parametry. Déle na pfislusnych displejich pfimé dynamiky odecteme parametry
dréhy letu v okamziku dopadu stiely. Pokud simulace probéhla s parametry, které jsou
uvedeny ve skriptu na obr. 4.2-12, pak: doba letu #, = 13,06 s, x =x;=825m, y=y; =50 m,

74



Text pro pedagoga

Ve =V, =56,68 m/s, v,=v, =—62,45m/s. Tyto hodnoty nastavime ru¢né v piislusnych
integratorech inverzni dynamiky jako pocate¢ni podminky. Pii zadavani numerickych
hodnot je v MATLABu povinna desetinna te¢ka. Udaj o dobé letu stiely je jen informativni,
udajii na displejich inverzniho modelu si v této fizi nemusime vSimat. Pokud simulace
inverzniho modelu probéhla s nulovymi pocateénimi podminkami (implicitni nastaveni),
tak se na téchto displejich objevuji parametry prostého volného padu stiely v Case #,.

B/ vrh_sikmy_3m ===
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
D& F =@ == 0|22 » = [Tmax  |Nomal Y B @S
> 56.68| | vx [mIs]
» 1 »[ 825]| x[m
SE > [m]
draha
strely
XY Graph
Constant B $245] | vy [mls]
g » 1 > m
> S > y [m]
T
tenien | =] 1
Clock
X
»y STOP simulace
»dy/dt
Subsystem

[Model inverzni dynamiky |

Zadej pocatecni podminky podle koncovych hodnot prime dynamiky

> vx [mis]

X
S S

=ald

X [m]

> vy [mis]

» 1 > 0.01906] | y [m]
s
G
Clock1
Ready 100% [ odeds

Obr. 4.2-11: Plvodni model doplnény o inverzni dynamiku

Po zadéani pocate¢nich podminek inverzniho modelu (obr. 4.2-11) spustime vypocet
z okna Simulinku. Probihajici vypocet generuje dveé identické balistické kiivky, z hlediska
béziciho Casu vSak s inverznim vyvojem (proti sob¢), viz obr. 4.2-13.
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Editor - C:\Program Files\MATLAB\R2006a\work\vrh_sikmy_3.m
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dit Text Go Cell Tools Debug Deskiop Window Help
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W -do ok W
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o

% Oblehani hradu - wvrh sikmy vzhuru

% Varianta 3:
%

clear all, close all, clc

% Parawetry simulace
hmotnost strely [kgl

pocatecni rychlost strely [wm/s]
namer ve stupnich

souradnice cile [rn]

souradnice cile [m]

w=50;
wv0=100;
alfa=45
x1=900;
y1=50;

g=9.81;
k=0.013
Twax=10
dT=0.1;

vOx=v0*cos (pi*alfa/180) ;
vOy=v0*sin(pi*alfa/180);

;

4;
0;

vrh_sikwy_3m
sim('vrh_sikwy 3m');

aeae o

aoae

a e e

e

overeni inverzni dynawiky

gravitacni zrychleni [n/s”2)]
odpor wvzduchu [Ns*2/n"2]
zadana nax.
pevne zadany simulacni krok
% Konec pole pro zadavani parawetru simulace

%

%

s

s

doba simulace

vypocet x slozky poc.
vypocet y slozky poc.

rychlosti
rychlosti

otevre okno se simulacnim schematem
spusti z akt. adresare vrh sikwmy_3nm.mdl

| script

[tn 24 ca 70 [OvF

Obr. 4.2-12: Skript fidici vypocet
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Obr. 4.2-13: Zobrazeni vysledkl simulace pfimé a inverzni dynamiky strely

Probrana témata

» diferencialni popis pohybu stiely v osach x a y, odvozeni pfislusnych nelinearnich

diferencialnich rovnic,

= nalezeni analytického feSeni pomoci Laplaceovy transformace ve specialnim piipade
pohybu stiely ve vzduchoprazdnu (k = 0, diferencialni rovnice jsou linearni),
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feSeni pivodnich nelinedrnich diferencialnich rovnic v Simulinku,

pouziti skriptll pro fizeni vypoctu, pfedavani hodnot mezi skriptem a modelem,
pouziti cyklu v téle skriptu,

grafické zpracovani vysledki simulace, ulozeni vysledkti simulace do pole, vykresleni
simulovanych kiivek, vykresleni nékolika ktivek s riznymi parametry do jednoho
grafu,

pfenos grafu a simula¢niho schéma do textového editoru,

ovladani vypoctu, preruseni simulace pomoci piikazu pause, pouziti logickych funkei
v prostfedi Simulinku,

rozbor inverzni dynamiky systému a nasledna simulace.

Struéné shrnuti

draha pohybu stiely je ur€ena vyslednici sou¢asného pohybu stiely v ose x i v ose y,
dynamiku jejiho pohybu v obou smérech lze popsat jednoduchymi nelinearnimi
diferencialnimi rovnicemi,

pii sestavovani obou diferencialnich rovnic vychazime z d’Alembertova principu
rovnovahy sil,

na rozdil od analytické matematiky neni pro simulaci (diky jeji numerické podstate)
nelinearita diferencialnich rovnic vyznamnou komplikaci,

béhem simulace mizeme soufadnice drahy stiely ukladat do prostoru proménnych
anasledné drahu vykreslit pomoci standardnich funkci MATLABu, vysledny graf
lze pak editovat (méfitka, popis os, legenda apod.),

jednoduchou transformaci ¢asu mizeme naleznout diferencialni rovnici inverzni
dynamiky, tzn. t¢hoz d&e béziciho ale ,,pozpatku®, pocatecni podminky takto
transformované diferencialni rovnice jsou podminkami okrajovymi ptivodni rovnice
v okamziku dopadu,

v nazvech soubor skriptu i modelu nesmi byt mezera (i jiné znaky, které se vsak tak
Casto nepouzivaji), ceskou diakritiku ve verzi R2006a radéji nepouzivame, pro
spolupraci skriptu a simula¢niho modelu musi byt oba pfislusné soubory umistény
v aktualnim adresari a nesméji mit stejné jméno (byt’ se 1isi ptiponou).

PiiloZené soubory

soubory skriptu: vrh_sikmy_1.mdl, vrh_sikmy_2.mdl a vrh_sikmy_3.mdI

soubory modelu: vrh_sikmy_1m.mdl, vrh_sikmy_2m.mdl a vrh_sikmy_3m.mdl
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5 Resené priklady

Predeslé ctyfi kapitoly na konkrétnich ptikladech ilustruji bohaté moznosti MATLABu
a Simulinku, vedou uzivatele krok po kroku simulacnim experimentem a vybizeji jej také
k ptipadnym dalSim aplikacim uvedenych pfistupt. Piiklady jsou strukturovany do dvou
urovni. Jednak na ¢éast ur€enou pro pedagoga, obsahujici podrobny rozbor feseni (vEetné
matematické analyzy a ptipadného feSeni pomoci Laplaceovy transformace) a déle na ¢ast
urcenou pro studenta, ve které nejsou naopak kladeny naroky na aktivni zvladnuti mnohdy
slozitého matematického aparatu.

V nasleduyjicich odstavcich je uveden uceleny soubor prikladi, které je mozné vyuZit pii
vyuce na stfednich Skolach technického sméru s riznym zaméfenim. VSechny priklady jsou
feseny v prostiedi MATLAB — Simulink. Teoreticky rozbor je zde velmi omezen a piiklady
jiz nejsou rozdéleny do dvou urovni, tj. pro studenta a pro pedagoga. Jejich fazeni vychazi
¢astecné ze struktury zavedené v knize [4], na kterou text logicky navazuje. Nejprve jsou
uvedeny pfiklady, k jejichz feSeni potiebujeme pouze prostiedi MATLAB (zéklady prace
v MATLABu, matice a vektory, datové struktury, feSeni linedrnich algebraickych rovnic,
pouziti grafiky, apod.), nésleduji ptiklady orientované pfedevsim na grafickou nadstavbu
Simulink. Nejprve je ukdzana realizace linearnich modelti dynamickych systémut, pozdéji

Razeni piikladi ale z ¢asti také vychazi z ¢lenéni modelovanych systémil na systémy
elektrické, hydraulické a mechanické ¢i jejich vzajemné kombinace. S ohledem na uvedené
1ze ptiklady rozdélit do nasledujicich skupin:

I. zakladni pouziti MATLABu (napi. zakladni vlastnosti elektrického pole, aplikace

Ohmova zakona, vlastnosti stiidavého signalu, impedance a vykon v RLC obvodu),

II. maticovy pocet (Kirchhoffovy zédkony, metoda smyckovych proudl, metoda uzlovych

napéti),

III. simulace linearnich systémi (prithyb nosniku, pohyb télesa na naklonéné roving,
dréha kyvadla),

IV. simulace nelinedrnich systému (vyvoj vysky hladiny nadrze, spojené nadrze, volny
pad télesa),

vvvvvv

V. slozitéjsi modely mechanickych a elektromechanickych systémti (model navijeciho
zatizeni, model stejnosmérné¢ho motoru).

Je ziejmé, ze tématické Clenéni prikladu tak, aby se vyhovélo struktufe vyucovanych
pfedmétti na riznych typech stfednich Skol a zaroven byla zachovana celkova koncepce
vykladu funkci a vlastnosti samotného MATLABu a nésledn¢ i Simulinku pouzita jiz v [4],
je véc prakticky nemozna. Hlavni diraz je kladen na postupné osvojovani si zakladnich
technik prace s prostiedim, nejprve pfi realizaci jednoduchych vypoctl a pozdéji i pii tvorbé
autoru sbirky je pfedev§im ukazat jednoduchou a ptehlednou formou na nesporné vyhody
vyuziti MATLABu a Simulinku pfi feSeni mnohdy i zna¢né komplikovanych tloh.
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Priklady jsou voleny tak, aby byly pfimo vyuzitelné pfi vyuce, zejména v matematice,
fyzice, mechanice, elektrotechnice, automatizaci a fidici technice. U¢itelim umozni tento
pristup podrobné seznamit studenty s vlastnostmi mechatronickych systémd, které nejsou
efektivné realizovatelné na fyzikalnich ucebnich pomickach. Vsechny v textu popisované
modely a jim pfislusné soubory skriptu jsou ¢tenaii dostupné na pfilozeném datovém médiu.
V nasledujicich kapitolach nejsou ovSem konkrétni soubory popisovany. Jejich uplny piehled
je uveden v piiloze B.

5.1 Elektron v homogennim elektrickém poli

Urdete, na jak dlouhé draze a za jaky &as ziska elektron rychlost v = 6-10° ms™, je-li
urychlovan homogennim elektrickym polem intenzity £ =540 V m™'. Pfedpokladejme, Ze
elektron byl piivodné v klidu, jeho klidovda hmotnost je m =9,1-10>" kg, a je nositelem
elementarniho naboje ¢ = e = 1,6-10"° C.

V elektrickém poli intenzity o velikosti £ piisobi na naboj ¢ elektricka sila o velikosti

F,=qE=1,6-10".540=8,6400-10"" N
Ta podle druhého Newtonova pohybového zakona udili ¢astici o hmotnosti m zrychleni
F, 864-107"
m 91107

V homogennim elektrickém poli pisobi na naboj konstantni elektricka sila, ktera udili
castici nesouci naboj ¢ konstantni zrychleni. Castice (elektron) byla ptivodné v klidu a jeji
pohyb bude tedy piimocary (rovnobézny s vektorem E) a rovnomérné zrychleny.

29,4945-10"° ms™

[Command Window

>> v=6E6; E=540; m=9.1E-31; ¢=1.6E-19;
>> Fe=g*E, a=Fe/m
Fe =

§.6400e-017
a =
9.4945e+013
>> t=v/a, s=0.5%a*t"2
t
.3194e-008

w
o

0.1896
>> |

Obr. 5.1-1: Re$eni pfikladu v MATLABuU

Drahu a Cas Ize za uvedenych podminek vypocitat podle zndmych vztaht
v 6-10°

:_:m:6,3194-10‘8 =63ns
a 5 .

80



Zakladni vlastnosti stfidavého elektrického signélu

s :%a 12 :%-9,4945-10‘3 (6,3194-10%)? =0,1896 = 0,19 m

Ukézka mozného feSeni v MATLABuU je uvedena na obr. 5.1-1.

5.2 Zakladni vlastnosti stridavého elektrického signalu

Stridave elektrické napéti je popsano vztahem
T
u(¢) =120 cos (942t + g)

Uvedte vSechny jeho vlastnosti, tj. amplitudu, frekvenci, periodu a fazi. Vypoctéte také
jeho stfedni a efektivni hodnotu. Zapiste u(f) v symbolickém tvaru a uved’te jeho fazor.

Ve vztahu pro okamzitou hodnotu napéti je funkce kosinus, jedna se tedy o napéti
harmonické. Amplituda Uy = 120 V, okamzitd hodnota u(¢) se méni od —120 do 120 V.

Uhlova frekvence @= 942 rads™'. Frekvenci a periodu Ize jednoduse vypogitat

=2 9% 1499240 =150 Hz
2n  2m

r=t_ 1 _ 6,6667-107° = 6,7 ns
f 150
Féze je rovna

T s
=942t +—; =—=30
4 6 Po 6

Jelikoz je uvedeno pouze jedno napéti, nelze mluvit o fadzovém posuvu.
Stfedni a efektivni hodnotu lze urcit z amplitudy pomoci zndmych vztahd. Pfipomeiime,

Ze tyto vztahy plati pouze pro harmonicky priab¢h.

U =2U,=2.120=76,3944V
T T

Yo 120 _gqgs08v

U,
Ny
Symbolicky tvar zadaného napéti u() je
ll(t) = UO ej(tot+(/7o) =120 ej(942t+%)

U fazoru je nutné pouzit efektivni hodnotu. Miizeme také vyjadrit napéti ve slozkovém
tvaru
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U=Ue” =84,8528¢’¢ =84,8528¢" = (73,4847 + j42,4264)
Reseni piikladu v MATLABuU je na obr. 5.2-1.

Command Window Command Window

>> U0=120; w=942; £i=30; >> Us=2/pi*U0

>> f£=w/ (27%pi) Us =

£ = 76.3944
149.9240 >> Uef=UD/sqrt(2)

>> T=1/f Uef =

T = 84.8528

0.0067 >> |
>> |

[Command Window

>> U=Uef*cosd(fi)+j*Uef*sind(£fi)
U=
73.4847 +42.42641
>> abs(U)
ans =
84.8528
>> angle (U) *180/pi
ans =
30.0000
>> |

Obr. 5.2-1: Reseni pfikladu v MATLABuU

5.3 Vykon v RLC obvodu

Sériovy obvod RLC ma tyto parametry: R =84 Q, L = 0,4 H, C =64 uF, U=230V,
/=50 Hz. Vypoctéte jeho ¢inny, jalovy a zdanlivy vykon a t¢inik.

Nejdiive musime vypocitat celkovou komplexni impedanci obvodu a nasledné stanovit
protékajici proud

Z=R+ja’L+,L=R+j(a)L—L]
joC wC

Z =84+759278=113,2300 &/ > ()

;U 230"

= =2,0313 ¢ 1421105 5
Z  113,2300 ¢ #1105

82



Vykon v RLC obvodu

Vykony P, Q a § Ize urcit z komplexnich efektivnich hodnot napéti a proudu. Ozna¢me
U=Ue'"al=1¢e" Rozdil p= ¢, — @, je faizovy posun mezi nap&tim a proudem (tj. thel,
ktery sviraji fazory U a I. Jelikoz ¢inny vykon a jalovy vykon jsou definovany

P=Ulcosp, Q=Ulsing

musime vytvofit takovy soucin fazort napéti a proudu, aby v ném vystupoval rozdil
@ = @1 —@,. Tento rozdil nevystupuje ve vztahu U I, protoze

UI=Ue!" [e!=Ulel %

Jelikoz viak I =1e % a podle Eulerovy véty e!? = cos ¢+ j sin, je ziejmé
UI'=Ue* le=Ule!% ?=Ule=Ulcosp+]jUlsing

Komplexni vykon § je roven
s=Ur

takze

P=Re[S], 0=Im[S], S=|S]

Komplexni vykon § po dosazeni konkrétnich hodnot je
S=UI'=230¢"".2,0313e!*"%" = 467,1990¢**'%" = (346,5930 + j 313,2862) VA

S vyuzitim vySe uvedeného mizeme nyni vypocitat vykony P, Q a S a ucinik cos ¢
P =Re[S] = 346,5930 W
Q=1m[S] =313,2862 var
S=181=467,1990 VA
cosp=P/S5=0,7419

Reseni v MATLABu bude, obdobné jako v minulém piikladé, znaéné jednodussi. Postup
je uveden na obr. 5.3-1.

[Command Window [Command Window
>> R=84; L=0.4; C=64E-6; >> S=abs (Sk)
>> U=230; £=50; w=2%pi*f; 3 =
>> Z=R+3j* {wrL-1/ (w*C)) 467.1907
Z = >> P=real (3k)

54.0000 +75.92781 P =
>> I=U/Z 346.5869
I = >> Q=imag(Sk)
1.5069 - 1.36211 Q=
>> Sk=U*conj{I) 313.2806
Sk = >> cos_£fi=P/S
3.4659e+002 +3.1328e+002i cos_fi =
>> | 0.7419
>> |

Obr. 5.3-1: Reseni pfikladu v MATLABuU

83



Matlab & Simulink: feSené pfiklady

5.4 Impedance RLC obvodu

Vypoctéte celkovou impedanci sérioparalelniho zapojeni rezistoru o odporu R = 200 Q,
induktoru o indukénosti L = 1 H a kapacitoru o kapacité¢ C = 5 pF pii frekvenci /=50 Hz
anapéti U; =230 ¢’” V. Zapojeni tohoto RLC &lenu je na obr. 5.4-1. Vypoétste také velikost
napéti U, a proudu I¢ (ve slozkovém i exponencidlnim tvaru).

iC IC
° |I i

O
3
E—
Uc
1251 L R u;
o O
Obr. 5.4-1: Schéma zapojeni elektrického obvodu

Pro vyteSeni piikladu je nutné nejprve vyjadfit impedanci zadaného RLC obvodu,
provést Upravy a rozsifenim komplexné sdruzenym (konjugovanym) cislem osamostatnit
realnou a imaginarni ¢ast. Pro zjednoduseni dalSich vypoétu (ndsobeni a déleni) je vhodné
vysledny slozkovy tvar pievést na tvar exponencialni. Cela situace se ponékud zjednodusi,
pokud feseni provedeme v MATLABu (obr. 5.4-2). Drobné rozdily v nékterych vysledcich
jsou zplisobeny zaokrouhlovanim.

1 1 RijoL
Z + JO

Z = +4, == p
joC joC R+joL

_ Rjol R-jolL RjoL-Rjw’L’ _‘ P __1‘_ jR’oL+Ro’L’
' R+joL R-jolL R’ - o’ R+’ I?

R&’I> . R0l

= + =142,3199 + 90,6037 =168,7127 ¢/ 3241°°
TR o IR ol !

Z =1423199+ j 546,0161 = 564,2593 ¢ 1 >37% )
Proud I¢ a napéti U, vypoéteme z Ohmova zakona

U 230e'” , .
I.=—L= . ~=0,4076e 7 > = (0,1028 + j 0,3944) A
€ Z  564,593¢71753%8 ( ! )

U,=2, I.=168,7127 eI 2167 () 4076 &I 753908°
U, = 68,7673 ¢/ = (21,1046 +  65.4488) V
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Reseni elektrického obvodu pfimou aplikaci Kirchhoffovych zakon(

[Command Window [Command Window

>> R=200; L=1; C=5e-6; >> Ie=U1/2

>> U1=230; £=50; w=2%*pi*f; Ic =

>> Z2=(R*j*w*L)/ (R+j*w*L) 0.1028 + 0.39441

22 = >> abs(Ic)
1.4232e+4+002 +9.0604e+0011 ans =

>> abs(22) 0.4076

ans = >> angle (Ic) *180/pi
168.7127 ans =

>> angle (22) *180/pi 75.3908

ans = >> U2=22%1Ic
32.4816 U2 =

>> Z=22+1/ (3*w*C) -21.1054 +65.45101

zZ = >> abs(U2)
1.4232e+002 -5.4602e+0021 ans =

>> abs(Z) 68.7697

ans = >> angle (U2) *180/pi
564.2593 ans =

>> angle(Z) *180/pi 10%.8725

ans = >> |
-75.3908

>> |

Obr. 5.4-2: Re$eni piikladu v MATLABuU

5.5 Reseni elektrického obvodu pfimou aplikaci
Kirchhoffovych zakon

Pomoci Kirchhoffovych zakonl vypocitejte velikost vSech neznamych proudti a napéti
v obvodu z obr. 5.5-1. Konkrétni hodnoty odporu jednotlivych rezistor jsou Ry =R, =24 Q
a R; =8 Q. Napéti zdroji jsou U; =12 ValU,=6 V.

I] Rl RZ Iz

Obr. 5.5-1: Schéma zapojeni elektrického obvodu

Aplikaci Kirchhoffovych zadkonti postupné obdrzime soustavu linearnich algebraickych
rovnic
I +1,-1;=0
U, +R I, +R;1;=0
R, I, -R,I;+U, =0

85



Matlab & Simulink: feSené pfiklady

Rovnice Ize zapsat v maticovém tvaru, dale dosadit konkrétni hodnoty

11 =11 0
R 0 R || |=|U
|0 -R, -R||L] |-U,

11 =1y, 0
240 4 |- |1 |=]12
0 -8 —4||L] [-6

a tesSit napf. pomoci Gaussovy eliminaéni metody. Pokud neni determinant matice
soustavy nulovy, miizeme k feSeni vyuzit Cramerovo pravidlo (vice viz kapitola 1.2.1)

1 1 -1
detA=[24 0 8 [=576—-(-192-192) =960

0 -24 -8
0 1 -l
2 0 8
-6 -24 -8 — 48— (-
/= _288-48-(90) _ o0
960 960
10 -1
24 12 8
0 -6 -8 - —(-
/= _Z96+144-(96) _
960 960
11 0
24 0 12
0 -24 -6| —(-288-
/= (2881 e
960 960

Napéti na jednotlivych rezistorech vypocteme pomoci Ohmova zdkona
Up =R 1,=24-035=84V
Up, =R, 1,=24-01=2,4V
Up, =R 1;=8:0,45=3,6V

Reseni v prostfedi MATLAB je znaéné jednodusii a je uvedeno na obr. 5.5-2.
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Reseni elektrického obvodu metodou smyékovych proudt

[Command Window
>> R1=24; R2=24; R3=8;
>> Ul=12; U2=6;
>> A=[1 1 -1;R1 0 R3:;0 -R2 -R3]
A =
1 1 -1
24 0 8
0o -24 -8
>> b=[0;U1;-U2]
b = ]
o Command Window
12 >»> UR1=R1*I(1),UR2=R2%I(2),UR3=R3*I(3)
-6 URL =
>> I=a\b 8.4000
I= URZ =
0.3500 2.4000
0.1000 UR3 =
0.4500 3.6000
> >>|

Obr. 5.5-2: Re&eni prikladu v MATLABuU

5.6 Reseni elektrického obvodu metodou smyékovych
proudu

Urcete vSechny neznamé proudy v obvodu podle obr. 5.6-1, jsou-li zadany hodnoty
odportl jednotlivych rezistort Rj =R;=20Q, R, =40Q, R4=10Q a Rg=25Q a napéti
zdroje U =2 V. Reseni proved'te metodou smyc¢kovych proudi.

PR

Y
(M)
U/

Obr. 5.6-1: Schéma zapojeni elektrického obvodu
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Jako neznamé zavedeme smyckové proudy Is;, Is; a Is3. K sestaveni rovnic pouZijeme
druhy Kirchhoffiv zakon
Rl + R (I — 1) + Ry (Ig — 1) =0
Re(Isy —Ig) + Ry Iy + Ry (Is; — Ig3) =0
Ry(Isy—Is) + Ry (I3 — 15,)-U =0
a po uprave
(R +Ry+Rs) g —Rg Is; — Ry I3 =0
—Rg I +(Ry + Ry + Rg) s, — Ry I3 =0
Ryl — Ryl + (Ry+ R 153 =U

Soustavu linearnich algebraickych rovnic zapiSeme v maticovém tvaru

"R + R, + R -R; - R, I 0
-R; R,+R,+R; —R, ||l |=]0
-R, ~R, R,+R,| |1y | |U

65 -25 -20][1] [0
-25 75 —10|-|1, |=|0
-20 —-10 30 | |[I;] |2

K feseni miizeme vyuzit Cramerova pravidla, determinant matice A neni nenulovy

65 —25 -20
detA=[-25 75 —10|=81000
-20 -10 30
0 -25 -20
0 75 -10
2 -10 30
Iy = _ 3300 60432 A =432 mA
81000 81000
65 0 —-20
~25 0 -10
-20 2 30
I, = =20 60084 A =284 mA
81000 81000
65 -25 0
25 75 0
-20 -10 2
I = _ 8500 _ 61049 A =104.9mA .
81000 81000
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Reseni elektrického obvodu metodou smyékovych proudt

Proudy v jednotlivych vétvich jsou
I, =1, =432 mA

I, =1, =284 mA

Iy =1y -1 =617 mA

I, =Ig — I, =76,5mA

I =15 I, =148 mA

Regeni v prostiedi MATLAB je uvedeno na obr. 5.6-2.

Command Window

>> R1=20; R2=40; R3=20; R4=10; RG=25; U=2;
>> A=[R1+4R3+RG -RG -R3;-RG RZ+R4+RG -R4;-R3 -R4 R3+R4]
i =

65 -25 -20

=25 75 -10
=20 -10 30
>> b=[0;0;U]
b =
0
0
2
>> Is=a\b
Is =
0.0432
0.0284
0.1049

>> I1=Is(1),I2=Is(2),I3=Is(3)-Is{1),I4=Is(3)-Is(2),IG=Is(1)-Is(2)
I1 =

0.0432
I2 =

0.0284
I3 =

0.0617
I4 =

0.0765
16 =

0.0148
>>

Obr. 5.6-2: Reseni pfikladu v MATLABuU
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5.7 Reseni elektrického obvodu metodou uzlovych
napéti
Vypocitejte proudy vSemi rezistory v obvodu na obr.5.7-1, jsou-li napéti zdroji

U; =10V, U, =20V a proud zdroje /= 0,2 A. Hodnoty odporu jednotlivych rezistort jsou
Ri=200Q, R, =500, R;=10Q, R,=20Q aR;=20Q.

U,

e

Obr. 5.7-1: Schéma zapojeni elektrického obvodu

Redlné zdroje napéti U; a U, nejprve nahradime ekvivalentnimi zdroji proudu (viz
obr. 5.7-2) s nize uvedenymi parametry a vypocteme také vodivosti vSech rezistori

Ql:ﬂzﬂzo,sA; Gl:i:L:SOmS
R, 20 R 20
zz=ﬂ:§:0’4A; Gzzizi:ZOmS
R, 50 R, 50
R, 10
R,
GSZLZLZSOI’HS
Ry 20

Priklad budeme feSit metodou uzlovych napéti, kterd je vhodna v pfipadé, ZzZe
analyzovany elektricky obvod ma nékolik paralelnich vétvi sbihajicich se v jednom uzlu.
V obvodu zvolime jeden referencni uzel a zavedeme napéti zbyvajicich uzli vuci
referencnimu — U a U,,.
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Reseni elektrického obvodu metodou uzlovych napéti

S
),
D)
—I1 1 —o
\\53/
©
S
N
—>
~

0 — referenéni

Obr. 5.6-2: Modifikace zapojeni a zavedeni uzlovych napéti

Pro nezévislé uzly napiSeme podle prvniho Kirchhoffova zékona piislusné rovnice
Un  Un_ Un=Un  Uo=Usn _

R R R, R,
U20 _UIO + U20 — UlO + U20

=247, -1=0
R, R, R, 7

I7,—17,=0

analogicky pro vodivosti

G U\ +G3U g+ Gy(Uyg—Us) + Gy (Uyg —Up) + 17 =17, =0

Gy(Usyy =U 1)+ Gy (Upg =Uyg) + GsUpy + 17, =1 =0

a po uprave

(G + G+ G+ GOV = (G +GUyy =1 + 1,

—(G, + GV +(Gy + Gy + G5)Uyy =1 -1,
Soustavu linearnich algebraickych rovnic zapiSeme v maticovém tvaru
(G +G,+G,+G, -G, =G, | [Uy| [Iy+1y
-G,-G, G+ G, +Gy | Uy | | I-1,

po dosazeni
220 —-701 [U,, | [ 900
=70 120 | |Uy | |-200
Obdobné jako v pfedchozich prikladech mizeme vyuzit k feSeni Cramerova pravidla,
nebot’ determinant matice A neni nenulovy

220 -70
-70 120

detA = =21500
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900 -70
-200 120
Uy = = 94000 =43721V
21500 21500
220 900
-70 -200
Uy = = 19000 =0,8837V
21500 21500

Proudy rezistory jsou
1, =U,,G;=437,2mA
1, =U,,—U,) G, =174,4 mA
15, =U,,Gs =44,2 mA
IL,=1,-1+1,=-330,2mA
L =0,+1;+1,=281,4mA

Reseni v prostiedi MATLAB je uvedeno na obr. 5.6-3.

[Command Window

>> Ul=10; Uz2=20; I=0.2;
>> R1=20; R2=50; R3=10; R4=20; RS5=20;
>> Iz21=U1/R1,122=U2/R2
Izl =
0.5000
Izz2 =
0.4000
>> G1=1/R1,G2=1/R2,G3=1/R3,G4=1/R4,G5=1/R5
Gl =
0.0500
G2 =
0.0200
G3 =
0.1000
G4 =
0.0500
G5 =
0.0500
>> A=[G1+GZ2+G3+G4 -G2-G4;-G2-G4 G2+G4+G5]
A:
0.2200 -0.0700
-0.0700 0.1200
>> b=[Iz1+Iz22;I-I22]
h =
0.39000
-0.2000
>>|

[Command Window

>> U=Aa\b
U=

4.3721

0.8837
>> I3=U{1) *G3
I3 =

0.4372
>> I4={U(1)-U(2)) *G4
I4 =

0.1744
>> IS=U{2)*G5
I5 =

0.0442
>> I2=15-I-1I4
Iz =

-0.3302
>> I1=I2+I3+I4
Il =

0.2814
>>|

Obr. 5.6-3: Reseni pfikladu v MATLABuU
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Rovnomérny pfimocary pohyb hmotného télesa

5.8 Rovnomeérny primoc€ary pohyb hmotného télesa

Predpokladame, Ze jde o pohyb hmotného télesa ve sméru osy x, nebo o slozeny pohyb
ve sméru osy X a osy y. Vyznacuje se konstantni rychlosti. Cilem je ukazat zavislost drahy
télesa na Case pii rizné konstantni rychlosti a také vznik sloZzeného pohybu, daného souctem
jednotlivych slozek pohybu ve sméru os X, y.

A

b
=
S
=
I
— v, = konst a) = b)
QO O '
t=0 s@® =2 —>x — v.=konst —>
Obr. 5.8-1: Rovnomérny pfimocary pohyb hmotného télesa
a) pohyb télesa ve sméru osy x
b) vysledny slozeny pohyb
Definujme nejprve zakladni velic¢iny:
t[s] — cas
s [m] — draha télesa
s(f) [m] — okamzita draha télesa v Case ¢
s(0) =59 [m] — dréha na pocatku pohybu v ¢ase ¢ = 0, ¢asto 1ze polozit so =0
v[ms'] — rychlost pohybu
v(f) [ms™'] — okamzita rychlost télesa v ¢ase ¢

Vzajemné vztahy téchto veli¢in odvodime na zaklad¢ nésledujici uvahy. V kratkém
casovém okamziku At [s] budeme ptfedpokladat, ze se v tomto Case pohybuje téleso stadlou

pramérnou rychlosti v a urazi drahu As [m], plati tedy vztah
As

v=—o

At

Jestlize budeme Casovy usek A¢zmensovat k nule, dostaneme po tzv. limitnim pfechodu
vztah pro okamzitou rychlost télesa

ds
v=—
dt
kde ds, dt predstavuji tzv. diferencial drahy s a diferencial Casu ¢.

Derivaci ¢asové funkce lze fyzikalné interpretovat tak, Ze okamzita rychlost télesa je
rovna derivaci drahy podle ¢asu. Probiha-li pohyb tclesa konstantni rychlosti, upravime
vyS$e uvedenou rovnici takto
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ds(¢
= B0
dt
ds predstavuje elementarni Gsek drahy. Chceme-li urcit okamzitou drahu télesa v Case ¢,
musime pouzit matematickou operaci integrace

t t
s.(t)= jvxdr = vxjdr =v . t=x(t)
0 0

= ds(t)=v,dt

Z uvedené zavislosti je ziejmé, ze draha nartsta pfimo umérné s ¢asem. Obdobna rovnost
plati i pro pohyb ve sméru osy y.

t t
s, (1) = Ivydr = vyjdr =v,t=y()
0 0
Pro vyslednou drahu plati na zaklad¢ vektorového souctu rovnice
SO =5 +3,”(1)

Okamzita draha télesa je tedy dana integralem okamzité rychlosti vzhledem k casu.

Simula¢ni model v prostiedi MATLAB — Simulink je uveden na obr. 5.8-2. Nejprve
musime vytvorit schéma pro vypocet drahy télesa v obou osach a nasledné stanovit drahu
vyslednou.

B rovnomerny_pohyb E]@
File Edit View Simulation Format Tools Help
Ded& * B Ec (22> nfs Normal >

vx [m/s] Integratort sy(t)

Function1

Math s(t)
Function

Ready 100% T=0.00 ode4S

Obr. 5.8-2: Struktura blok{ pro vypocet drahy pohybu télesa

Za vstupni parametry simulace volime postupné poate¢ni rychlosti v,=1,2,5a 10 ms ',
v=05,1,3a7 ms . Simulaci miizeme provést i pro viechny po&ateéni rychlosti najednou.
Staci, kdyz definujeme jednotlivé rychlosti jako vektory, viz obr. 5.8-3.

' Fommand Window

>> vx=[1 2 5 10]; vy=[0.5 1 3 7]; sim('rovnomerny_pohyh')
>»> plotit,sx{:,2:end)), figure, plotit,sy(:,2:end))

>> figure, plotit,s(:,2:end))

>>

Obr. 5.8-3: Zadani hodnot pocatecnich rychlosti a vykresleni vysledk
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Pokud nastavime v zobrazovacich ukladani vysledkd do proménnych — v okné parametrii
bloku v zalozce Data history zvolime Save data to workspace, zaddme nazev proménné
(sx, sy ¢i s) a zvolime strukturu ukladanych dat Array — Ize jednoduse simulované prub&hy
vykreslit. UloZeni ¢asu zajistime prostfednictvim nabidky Simulation — Configuration
Parameters. V zalozce Data Import/Export v ¢asti Save fo workspace zvolime polozku
Time a zadame nazev proménné, v naSem piipadé t. Vykresleni pribéhl je mozné pomoci
ptikazu plet, viz obr. 5.8-3.

& Editor - C:\Program Files\MATLAB\R2006a\work\rovnomerny_pohyb_s.m E]@

File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help A aX
ST

DEH| i Boc | Aasd s | AR AR RAE | B

= close all, clear all, clc j

= wvx=[12 S 10); vy=[0.5 1 3 7]:

= sim('rovnonerny_pohyb')

= subplot(121), plot(t,sx(:,2:end), 'LineWidth',2), grid on

xlabel('\bft [s]'), ylabel('\bfs x [m]'}), axis([0 5 0 50])

= legend{'v. x = 1mw/s','v.x =2 wn/s','v.x =5n/s','v.x = 10 n/s',2)

- subplot(122), plot(t,sy(:,2:end),'LineWidth',2), grid on

= xlabel('\bft [s]'), ylabel('\bfs_ vy [m]'), axis([0 S O 40])

- legend('v.y = 0,5 n/s','v.y =3 mn/s','vy=5n/s,'vy="7n/s',2)

W O -J o b WN
I

script Ln 9 Col 68

Obr. 5.8-4: Priklad uzivatelského skriptu

Simulaéni vypocet lze také zcela zautomatizovat. Zadani pocateénich rychlosti, vlastni
spusténi simulace a piehledné vykresleni simulovanych pribéhd je vyhodné provést pomoci
jednoduchého uzivatelského skriptu na obr. 5.8-4. Grafické zobrazeni zavislosti s,(f) resp.
5,(f) miiZe byt podobné jako na obr. 5.8-5. Priibéhy Ize doplnit napf. i o legendu.

Figure 1 LJoes ‘

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

DEed&E haaMms | 08 e

50 T T T T 40 T T T T
: = 05mis| |

45

35+ vy=3m/s
40 v, =5 mfs
y
Sy ¥, =7 mis
35 Y
a0 25-
£ 2 E o}
* >
20 151
15
L e
10
5. -, W LR o R g
0 0 :
0 1 2 3 4 5
t[s] t[s]

Obr. 5.8-5: Prehledné zobrazeni vysledk(
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Se zvysujici se rychlosti narista linearné draha télesa (za stejnou dobu vykona t€leso
delsi drahu). V piipadé, Ze v(f) = at (linearni nartst rychlosti), jde o pohyb rovnomérné
zrychleny s konstantnim zrychlenim a. Rovnomérny piimocéary pohyb je vlastné pohyb se

zrychlenim a = 0.

Lze vySetfovat i nerovnomérny pohyb télesa, zndme-li konkrétni zavislost v(¢). Ukazme
pripad, kdy v(£) = vy (1—¢”

“Typrovo=10ms "' a T'=>5 s. Pak plati

s(t)=jvo(1—e*”)dr
0

Simula¢éni schéma

a prislusny zaznam grafického feseni je na obr. 5.8-6 resp. 5.8-7.

W/ nerovnomerny_pohyb E]@
File Edit Yiew Simulation Faormat Tools Help
D2E& “ » 20

Ready |100% odedS

Feh

Clock f
VO [M/S] |ntegrator  sit)

Obr. 5.8-6: Simulace nerovnomérného pohybu

Figure 1

160

140

120

100

s [m]

80
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40
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File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Ded& K RAN® | € 08 80O

T T T ! ! ! ! T T
i i i i i i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tfs]

Obr. 5.8-7: Zavislost drahy na ¢ase pfi proménné rychlosti
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Rovnomérné zrychleny pfimoc¢ary pohyb

5.9 Rovhomeérné zrychleny primoc¢ary pohyb

Rovnomérné zrychleny pfimocary pohyb se déje s konstantnim zrychlenim a. Cilem je
ukazat grafické zavislosti drahy a rychlosti pohybu télesa na ¢ase pii tomto konstantnim
zrychleni, ptipadné zavislost rychlosti na probihajici draze.

— a, = konst
v=w(t)
O, O R
=0 s(t)="? —>x

Obr. 5.9-1: Rovnomérné zrychleny pfimoc¢ary pohyb
télesa ve sméru osy x

Definujme zakladni veli¢iny

t[s] — cas

s [m] — draha télesa

s() [m] — okamzita draha télesa v Case ¢

s(0) =59 — draha na pocatku pohybu v ¢ase ¢ = 0, ¢asto lze polozit 5o =0
v[ms ] —rychlost pohybu

v(f) [ms™'] — okamzita rychlost télesa v Case ¢

v(0)=vy[ms'] — po&ateéni rychlost télesa, nejéastéji vo=0

a=konst [ms?] — zrychleni rovnomémé zrychleného pohybu t&lesa

Predpokladame, ze v kratkém Casovém okamziku At ptisobi na téleso konstantni zrychleni
a a dojde ke zvyseni rychlosti o Av, pak plati

Av Al
a=—=—-
At AL
Jestlize budeme zmenSovat ¢asovy usek At k nule, pak po limitnim pfechodu dostaneme
vztah (tj. pro At — dt)
dv(t) d%s()
a=——"=—75-
dt dt

Obdrzeli jsme diferencidlni rovnici druhého fadu. Jejim feSenim mtzeme stanovit drahu,
kterou urazi téleso, je-li mu udileno zrychleni. Pfredpokladejme, Ze Cas se zacina pocitat od
okamziku poc¢atku pohybu. Drahu a rychlost télesa v ¢ase ¢ tedy uréime integraci

s(t) = Jt.v(z')dz' +5
0

v(t) = ja(z’)dz’ +v,
0

Uvedené rovnice jsou matematickym modelem rovnomérné zrychleného pfimocarého
pohybu télesa.
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Fyzikalné lze vyse uvedené vztahy interpretovat tak, Zze okamzita draha télesa je dana
integralem z okamzité rychlosti té€lesa vzhledem k Casu; okamzita rychlost télesa je pak
dana integralem zrychleni vzhledem k ¢asu.

Je-li a(f) = a = konst, pak
t t
v(t)zjadr:ajdr:at
0 0

coz je znama linearni z&vislost mezi rychlosti a asem.

Uvedenou soustavu rovnic lze feSit pomoci struktury dvou sériové zapojenych integratorti
s konstantnim vstupem (obr. 5.9-2), danym hodnotou zrychleni a.

B rovnomerne_zrychleny_pohyb E]@
File Edit View Simulation Format Tools Help
DNeE&| f B 4|2y wjo

Ready [100% T=0.00

odedS

Obr. 5.9-2: Simulace rovhomérné zrychleného pohybu

Simulaci provedeme pro tyto parametry So=0m, vy =
konstantni zrychleni ¢ =0,2 ms

0ms ', v Gase t = 0 zagne puisobit
Resem provedeme v &ase ¢ = 0 az 10 s. Ulohu budeme

fesit téZ pro a = 0,6 ms~ ,vO—Sms So=20m.
B Figure 1 Q@ B Figure 2 [:__]@
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~ File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ™
D& hRaM® (€| 0E =0 D& kAN (€| 08 =0
10 10
----- 0
9 s(t) /|
8 8
- - / _____ i - e IR N I i
zs 5
.- ] ISR . - ]
.§. 3 / -
3 /L 3 /
2 o 2 /
1 T s 1
g bamezgz===" — a
o 1 2 3 4 5 6 7 8 98 10 o 5 1 15 20 25 30 35 40 45 &0
t[s] s[m]

Obr. 5.9-3: Casovy priibéh drahy a rychlosti t&lesa pfi a = 0,2 ms™ a zavislost v = f(s)
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Z prvniho grafu na obr. 5.9-3 vyplyva, Zze u pfimocarého rovnomérné zrychleného
pohybu s konstantnim zrychlenim rychlost télesa linearné nartsta, zatimco draha télesa

narusta kvadraticky.

Figure 1

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Ded& haaqm® (¥ 0 O

= R

90

80

70

60

50

v [m/s], s [m]

40

30

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obr. 5.9-4: Casovy priib&h drahy a rychlosti télesa pfi a = 0,6 ms~,

Vo=5ms 'as,=20m

Simula¢ni model 1ze po upravé (obr. 5.9-5) vyuzit i pro feSeni nerovnomerné zrychleného
pohybu, kdy zrychleni @ neni konstantni, ale je znamou funkci Gasu, napf. a(r) = 0,6 ms > pro

t=0az5s,protr=5az10sje a(f) =0’6(1_eft/2).

¥ nerovnomerne_zrychleny_pohyb E]LE_]
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
DEzE& BR(<E= 4 |22 > = o Normal | BB E e =
0.6
a[m/s*2]
( )—>| 0.6*(1-exp(-u/2))0.6 HD%( <
Clock ) Transport
Delay
Ready 100% odedS i

Obr. 5.9-5: Simulace nerovnomérné zrychleného pohybu
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Figure 1 E]@

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help N

Ded&S K RAN® | € 0E| O

& — | — —

v [m/s], s [m]

Obr. 5.9-6: Casovy prilb&h drahy a rychlosti u nerovhomérné
zrychleného pohybu

5.10 Volny pad télesa

Volny pad télesa je svisly rovnomérné zrychleny pohyb z vysky % s konstantnim
gravitaénim zrychlenim a = g = 9,81 ms 2. Vysetfeme zévislost drahy a rychlosti na &ase,
pohybuje-li se téleso realné v atmosféfe a ve specialnim ptipadé ve vakuu. Uloha umoziiuje
simulovat vliv odporujici sily atmosférického ovzdusi na pribéh drahy a rychlosti télesa.

yT a,

y =0 (zem)
Obr. 5.10-1: Volny pad télesa

Pti volném padu télesa v atmosfére klade ovzdusi pohybu télesa odporovou (brzdici)
silu
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Volny pad télesa

1
F, = ECSp v
Oznacime-li k= (CSp) /2, pak odporova sila F; ude€li télesu zrychleni
kv?
a,=—-
m

Definujme veli¢iny

t[s] — das

m [kg] — hmotnost télesa

g[ms?] — gravitaéni zrychleni g = 9,81 ms
F{[N] — odporova (brzdici) sila ovzdusi

C[-], k[kgm] — konstanty imérnosti

S [m?] — prufez télesa kolmy ke sméru pohybu
plkgm?] — hustota vzduchu

y(f) [m] — okamzita vyska télesa nad zemi
y(0)=h [m] — pocatecni vyska, ve které se nachazi téleso (v Case t = 0)
V(O =dy(t)/dt — okamzita rychlost padajiciho télesa
v[ms™'] —rychlost télesa

v(0) = vy [ms '] — pocateéni rychlost t&lesa vo=0 ms '

a, [ms™?] — zrychleni pasobici proti sméru pohybu
V'()=dv(t)/dt=  — okamzité zrychleni padajiciho télesa

= d%y(t)/dF [ms?]

Odporova sila zavisi na tvaru télesa, coz zohlednéme koeficientem C. Pro kouli plati
priblizné (zjisténo na zakladé experimentd) C = 0,48, pro dutou polokouli (napt. padak)
volime C = 1,33, pro obdélnikovy profil je C = 0,55 a pro dokonaly aerodynamicky tvar je
C=0,01.

Dynamika volného padu télesa o hmotnosti m v atmosféfe, charakterizované konstantou
k, je dan diferencialni rovnici druhého fadu

Yo =Eor-g
m

W0)=h, y(0)=0

Vzhledem k tomu, Ze se v rovnici vyskytuje kvadraticky &len ('), jde o nelinearni
diferencialni rovnici, av§ak pomoci pocitace v prostfedi Simulink dobfte fesitelnou.

Oznacime-li y'(£) =v(¢) a »"(f) =V'(¢), pfevedeme uvedenou diferencidlni rovnici na
soustavu dvou rovnic prvniho fadu

y'(0) =w®)
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V(1) =£[v(r)]2 g

W0) =h, y'(0)=v(0)=0

Kazdou rovnici fesi jeden integrator, kompletni blokové schéma (obr. 5.10-2) je tvofeno
strukturou dvou integratord se vstupem —g a zpétnou vazbou pies kvadraticky ¢len. Simulaci
provedeme pro tyto parametry: m = 50 kg, k= 0,7kgm ' a # = 1000 m. Pocate¢ni vysku
(0) = h lze pricist k signalu y(f) za druhym integratorem, obdobné jako v prikladé 5.9, nebo ji
1ze pfimo zadat jako pocatecni podminku v druhém integratoru.

L~ volny_pad @@

File Edit Yiew Simulation Format Tools Help

DEeH& &HBER | 4|9 ’3110—

h 4
|

Integrator2 s(t)

v(t)

k [kg/m]

Ready 100% oded4S 4

Obr. 5.10-2: Simulace volného padu télesa

Model na obr. 5.10-2 umozinuje graficky znazornit ¢asové zavislosti drahy (vysky) télesa
¥(f) a jeho rychlosti v(¢) pfi danych parametrech m, k a h. Uvedené zavislosti jsou v grafech
na obr. 5.10-3.

Figure 1 8= Figure 2 =]
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~ File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~
Ded& hRAN® |« 08 =50 Ded& hRAM® |« 0B 8O0

1000 ] 0

950

\ -10
- - BN

850 \ -
i - ~ |

7 i
b 2 3 4 5 6 7 8 9 10 e 2 a4
tisl

b [m]

v [mis]

5
t[s]

Obr. 5.10-3: Zavislost vySky a rychlosti télesa na ¢ase
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Vrh svisly vzhlru

Na vystupech obou integratord mizeme sledovat ¢asové prubehy klesajici vysky télesa
az po dosazeni zemé, tj. y(f3) =0 a okamzité rychlosti télesa v zavislosti na zvolenych
parametrech pohybu m, k, h. Zménou konstanty k zohlediiujeme vliv atmosféry. Je-li k=0
atedy i =0, pohyb probiha ve vakuu a plati obvyklé rovnice drahy a rychlosti pro volny
pad.

Pti pomalych pohybech v odporujicim prostredi je brzdna sila vyvolana vnitinim tfenim
ve vazké tekutiné (kapalina, vzduch) a je pfimo umérna rychlosti télesa — jde tedy o linearni
zavislost. V tomto specidlnim pfipadé by ve zpétné vazbé prvniho integratoru odpadl
nelinearni kvadraticky ¢len.

5.11 Vrh svisly vzhiiru
Vrh svisly je pfimoc¢ary rovnomérné€ zrychleny pohyb, pfi kterém téleso o hmotnosti m

vypustime s uréitou pocatecni rychlosti vy vzhiiru. Téleso se pohybuje v gravitacnim poli,
které pusobi proti sméru pohybu. Cilem tulohy je urcit ¢asovy prubéh drahy a rychlosti

télesa.
yT T Yo

y =0 (zem)
Obr. 5.11-1: Vrh svisly vzhuru

Definujme veli¢iny

t[s] — Cas
g[ms?] — gravitaéni zrychleni g = 9,81 ms
h(f) [m] — okamzita vyska télesa nad zemi
h(0) = ho [m] — pocatecni vyska, ve které se nachazi téleso (v ¢ase ¢t = 0)
V(&) =dh(t)/dt — okamzita rychlost padajiciho télesa
v[ms™] —rychlost télesa
v(0) = vy [ms '] — pocatecni rychlost télesa
V'(f)=dv(t)/dt=  — okamzité zrychleni télesa
=d*h(t)/df [ms?]
a[ms?] — zrychleni télesa
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Svisly vrh vzhiru se skladd z rovnomérného ptimocarého pohybu smérem vzhiru
a volného padu. Pro okamzitou rychlost v a vysku nad zemi /4 v Case ¢ plati vztahy

v=v,—gt
1
hzvot—zgt2

Cast svislého vrhu vzhiru, kdy téleso stoupd, se nazyva vystup; téleso pfi ném kona
rovnomeérné zpomaleny pohyb. Vystup konéi, je-li okamzita rychlost rovna 0. Potom
nasleduje volny pad. Cas, ktery bude trvat vystup je doba vystupu 7., a téleso vystoupa do
vysky vrhu Apy.

0=vy—gT, = T,=w/g
2 v02 1 v02 vO2
=y, T —— = oL ="t
ax 0fv 2 g v g 2 g gz 2g
Matematicky model bude obdobny jako u ptimocarého rovnomérné zrychleného pohybu,
zrychleni ma ale opacny smysl.

h

m

" —

V'=a=-g

t
y'=—Igdz’=—gt+v0
0

t t t 2
' gt
h=yzj(;ydr=J(;grdr+_([v0dr=—7+vot+h0
Simulaci provedeme pro tyto parametry: vo =20 ms ' =72 kmh', /o= 0 m. Po&ate¢ni
rychlost vy a vysku Ay zadame jako pocatecni podminky v integratorech.

B vih_svisly_vzhuru M=

File Edit Yiew Simulation Format Tools Help

DeH&S| &B2BR|E= 1< » ujo = B &
v(t)

o 1 » 1
9.81 > < > <

g [m/s*2] Integratort | Integrator2

Relational

Logical .

Constant
Operatort
P operator __StoP
Simulation
Relational
Operator2
Ready 100% oded4S 4

Obr. 5.11-2: Simulace svislého vrhu vzhuru
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Pohyb télesa po naklonéné roviné

Model je vhodné doplnit o logiku zastaveni simulace v okamziku dopadu télesa na zem,
viz obr. 5.11-2. V okamziku, kdy nastane dopad, tedy # =0, dojde prostiednictvim bloku
Stop Simulation k zastaveni simulace. Aby nedoslo k zastaveni simulace ihned na pocatku,
je vyhodné sledovat, zda je téleso jiz ve fazi volného padu, tj. plati-li, ze v(¢) < 0.

Figure 1 E]@

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

DEeES&E haRaMms | 08 e

— it f]

v [m/s], h [m]

Obr. 5.11-3: Zavislost vySky a rychlosti télesa na ase

Z grafi na obr. 5.11-3 vyplyva, Ze draha nejprve nariistd do doby az téleso dosdhne
maximalni vysky, pak zacina klesat. Zpusobuje to vliv gravitaéniho zrychleni. Rychlost
pohybu klesa linearné s ¢asem. Model umoziuje urcit maximalni vysku /., kdy je rychlost
v=3"=0 a celkovou dobu trvani pohybu, tedy do okamziku 4 = 0, kdy téleso opét dosdhne
zeme.
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5.12 Pohyb télesa po naklonéné roviné

Pohyb télesa po naklonéné roviné je ptimocary rovnomérné zrychleny pohyb. T¢leso
o hmotnosti m polozené na naklonénou rovinu se pohybuje smérem doli vlivem zemské
gravitace. Cilem tulohy je simulovat pribéh drahy a rychlosti pohybu télesa po naklonéné
roving a vySetfit vliv po¢ateéni rychlosti vy, Ghlu sklonu ¢ a tfeni zohlednéného koeficientem
smykového tfeni f. Schématicky je celd situace znazornéna na obr. 5.12-1.

Obr. 5.12-1: Pohyb télesa po naklonéné roviné

Definujme zakladni veli¢iny

t[s] — das

m [kg] — hmotnost télesa

o [°] — thel sklonu roviny

Fg, F, Fr [N] — tihova, normalova a tfeci sila

g [ms?] — gravitaéni zrychleni g = 9,81 ms 2
Sl — koeficient smykového tieni

s(¢) [m] — draha télesa v Case ¢

s(0) =59 [m] — pocatecni dréha (poloha) télesa
v(0) = v, [ms?] — pocatecni rychlost télesa

a[ms?] — zrychleni télesa

Pohybova rovnice pro pohyb télesa na naklonéné roving je
ma=F, G + F; N— F T
Uvedenou rovnici rozepiSeme do jednotlivych slozek v pravothlém soufadném systému,

kde osa t (te¢nd) je shodna se sklonem roviny a osa n (norméalova) je na rovinu kolma. Tedy
plati

ma=Fgsing — Fr
0=—Fgcosp+Fy
Pro tfeci a normalovou silu plati vzajemny vztah

FT:fFN
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a po dosazeni
ma=—Fg fcosp+ Fgsing
Je-li gravitacni sila je dana vztahem
Fo=mg
pak po dosazeni pro zrychleni a plati vztah
a=s"(t)=g(sing — f cos p)
Jelikoz parametry g, f'a ¢ jsou konstanty, je zrychleni a téZ konstantni.
Postupnou integraci vySe uvedené rovnice ziskame vztah pro urCeni drdhy s v Case ¢.

Pfitom predpokladame, ze Cas se zaCina pocitat od okamziku pocatku pohybu. Draha je
dana vztahem

t
s'(t)= jg(singo—fcosw)dr =gt(sing— fcose)+v,
0
t
s(t):Jgr(sinw—fcos¢)+v0)dr+s0
0

Tento systém rovnic je matematickym modelem pohybu télesa po naklonéné roving.

Simulaci provedeme pro tyto parametry: vo=0ms ", so=0m, ¢=30°~ 0,524 rad a = 0,15.
Pfislu§né simula¢ni schéma je na obr. 5.12-2.

¥ naklonena_rovina ==
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
heEd& BB (e 4 [ 22> =0 Ben mnEE®

N

Trigonometric

fi [deg] Function1

Gain g [m/s*2] Integrator1l | Integrator2  s(t)

Trigonometric
Function2
0.15

Ready 100%

Product vit)

T=0.00 lodeds

Obr. 5.12-2: Simulace pohybu po naklonéné roviné
Model umoziuje sledovat casovy prubéh okamzitého zrychleni na vstupu prvniho

integratoru, rychlost na jeho vystupu a drdhu na vystupu druhého integratoru pfi riiznych
parametrech pohybu vy, ¢, f-
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Figure™d m=x
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180 +
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Obr. 5.12-3: Casovy priib&h rychlosti a drahy télesa p¥i pohybu
po naklonéné roviné

5.13 Matematické kyvadlo

Hmotny bod o zanedbatelné hmotnosti m se pohybuje po svislé¢ kruznici, realizované
oto¢n¢ ulozenou ty¢i konstantni délky / za plsobeni tihové sily Fg. Cilem je vysSetfit
kmitani tohoto tzv. matematického kyvadla, tedy zobrazit thlovou drahu ¢ a thlovou rychlost
o v zavislosti na Case pfi proménném parametru ¢,. Zobrazime také tzv. fazovou trajektorii,
tedy zavislost thlové rychlosti na thlové draze pti ¢y = konst.

r

Obr. 5.13-1: Matematické kyvadlo
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Definujme zakladni veli¢iny

t[s] — Cas

m [kg] — hmotnost

Fg, Fr [N] — tihova sila a sila reakce

g [ms™] — gravitaéni zrychleni g = 9,81 ms

o(f) [rad] — thel natoceni kyvadla

@0 [rad] — pocatecni thel natoceni kyvadla

aX?) [rads™'] — thlova rychlost

&() [rad s ] — thlové zrychleni

/ [m] — délka kyvadla

a, a, a, [m s’z] — zrychleni hmotného bodu, jeho te¢na a normalova slozka

Sestavime pohybovou rovnici a rozepiSeme ji do os vhodného souradného systému. Po
zavedeni reakéniho ucinku tyce Fy bude jeji pohybova rovnice
ma=Fj R T FG
Ve sméru tecny a normaly (viz obr. 5.13-1) plati
may(f) = Fr —mg cos ¢(f)
mayt) =—-mg sin ()
Pohyb bodu po kruznici je v kinematice popsan zakladnimi veli¢inami: ¢ — thlova
dréha [rad], @ — ahlova rychlost [rad s '], & — thlové zrychleni [rad s *]. V kratkém Gasovém

useku At budeme predpokladat, Ze se bod pohybuje stalou rychlosti w a urazi drahu Ag, pak
plati

A
o-tP
At

Pokud bude v tomto kratkém casovém useku na bod puisobit konstantni uhlové zrychleni &
dojde ke zvyseni rychlosti o Am, pak

o Aw )
At AP
Jestlize budeme v uvedené rovnici zmensovat casovy usek A, tedy provedeme-li limitni

pfechod, obdrzime diferencialni rovnici pro urCeni uhlové drahy ¢, kterou bod urazi pii
pusobeni thlového zrychleni ¢

d’p(1)
ety =—2—4

Q) 7
Jelikoz normalové zrychleni a, = [ & = [ (d@/dr)* a teéné zrychleni a, = [ (d*p/df’)

ml[@' (O} = Fr—mg cos p(f)
ml@"(f) =-mgsinp(?)

109



Matlab & Simulink: feSené pfiklady

Z pohybové rovnice (pro smér te¢ny) vyjadiime tthlové zrychleni

&)= ¢'(1) =—§sin (1)

Simulaci provedeme pro po&atetni thel gy =30° @o=90° a ¢, =180° Uhel ¢, lze
zadavat ve stupnich, i kdyz Simulink pracuje s Ghly vyjadfenymi v radianech. Pfepocet je
realizovan nasobenim konstantou 7/180. V grafech (obr. 5.13-3) je vSak thlova draha
vyjadfena v radianech z divodu piehledného zobrazeni uhlové drdhy a uhlové rychlosti
v jednom grafu. Délku kyvadla volime / = 0,5 m.

B matematicke_kyvadlo

/oS

File Edit View Simulation Format Tools Help

DeE& B &E 4 (22> 15 ZJ-oRBe
30 HDHSO
i(0) [deg]
0.5 J1
(fm] .
Integrator2 fi(t)
-9.81
g [m/s"2] . I
w(t)
sin
Trigonometric
Function
Ready 100% odedS

Obr. 5.13-2: Simulace matematického kyvadla
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Obr. 5.13-3: PrGbéh ¢ (t) a a(t) pfi ¢o = 30° a ¢, = 90° bez tlumeni (zde ¢ = ¢)

Kmitani kyvadla probiha pro nastaveny pocatecni uhel v ¢ase ¢ = 0, tj. ¢ az do ustaleni
kyvadla do polohy, kdy je ¢ = 0°. Uvedeny model simuluje chovani kyvadla ve vakuu (bez
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pusobeni tlumeni). V piipadé, ze chceme uvazovat koeficient tlumeni b, musime do pohybové
rovnice doplnit tlumici silu

do
Fy=b—
P
Tato sila ptsobi proti rychlosti pohybu. Schéma doplnime o zapornou zpétnou vazbu
z vystupu prvniho integratoru pies koeficient b na vstup tohoto integratoru. Prabéh ¢ (¢) a axt)
kyvadla pro b = 0,4 Ns/m je uveden na obr. 5.13-4.
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Obr. 5.13-4: Prabéh ¢ (t) a o(t) pfi ¢o = 30° s tlumenim
b =0,4 Ns/m (zde ¢ = ¢)

Pohyb kyvadla zavisi na presnosti zadané hodnoty =, coz je nejvice viditelné v ptipade¢,
kdy ¢o=180°. Experimentovanim s nastavenim hodnoty m rizné ptesnosti pak ziskame
ruzné pribehy pohybu kyvadla v zavislosti na ¢ase, viz obr. 5.13-5.
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Obr. 5.13-5: Vliv pfesnosti zadané hodnoty r pfi ¢ = 180° (zde ¢ = )
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V prvnim pfipadé (graf na obr. 5.13-5 vlevo) bylo zadano =t = 3,14, v pfipadé druhém
(graf vpravo) bylo vyuZzito maximalni presnosti MATLABu, tedy n = 3,14159265358979.

Zajimavy je také prabeh uhlové rychlosti v zavislosti na thlové draze (tzv. fazova resp.
stavova trajektorie), viz obr. 5.13-6.

Figure 1 @@

File Edit View Insert Tools Deskiop Window Help

Ded& hRQO9 €| 08 =0

o [rad/s]

Obr. 5.13-6: Féazova trajektorie pfi po = 30° (zde ¢ = ¢)

5.14 Let kosmické lodi

Ve vétsich vzdalenostech od povrchu Zemé nelze jiz jeji gravitacni pole povazovat za
homogenni, tj. tthové zrychleni g se s rostouci vzdalenosti rychle zmensuje. V kosmonautice
je ale dtlezity zejména pohyb v radidlnim gravitanim zemském poli. Télesu (raketé) je
udélena ve znacné vzdalenosti od Zemé rychlost vy, ve sméru kolmém k zemskému
povrchu. Cilem tlohy je prozkoumat drahy kosmickych lodi, kterym by posledni dil nosné
rakety udélil ve vysi 100 km nad Zemi rychlost v intervalu 8 az 15 kms .

R; =6370 km

G :[ v
r 1

Obr. 5.14-1: Poloha kosmické lodi vic¢i Zemi
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Let kosmické lodi

Definujme zakladni veli¢iny

t[s] — Cas

m, M7 [kg] — hmotnost kosmické lodi, hmotnost Zemé

r, Rz [m] — vzdalenost lodi od stfedu Zemé, polomér Zemé
h [m] — vzdalenost lodi od povrchu Zemé

ro [m] — pocateéni vzdalenost lodi od stiedu Zemé, ro =R, + h
G [N] — gravitacni sila

g[ms?] — gravitaéni zrychleni g = 9,81 ms >

K [kg ' 'm’s?] — gravitaéni konstanta

v[ms'] — rychlost kosmické lodi

vo [ms™] — pocatecni rychlost kosmické lodi

a[ms?] — zrychleni kosmické lodi

Pro pohyb kosmické lodi plati podle II. Newtonova zdkona pohybova rovnice
ma=-G
a podle gravita¢niho zékona je
mM,

2
r

G=x

Zrychleni kosmické lodi je dle definice druhou derivaci vzdalenosti podle Casu, tj. a =7".
Dosazenim do pohybové rovnice dostaneme

d*r mM,
m— =Kk —
dr r
a po upravée

2
r2¥+KMZ=O
t

Tato diferencialni rovnice druhého fadu je nelinearni a jejim feSenim je hledana
vzdalenost rakety (¢) od sttedu Zemé. Draha letu nezavisi na hmotnosti kosmické lodi.

Vyjadiime nejvyssi derivaci r

d’r KM,
de? r?

Simulaci provedeme pro M;=5,98-10" kg, R, =6370km, x=6,68-10"" kg 'm’s?
avy=28az 15 kms . Model (obr. 5.14-2) umoziuje sledovat rychlost v(£) kosmické lodi na
vystupu prvniho integratoru a vzdalenost 7(f) od stfedu Zemé na vystupu druhého integratoru
v zavislosti na Case. Parametrem je pocatecni rychlost vy. Zavislost drahy na case neni
parabolicka, nebot’ tthové zrychleni se s rostouci vzdalenosti rychle zmenSuje. Lze se o tom
presvédeit, zobrazime-li soudasné 7(¢), v(£) a a(f). Je-1i po&ateéni rychlost vétsi, nez 12 kms™,
kosmicka lod’ se jiz nevrati a trvale se od Zemé vzdaluje. Zajimavé je téZ sledovat rychlost
rakety v zavislosti na vzdalenosti od Zem¢. Pokud je pocatecni rychlost mensi, nez tzv.
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unikova, rychlost lodi zpoc¢atku letu klesa rychle, potom pozvolnéji az k nule. To je vrchol
drahy letu. Potom rychlost zméni znaménko a postupné se zvétSuje, lod’ se vraci k Zemi.
P1i pocatecni rychlosti vétsi nez Ginikové klesa v(¢) k ur¢ité mezni hodnotg.

B kosmicka_lod =X

File Edit Yiew Simulation Format Tools Help

DISE& & BER &= 4|20 » =500 [Nomal v B @)

6370+100 1000

!

r(0)=Rz+h [km]

F
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5.98E24 ) 1 J1 ) 4
Mz [kg] : :
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6.68E-11
kappa
Fen
Ready 100% odedS 7
Obr. 5.14-2: Simulace drahy letu kosmickeé lodi
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Obr. 5.14-3: Zavislost vzdalenosti od stfedu Zemé a rychlosti
kosmickeé lodi na ¢ase pfi vo = 8 km s™

Aby téleso ve vySce i obihalo kolem Zemé jako druzice po kruhové draze, musi byt
odstiediva sila v rovnovaze s gravitaéni silou Zemé. Tedy

2
v KM, | kM,

R,+h (R, +h) R, +h

Pro 7 — 0, po dosazeni za My = 5,98-10% kgaR;= 6,37-10° m, jevi=179km s tedy
tzv. 1. kosmicka rychlost, k ni nalezi doba ob&hu 7= (2n R;)/v; = 5066 s = 84,4 minut.
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Je-li télesu ve vysce & nad zemskym povrchem udélena poéatecni rychlost vy > vy, pak
se pohybuje po elipse a pii hodnoté vy = v, piejde na parabolickou drahu a téleso se trvale
vzdaluje od Zemé tzv. unikovou — II. kosmickou rychlosti, pro kterou plati

2k M
. —1
Vv, = Z =y N2 =11,2kms
Z
B Figure 1 o3| [MFigure2 ==X
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Obr. 5.14-4: Zavislost vzdalenosti od stfedu Zemé a rychlosti
kosmické lodi na &ase pfi vo = 12,5 kms™

5.15 Ohyb jednostranné vetknutého nosniku

Pro tzv. ohybovou ¢aru nosniki plati diferencialni rovnice druhého fadu

d’y M
&’ EJ
kde
v [m] — prithyb nosniku
M [Nm] — ohybovy moment
E [Pa] — modul pruznosti
J kg m?] — moment setrvacnosti profilu nosniku

Cilem tlohy je vySetfit pruhyb, thel sklonu ohybové cary a ohybovy moment
krakorcového nosniku ve sméru osy x pii zatizeni na volném konci silou P pfi zadanych

parametrech J a E.
y
o P

7, [=1m X

Obr. 5.15-1: Krakorcovy nosnik zatizeny silou P

115



Matlab & Simulink: feSené pfiklady

Definujme zakladni veli¢iny

[ [m] — délka nosniku

P [N] — sila plisobici na volny konec nosniku

x [m] — délkova soufadnice nosniku (x = 0 v misté vetknuti)
y(x) [m] — pruhyb nosniku v misté x

Nejprve je nutné vyjadfit prubeh ohybového momentu. Pocitame-li tento moment od
konce nosniku

M=-P(l-x)

Uvedeny vztah dosadime do rovnice pro ohybovou ¢aru

2

Rovnici dale derivujeme podle x
&y__ P
&’ EJ

a vysledny vztah postupné integrujeme, tedy
&y _ [P
> (EJ
% =tgp =@+ @, (plati pro malé thly a prohnuti)
y(x) = [pdx
0

Simulaci provedeme pro tyto hodnoty: P=5kN, J=1,71-10° kgm®, E=2,06-10" Pa
a go = 0 resp. po=—4-10"" rad. Uhel g, piedstavuje tihel vetknuti nosniku.

| vetknuty_nosnik @@
File Edit VYiew Simulation Format Tools Help
D& B >4 26| nj Normal v 23
1 %) ; o 1
s T s % "l s
Integrator1 | Integrator2 Integrator3  y(x)
fi(0) [rad] fi(x)
J [kgm*2] > I
M(x)
Ready 100% odedS

Obr. 5.15-2: Simulace prahybu nosniku
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Model (obr. 5.15-2) umoziuje sledovat na vystupu prvniho integratoru ¢asovy prubéh
ohybového momentu nosniku, na vystupu druhého integratoru uhel sklonu ohybové ¢ary a
na vystupu tietiho integratoru pribéh ohybové ¢ary podél soufadnice x nosniku. V modelu
1ze ménit parametry ¢, (uhel vetknuti nosniku), P, Ja E.
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Obr. 5.15-3: Prlhyb a thel (zde ¢ = ¢) nosniku v zavislosti na soufadnici x

Figure 3 Q@
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Obr. 5.15-4: Ohybovy moment v zavislosti na soufadnici x

Zajimavé jsou téz pruhyby podél nosniku pro rizné tihly vetknuti a prithyb pro rizné
zatézovaci sily, viz obr. 5.15-5.
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Obr. 5.15-5: Prahyb nosniku rzné zatézovaci sily a pro rGzné uhly vetknuti (zde ¢o = @)

5.16 Vyvoj vysky hladiny v nadrzi

Ukolem je simulovat vyvoj hladiny v nadrzi na obr. 5.16-1, do které napoustime vodu
definovanou rychlosti a kterd ma u dna otvor. Uvazujeme ideélni kapalinu a homogenni
gravitacni zrychleni.

* 01, 1

S

A dm

()

- (), V,
S,

Obr. 5.16-1: Nadrz s vytokovym otvorem u dna

Definujme zékladni veliiny
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t[s] — Cas

01, 0, [m’s™] — ptitok do nadrze, odtok z nadrze otvorem

Vi, v, [ms '] —rychlost pritékajici a rychlost odtékajici kapaliny

S, S, [m?] — plocha ptudorysu nadrze a plocha vytokového otvoru
m [kg] — hmotnost kapaliny

V [m’] — objem kapaliny

g[ms?] — gravitaéni zrychleni, g = 9,81 ms >

h(f) [m] — vyska hladiny v ¢ase ¢



Vyvoj vysky hladiny v nadrzi

Ze zakona o zachovani energie nejprve odvodime vytokovou rychlost v,. Tato rychlost
samoziejme neni konstantni, nebot’ zavisi na aktualnim mnozstvi vody v nadrzi. Uvazujeme-li
maly element kapaliny o hmotnosti dm, ktery ma na hladiné nulovou rychlost a na dné pfi
vytoku ma nulovou potencialni energii, plati, ze

%dm Vv, ()* =dmg h(t)

a tedy

v,(6) = 2 h(0)

Celkovy objemovy tok pfi zmén¢ vysky hladiny je
dv
0)=0,()-0,(1) = ar

Plati-li dale, ze
dh(z) ,
dv =S17=S1h (?)
0,(1) =8, v, (1)

1ze po dosazeni do rovnice pro objemovy tok psat

S (@) = Qi (0) = S, v, (1)

Dosadime-li do uvedené rovnice dale za rychlost v,, tak po jednoduché Gpraveé obdrzime
vyslednou diferencialni rovnici

0 =Si[Q1<t)—S2 J2gh®)]
1

Simulaci provedeme pro tyto hodnoty: Q;=0,01 m’s?, §;=02m? a S,=0,005 m>.
Ptislusny simulaéni model je na obr. 5.16-2. Pti simulaci je mozné zvolit poc¢ate¢ni vysku
hladiny a libovolny pfitok, pfipadné ponechat piitok vypnuty a sledovat prabéh vypousténi
nadrze.

i vyska_hladiny_nadize E]@

File Edit View Simulation Format Tools Help

DeE& B 4|

| ] 5
IH D)
s |

Q1)
o1 hit)

Integrator

Math
Function

29

Ready 100% ode4S

Obr. 5.16-2: Simulace vyvoje vySky hladiny v nadrzi
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Vysledky simulace pfi pocateéni vySce hladiny /o= 0,1 m a pfitoku, ktery je nejprve
nulovy a v ¢ase £ =10 s je skokové zménén na Q= 0,01 m’s' jsou na obr. 5.16-3. V grafu
je zobrazen mimo prubéhu simulované vysky hladiny A(7) také popisovany pribéh piitoku

().

Figure 1 B@
¥

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

D& kK RAN® € 0E =0

0&r—————c—r—r r 1 1 T 1

Q, [m? &™), h [m]

Obr. 5.16-3: Zavislost vySky hladiny na ase

Pro kontrolu spravnosti vysledku simulace je vhodné vypoctem stanovit ustdlenou
vysku hladiny A(co) pfi konstantnim pfitoku Q;. V tomto piipadé by se mél pfitok rovnat
odtoku, tedy pro ¢ — oo, h'(©) > 0

2 2
hooy=——| 2| L[ OOL ) 030m
260 S, 2-9,81 0,005 ’

V grafu na obr. 5.16-3 se snadno pfesvédéime, ze ustalena hodnota vysky hladiny je
v souladu s hodnotou /() vypoctenou vyse. Ustalend hodnota neni zavisla na ploSe pudorysu
nadrze §;, na velikosti této plochy zavisi pouze rychlost ustaleni. V modelu je uvazovano,
ze kapalina vytékd vzdy celou plochou S,, pfestoze nemusi byt pfi Gplném vypousténi
v nadrzi dostate¢né mnozstvi kapaliny. Hladina nadrze se v tomto pfipadé¢ ustali na kladné
hodnoté blizko nuly, model neni v tomto ohledu zcela dokonaly.

Modifikujme nyni ulohu tak, Zze namisto otvorem u dna bude nadrz vypousténa pomoci
hadice, viz obr. 5.16-4. Konec hadice, ktery je uvnitf nadrze, je ve vysce /; od dna, hadice
je ohnuta ve vysce 4, a druhy konec hadice, kterym kapalina vytékd, je na arovni dna.

Vzhledem k okolnosti, Ze kapalina vytéka z hadice na Grovni dna nadrze, neni nutné
meénit vzorec pro vytokové rychlosti v,. Musime, ale v rdmci modelu oSetfit stavy, kdy
kapalina vytéka a kdy ne. Stanovme nésledujici pravidla:

= kapalina zacne vytékat v okamziku, kdy vyska hladiny piekroci vysku 4,,
= kapalina vytékat pfestane v okamziku, kdy vyska hladiny klesne pod tiroven 4;.
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l O, v

S,
S h
2

|

t 03,1,

Obr. 5.16-4: Vypousténi nadrze hadici

Zapis uvedenych podminek pomoci logické proménné L(¥) mtize byt napt. nasledujici

hr) =SL[Q] (1)~ L(1) S, |22 (1) ]

h(t)>hy — L(t)=1
h(e)>hy — L()=0

Simula¢ni schéma na obr. 5.16-2 musime upravit tak, aby zpétnovazebni smycka byla
aktivni pouze tehdy, kdyz kapalina vytéka hadici z nadrze. Nejjednodussi je ziejmé pouziti
bloku Relay. V bloku je nutné nastavit hodnoty, pfi kterych dochazi k sepnuti (%,) a vypnuti
(h1) a hodnotu pfi sepnutém (1) resp. vypnutém stavu (0). Upravené simula¢ni schéma je na
obr. 5.16-5.

B vyska_hladiny_nadrze_2 M=%
File Edit View Simulation Format Tools Help
Ded&| B2 4|22 > =5 D BSe
at Integrator hé.)
Product Function 29
i *
=
Relay
Ready 100% T=0.00 ode4S

Obr. 5.16-5: Upravené simula¢ni schéma

S modelem je mozné zna¢né experimentovat, 1ze ménit napt. pritok Q;(¢), vysky & a h,.
Mohou nastat nasledujici zakladni tii eventuality:
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= hy < h(o) < hy, tj. situace na obr. 5.16-4 — v okamziku, kdy se nadrz se naplni nad
uroven /,, za¢ne kapalina vytékat a ustali se na hodnoté /(c0), viz obr. 5.16-6,

= J(0) > h, — nadrz se naplni nad tiroven 4, a vyska hladiny zGstane nad touto trovni,
kapalina bude neustale vytékat, viz obr. 5.16-7,

= J(0) > h; — jestlize se nadrz naplni nad uroven /,, zacne kapalina vytékat az do
okamziku, kdy hladina klesne pod #4;, v tom okamziku se nddrz prestane vypoustet
a hladina za¢ne stoupat opét az na Groven 4, a nasledné zacne opét klesat, tento jev
se bude periodicky opakovat a hladina se nikdy neustali, viz obr. 5.16-8.

Figure 1 E]@

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

D& | RAN® ¢ 08 8O0

035

03f---

0.25

0.2f-

h [m]

01 Sif-- - -

0.1

0.05 -

t[s]

Obr. 5.16-6: Priibéh h(t) pfi Q; = 0,01 m*s™

Figure 1 [Z]@

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

D& | RAN® ¢ 08 8O0
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t[s]

Obr. 5.16-7: Prubéh h(t) pfi Q; = 0,0167 m®s™
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Figure 1 @@
~

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
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015
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Obr. 5.16-8: Priibéh h(t) pfi Q; = 0,0054 m*s™

5.17 Vyvoj vysky hladin dvou spojenych nadrzi

Uvazujme dvé navzajem spojené nadrze, viz obr. 5.17-1. Kazda nadrz ma ptislusné
rozméry (navzajem odlisné) a svlj vlastni pfitok. Voda z prvni nadrze mize vytékat do
nadrze druhé, voda z druhé nadrze miZze téci zpét do prvni nadrze nebo odtékat ven. Ztraty
ve vedenich zanedbdme. Zajima nas vyvoj vysky hladiny v obou nadrzich.

lQI lQZ

S
S,
dm
e 2 | i
— -
— (),
S3 Sy
Obr. 5.17-1: Spojené nadrze
Definujme zakladni veli¢iny

t[s] — Cas
0, 05 [m’s™'] — ptitok do prvni nadrze a odtok ven z nadrze otvorem
0>, 04 [m’s™'] — ptitok do druhé nadrze a odtok ven z nadrze otvorem
V1, V2, V3, vs [ms™']  —rychlosti pfitékajici a rychlosti odtékajici kapaliny
Sy, S5 [m?] — plocha ptidorysu prvni nadrze a jejiho vytokového otvoru
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S5, Sy [m?] — plocha ptdorysu druhé nadrze a jejiho vytokového otvoru
m [kg] — hmotnost kapaliny

Vi, Vs [m’] — objem kapaliny v prvni resp. druhé nadrzi

g[ms?] — gravitaéni zrychleni, g = 9,81 ms >

hy(f) [m] — vyska hladiny v prvni nadrzi v Case ¢

hy(f) [m] — vyska hladiny v druhé nadrzi v case ¢

Jelikoz se jedna o dva navzajem propojené systémy, musime jejich chovani popsat
pomoci dvou diferencidlnich rovnic. Uvazujeme-li, Ze pfitok (resp. odtok) lze vyjadrit jako
derivaci objemu podle ¢asu, obdrzime nasledujici dvé rovnice

LU 550 = 0,0 - 0,00 = 00~ 1)
an ()
dr

Rychlost v4(¢) odvodime ze zakona o zachovani energie (viz také piiklad 5.16)

va(1) =428 1 (0)

Je ziejmé, ze rychlost v;(f) je ovlivnéna rozdilem tlakti u dna nadob a je tedy mozné psat

Sy, Wy (1) = Oy (1) + O5(1) — Q4 (1) = Oy (1) + S5 v3(£) — S, v, (1)

%dm vy(0) = dm g [ (1) = hy (1)]

V(1) = \/2g[h1(t) —hy(0)]

V okamziku, kdy ve druhé nadrzi bude vyssi hladina nez v nadrzi prvni, objevi se pod
odmocninou ve vyse uvedeném vztahu pro vypocet rychlosti zaporné ¢islo. Tuto situaci je
nutné oSetfit. Odmocninu lze poditat z absolutni hodnoty rozdilu Lhi() - ha(1)] a vysledek
pak vynasobit funkci signum

vy(t) = /28| b (1) = by (1) | - sign[hy () — by (1)]

Vysledné diferencialni rovnice ziskdme dosazenim za rychlosti v3(¢) a v4(f) do zakladnich

rovnic
hi(t) = SL{Ql(t)_ =0(1)-S; \/2g| ()= hy(t)| -signl[ Ay () - hz(t)]}
1
hy(t) = SL{Qz(t) +S54/28| () = hy(0)| - sign[ Ay (£) = by ()] - S, v2ghz(t)}
2

Simulaci provedeme pro tyto hodnoty: 0;=0,01 m’s™', 0,=0,02m’s ™", §;=0,2 m%
S,=03m% S;=0,005m’aS,=0,01 m*. Jedna z moznych realizaci simulaéniho modelu je
na obr. 5.17-2. Pro vypocet prutoku Q;(¢) resp. Qu(f) jsou pouzity bloky Fcn. Vztah je také
mozné sestavit ze standardnich blokti Simulinku; pro vypocet absolutni hodnoty pouZzijeme
blok 4bs, odmocninu vypocteme pomoci bloku Math Function (zvolime v ném odmocninu,
tedy sqrt), signum pak pomoci bloku Sign.
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B spojene_nadrze g@
File Edit View Simulation Format Tools Help
OD)@Rd&|sBER|E= 4|22 » o DoRBey nEB®E
I 1
s > DI
1/81 Integrator1 »
h1(t)

. 0.005 [ sqrt(2'9.81*abs(u))*sgn(u) |<—— x f2)
ar k 5 5 h1-h2
Q2(t) s3 Fent
Q3(t)

1
s
Q2 1/82 Integrator2
sqrt(2'9.81*u)
s4 Fen2
Ready 100% ode4S 2

Obr. 5.17-2: Simulace vyvoje vysky hladin dvou spojenych nadrzi

Regeni diferencialnich rovnic lze také realizovat v bloku MATLAB Function. V ramci
tohoto bloku vypocitdvame derivace obou vysek hladin, tj. A/(¢), 4 (¢) a za blok zatadime
integrator, viz obr. 5.17-3. Zapis rovnic pro vypocet A/(¢), h(¢) je uveden na obr. 5.17-4,
priklad mozného skriptu pro fizeni vypoctu, v jehoz rameci jsou zadavany konkrétni hodnoty,
je spousténa simulace a jsou zobrazeny i vysledky, je na obr. 5.17-5.

B spojene_nadrze_M E}@
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
D& & 2R |4 22> = BeRmes B
Qa1
MATLAB 1 N »>
Function s '= » ,DI
h 4
nadrze_fun.m  Integrator [‘é ’—’

hi(t)
|7 h2(t)
h1-h2

*® Q1(t), 02(t)

Yy Y

Ready 100% o0ded5

Obr. 5.17-3: Realizace pomoci MATLAB Function

Pti zapisu funkce (obr. 5.17-4) je na prvnim fadku m-souboru vzdy deklarace funkce,
ktera musi obsahovat slovo function. Vstupni proménné (zde pouze h) obsahuji data predana
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funkci a vystupni proménné (zde hdot) obsahuji data funkci vracend. VSechny dalsi fadky
funkce tvoii télo funkce. T¢lo obsahuje piikazy MATLABu, které zpracovavaji vstupni
argumenty a vysledky ukladaji do vystupnich argumentd funkce. Béh funkce konéi poté, co
je zpracovana posledni fadka m-souboru.

T Editor - C:\Program Files\MATLAB\R2006a\work\nadrze_fun.m M=

File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help ¥ 2 xX

DeHE {iRoc & Adeasf S8 BADE DS | st BOHZO

51 function hdot=nadrze_funi{h):

2

3 - global g $1 S2 S3 S4

4

5 - hdot(1,1)=1/81%(h(3)-33%sqrt(2*g*abs(h(1)-h(2))) *sign(h(1)-h(2))):

6 — hdot{2,1)=1/52% (h{4)+53%sqrt(2*g*abs(h{1)-h{(2))) *sign(h(1)-h(2))-S4%sqre(2*g*h(2))):
hadrze_fun Lh 6 Col 85

Obr. 5.17-4: Definovani funkce

Jakakoliv funkce definovana v m-souboru pracuje s proménnymi v piidéleném lokalnim
prostoru, ktery je vzdy oddélen od prostoru jiné funkce a také od zakladniho prostoru
MATLABu. Funkce mohou ale sdilet proménné s jinymi funkcemi, zakladnim pracovnim
prostorem a rekurzivné volanymi funkcemi pres proménné, které jsou deklarovany jako
globalni. Je nutné, aby sdilend proménna byla definovana v kazdém pozadovaném pracovnim
prostoru. Pfi deklaraci se globalni proménné uvozuji slovem global. Deklarace se provede
obvykle na zacatku skriptu. Na obr. 5.17-4 jsou takto definovany proménné g, S1, S2, S3
a S4. Deklaraci je nutné provést nejen piimo ve vytvaiené funkci, ale také i v fidicim skriptu
(obr. 5.17-5), kde jsou proménné inicializovany (tj. jsou jim pfifazeny konkrétni hodnoty).

T Editor - C:\Program Files\MATLAB\R200 6a\work\nadize_ini_M.m |- )(0/23
File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help NaX

NS iaRv | S e £ |80 > @ [v]

= close all, clear all, clec

- global g 51 52 S3 54

- 851=0.2; 52=0.3; 53=0.005; 54=0.01;

= Sin spojene_nadrze N

= figure; plot(t,Q12(:,2:3),'LineWidth',2), grid on
10 - xlabel('t [s]'), vlabel('Q_ 1(t), Q 2(t)[m*3/s]"')
11 - legend('Q 1{t)','Q 2(t)'), axis([0 300 -0.002 0.022])
12
13 = figure; plotit,h(:,2:4),'LineWidth',2), grid on
14 - xlabel('t [s]'), ylabel('h 1(t), h 2(t), h 1-h 2 [m]')
15 - legend('h _1(t)','h_2(t)','h 1-h 2')

1
2
3
4
5= g=9.81;
6
7
8
S

script Ln 15 Col 36

Obr. 5.17-5: Ptiklad Fidiciho skriptu

Jak jiz bylo feCeno, vystupnim argumentem popisované funkce je proménna hdot, tedy
vektor derivaci vySek hladin obou nadrzi. Po integraci je nutné zavést tento vektor zpét na
vstup bloku MATLAB Function. V bloku je tfeba také definovat kromé& nazvu funkce, tedy
nadrze_fun.m, také v poloZzce Output Dimensions rozmér vystupu, v nasem piipade 2.
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Ve funkei pfistupujeme k prvkiim vstupniho vektoru (proménna h) béznym zptisobem,
tj. pomoci kulatych zavorek. Podrobnéji je prace s funkcemi vysvétlena v [4]. Simulaci
spustime piimo ve skriptu pomoci ptikazu sim. Obdrzené vysledky lze samoziejmé v ramci
fidiciho skriptu také pfehledné zobrazit, viz obr. 5.17-6.

B Figure 1 -0&d| [EFigure 2 =]
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help £l File Edit View Insert Tools Desktop Window Help El
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Obr. 5.17-6: Zobrazeni vysledku simulace

5.18 Navijeci zarizeni

Predpokladame, Ze mechanicka soustava (obr. 5.18-1) s rotaénim pohybem se sklada ze
stejnosmérného motoru s hnacim momentem M)y, ktery pohani navijdk s momentem
setrvacnosti J,,,. Navijeci zafizeni zveda pomoci lana téleso o hmotnosti m. Cilem ulohy je
simulovat chovani navijaku, tj. zobrazit zavislosti uhlové rychlosti a uhlu natoceni
navijeciho valce na case pti zadanych parametrech J, b a zatézovacim momentu M.

J
My

M,

[~ ]

Obr. 5.18-1: Schéma pohanéného navijaku

Definujme zakladni veli¢iny

m [kg] — hmotnost télesa

r [m] — polomér navijeciho valce

g [ms™?] — gravitaéni zrychleni, g = 9,81 ms™

Jn [kgm?] — moment setrvacnosti navijeciho valce vzhledem k jeho ose
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J [kgm?] — celkovy moment setrvacnosti navijeciho valce

@ [rad] — thel natoceni valce

w=de/dt [rads™'] — ahlova rychlost pohybu

My, Mz, M, [Nm] — hnaci moment motoru, zatézovaci moment a tlumici moment

b, [Nms] — koeficient rotacniho tlumeni

Pohybovou rovnici sestavime na zakladé momentové rovnovahy. Podle obr. 5.18-1
uvazujeme nasledujici momenty:

= hnaci moment motoru M,
., do(t
* tlumici moment M, =b, ? =b w(t),
t

= zatézovaci moment M, =mgr,
do(t) _ dp(1)
dt de*

Protoze hmota m je zvedana vertikalnim pohybem mimo osu rotace navijeciho valce, je
podle tzv. Steinerovy véty celkovy moment setrvacnosti soustavy roven

J=Jnt+mr*

* setrvany moment M, =

Vovoew

Rovnice momentové rovnovahy ma tedy tvar
My=My—-M,-M,

po dosazeni jednotlivych momenti

d*p(1) do(1)
———=My-M,-b——
dr? MR
Po upravé dostaneme
2
J—dd‘pf) 5,990 _
t t

Predpokladame-li nulové pocateni podminky, 1ze v Laplaceové transformaci odvodit
tzv. obrazovy pienos dynamického systému, ktery je definovan jako pomér Laplaceova
obrazu vystupu ku Laplaceové obrazu vstupu, viz také kapitola 3. S vyuzitim zékladnich
pravidel transformace (pfiloha A) lze postupné psat

JS*®(s) + b, sD(s) = My (s) — M, (s)
sD(s)[Js + b, 1= My (s) = My(s)

_ My(s)~ My (s)

)= s+ b)
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1

(s) = Jb— [Py (s) — M, ()] =
s[bs + 1j

Ve vySe uvedené rovnici lze oznaCit K=1/b, jako zesileni dynamického systému
a T'=J/b, jako jeho Casovou konstantu. Na zakladé obdrzené rovnice Ize sestavit blokové
schéma (obr. 5.18-2), které je obvyklé v teorii fizeni

K

m (M (s) = M, (5)]

r

Y
Y

1
b ' |1 4
N

is+1
b

r

Obr. 5.18-2: Blokové schéma modelu rotaéni soustavy navijaku

Simulaci provedeme pro tyto hodnoty: m =20 kg, J,, = 1,75 kg m%, r=025m, b, =2 Nms
a My = 59,05 Nm. Ze zadanych hodnot vypoéteme zesileni systému K=1/b,=1/2=0,5,
celkovy moment setrvaénosti dle Steinerovy véty J=J, + mr> = 1,75 + 20-0,25* = 3 kgm®
a Casovou konstantu systému 7=J/b,=3/2=1,5s. Simula¢ni model vytvofeny v prostredi
Simulink je na obr. 5.18-3. Zavislosti thlové rychlosti a tthlu nato¢eni navijaku na ¢ase jsou

na obr. 5.18-4.

B navijeci_zarizeni (=)
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
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Transfer Fch Integrator fi(t)
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59.05
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Ready 100% ode45

Obr. 5.18-3: Simulaéni model navijaku s bfemenem

Z hlediska teorie fizeni je popisovana rotaéni soustava setrvacnym blokem prvniho fadu
s pfenosem

G(s) =

Ts+1
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Do soustavy vstupuje obraz rozdilu momenttt Ay (s) — My(s) a vystupem je a(s) = s @(s),
tedy obraz uhlové rychlosti. Dal§im blokem, zapojenym do série, je integracni blok, na
jehoz vystupu je obraz Ghlu natoeni @(s). Zde se samoziejmé nejedna o regulaci, proto
chybi zpétna vazba. Zménou konstanty rotacniho tlumeni b, ménime zesileni K soustavy,
zménou b, a J pak ovliviiujeme ¢asovou konstantu 7.
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Obr. 5.18-4: Prubéh uhlové rychlosti a Uhlu nato¢eni navijaku v zavislosti na ¢ase (zde ¢ = ¢)

5.19 Stejnosmérny motor s cizim buzenim

Stejnosmérné motory s cizim buzenim se vyznacuji dobrymi regulacnimi vlastnostmi.
Umoznuji jednoduché fizeni rychlosti zménou napéti kotvy popt. budiciho proudu, pfitom
se otacky mohou pohybovat v Sirokém rozsahu, ktery neni nijak vazan na kmitocet sité. Pfi
fizeni napétim kotvy se navic jednd o v zasadé linearni prvek. Smysl otaceni lze snadno
ménit zmeénou polarity napéti kotvy ¢i budiciho proudu. Vyhodny je i velky to¢ivy moment,
zvlaste pii nizkych otackach. Zna¢nym problémem je ale napajeni rotoru pres komutator,
v jehoz duasledku je stejnosmérny motor relativné méné spolehlivy a s vétsimi naroky na
udrzbu nez napf. motor asynchronni.

Obr. 5.19-1: Nahradni schéma stejnosmérného elektromotoru
s cizim buzenim
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Stejnosmérny motor s cizim buzenim tvofi obvod kotvy, budici obvod a mechanicka
¢ast pohonu. Podrobny matematicky model, ktery by zahrnoval vSechny elektromagnetické
vazby motoru, je slozity. Pro potfeby technické praxe a pro feSeni vétSiny otazek spjatych
s navrhem regulace je vSak dostatecné pouziti modelu, ktery vychazi z jistych zjednoduseni.
Obvykle zanedbavame rozptylovy magneticky tok budiciho vinuti, vzajemné transformacni
pusobeni jednotlivych vinuti, vliv vifivych proudd v magnetickém obvodu a ubytek napéti
v karta€cich. Vychodiskem pro odvozeni modelu, napt. podle [3, 10, 11], je ndhradni schéma
stejnosmérného motoru s cizim buzenim na obr. 5.19-1.

Definujme zakladni veli¢iny

Um [V] — napéti na kotvé motoru (svorkové)

im [A] — proud kotvy motoru

u; [V] — indukované napéti na kotvé motoru

R [Q] — celkovy odpor vsech vinuti v kotvé motoru

L., [H] — celkova induk¢nost vSech vinuti v kotvé motoru
u, [V] — napéti budiciho obvodu

iy [A] — budici proud motoru

R, [Q] — celkovy odpor budiciho obvodu

Ly, [H] — celkova indukénost budiciho obvodu

J [kgm’] — celkovy moment setrvacnosti vztazeny k hfideli motoru
E[Vsrad] — konstruk¢ni konstanta motoru

@ [Wb] — magneticky tok

@ [rad] — uhel natoc¢eni hiidele motoru

w=de/dt [rads™'] — ahlova rychlost pohybu

M., Mz [Nm] — elektromagneticky a zatéZzovaci moment motoru

Elektrické parametry obvodu kotvy motoru jsou charakterizovany celkovym odporem
R, a indukénosti L, vinuti kotvy i dalSich vedeni a vinuti, ktera jsou s nim v sérii. Obvod
kotvy lze tak popsat napét’ovou rovnici

di (¢
0= Ry 0+ £, 2D 1)
t
Indukované napéti na kotvé motoru u;(r) uréené magnetickym tokem zavislym na budicim
proudu je rovno
(1) = cD(iy ) (1)
S vyuzitim Laplaceovy transformace miizeme rovnici pro napéti kotvy u,,(f) pfevést do
prenosového vyjadieni
Un($) =Ui(8) = Ry 15, (8) + Lips I, (5) = I, ()[R, + Ly 5]
L
1,.(s) B 1 R K

T UL -Us) Lys+R, Lnm

G (s =
n(s) T.s+1

s+1
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kde
PRI
Rm Rm
Zavislost magnetického toku @ na proudu budiciho obvodu i#, vyjadfuje magnetizacni
charakteristika motoru @ = (i), ktera je nelinearni. Ve schématu na obr. 5.19-1 jsou dvé
vstupni veli¢iny: napajeci napéti kotvy u,, a napéjeci napéti budiciho obvodu uy,. V obecném
piipadé lze obé pouzit k regulaci. Matematicky model je pak tfeba doplnit o popis budiciho
obvodu
. iy (2
uy (1) = Ry, 1, (1) + Ly, (i) ;E )

Obvod buzeni lze rovnéz pomoci Laplaceovy transformace vyjadfit pfenosem
Uy () = Ry I,(5) + Lys Iy () = I, ()[R, + Lys]

1
I (s 1 R, K
Gb(s)z b( ) = = L b = b
Uy(s) Lys+R, Lo Ts+l
Ry,
kde
k-1 g_L
Ry, R,

Mechanicka ¢ast motoru kona rotacni pohyb vyvolany elektromagnetickym momentem
motoru M, za pisobeni momentu zatéze My. Je-li J celkovy moment setrvacnosti pohonu,
pak thlova rychlost je uréena pohybovou rovnici

do(t
J do) =M_,-M,
dt

kde moment motoru M, je uréen pomoci magnetického toku obecné zavislého na budicim
proudu podle vztahu

M., =cP(,)iy, (1)

Nasledujici tii rovnice tvoii matematicky model stejnosmérného motoru s cizim buzenim,
jehoz simulaéni schéma je na obr. 5.19-2.

di 1

IZt( - =7 () =P G)00) = Ry i (0]
% = i [, (1) = Ry 1, ()]
d 1

‘é’f” =~ le®(i, )iy (1)~ M ]

Simulaci provedeme pro tyto hodnoty: uy, =25V, Ry =20 Q, L, =2,5H, J=10" kgm’,
=5V, R,=250Q, [,=125H a £=c®=0,025Vs rad”'. Moment zatéze My se v Case
t =5 s zméni z hodnoty 0 Nm na hodnotu 0,015 Nm.
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Obr. 5.19-2: Simulaéni schéma stejnosmérného motoru s cizim buzenim

Zavislosti thlové rychlosti a proudu kotvy na ¢ase jsou na obr. 5.19-3.
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Obr. 5.19-3: Prbéh uhlové rychlosti a proudu kotvy motoru v zavislosti na ¢ase
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5.20 Stejnosmérny motor s buzenim permanentnimi
maghnety

Stejnosmérny motor patii mezi nejstarsi stejnosmeérné stroje. Pfitom je ale stejnosmérny
motor s cizim buzenim idealn¢ regulovatelny, jelikoz lze jeho otacky plynule ménit zménou
napéti pivadéného na kotvu motoru.

Pro servopohony se pouZzivaji pfedev§im motory s buzenim permanentnimi magnety na
statoru. Pro vyrobu permanentnich magnetii se pouziva magnetickych tvrdych materiald na
bazi vzacnych zemin, dnes necastéji spékanych materialt Sm-Co (samarium-kobalt) nebo
Fe-Nd-B (zelezo-neodym-bor).

Definujme zakladni veli¢iny

um [V] — napéti na kotvé motoru (svorkové)

im [A] — proud kotvy motoru

R, [Q] — celkovy odpor vsech vinuti v kotvé motoru

L, [H] — celkova induk¢nost vSech vinuti v kotvé motoru

J [kgm?] — celkovy moment setrvacnosti vztazeny k hideli motoru
k[NmA™] — konstanta motoru

@ [Wb] — magneticky tok

@ [rad] — thel natoceni hiidele motoru

w=de/dt [rads™'] — ahlova rychlost pohybu
M, Mz [Nm] — elektromagneticky a zatézovaci moment motoru

Je-li motor (schéma je na obr. 5.19-1, kapitola 5.19) fizeny pouze zménou napéti kotvy pfi
stalém budicim proudu i, = konst resp. je-li buzen permanentnimi magnety, lze jej popsat
pomoci nasledujicich dvou rovnic

()

u,)=R,i,()+L,—"—=+cPw(t)

da)(t) +M, =M, =cDi,(t)

Magneticky tok je konstantni (zanedbavame reakci kotvy, resp. pfepokladame, ze je
kompenzovana). Nemusime tedy uvazovat nelinearni funkci @ = f(i,), viz také kapitola 5.19,
a zavedeme konstantu motoru k=c@ . Indukované napéti kotvy je pak pfimo umérné
rychlosti ota¢eni. Upravime-li vy$e uvedené rovnice do tvaru

din () _ 1 _ “R_i
@ L [ () =k () = Ry iy (1)]
do(r) 1

& _7[kim(t)_MZ]

je mozné strukturu modelu realizovat v Simulinku pomoci schéma na obr. 5.20-1.
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Obr. 5.20-1: Simulaéni schéma stejnosmérného motoru s buzenim permanentnimi magnety

Aplikujeme-li dale na uvedené rovnice Laplaceovu transformaci, Ize cely model prevést
do ptfenosového vyjadieni

Un($)=R,1,(s)+L,s1,(s)+kQ(s)
JsQ(s)=kI,(s)—M,(s)
z prvniho vztahu vyjadiime proud kotvy a dosadime do druhého. Po tGpravé dostaneme

1 1 R Ts+1
Qs)y=——U _(s) -2 ———— M, (s
=% T.T,s> +T,s+1 ()53 T.T,s> +T,s+1 2(5)

kde T}, oznacuje elektromagnetickou a 7 elektromechanickou ¢asovou konstantu motoru
T - R.J

T:_m7 m
k

€ Rm
Napéti kotvy mliizeme v tomto ptipad¢ povazovat za akéni a zatéZovaci moment za
poruchovou veli¢inu. S ohledem na strukturu zpétnovazebniho obvodu, tak jak je znazornéna

na obr. 5.20-1, je mozné pro pfenos soustavy Gs(s) a pro pienos poruchy Gy(s) psat

1 1
Gy(s)=> ————
s(=7 T.T,s> +T,s+1

R, Ts+1
Gy(s) =

2 2
k> T,T,s"+T,s+1

Z hlediska potlaceni vlivu poruchy na prubéh regulace rychlosti je jistou nepiijemnosti
skute¢nost, ze relativni fad pienosu Gy(s) je roven jedné, zatimco prenosu Gs(s) dvéma.
Rychlost odezvy na zménu poruchy (v tomto ptipadé momentové zatéze) je tak vEétsi nez na
zménu akeni veliciny.

Simula¢ni schéma motoru miizeme samoziejmé nyni také realizovat pomoci odvozenych
prenost Gs(s) a Gy(s), viz obr. 5.20-2. Struktura modelu se v tomto piipadé podstatné
zjednodusi.
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B ss_motor_2 [:]@
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
D zE& B|& 4 <@ » wjs B &
St
Mz Te.s+1
Te*Tm.s24Tm.s+1
[Nm] Gd(s)
" it |40
Te*Tm.s24Tm.s+1
A4 Gs(s) w(t)
Ready 100% ode4S

Obr. 5.20-2: Blokové schéma modelu stejnosmérného motoru
s buzenim permanentnimi magnety

S vyuzitim véty o koneéné hodnoté Laplaceovy transformace (limitni korespondence,
viz kapitola 3.2.3 a pfiloha A) mizeme pomoci vtahu pro obraz thlové rychlosti £2(s)
ziskat vyraz pro ustalenou hodnotu uhlové rychlosti

2

) =% U, (oo)—i—mMz(oo)

Ustalena hodnota rychlosti linedrné klesa s rostoucim zatézovacim momentem motoru
Mz. Vlastnosti motoru se z hlediska momentové zatizitelnosti zhorSuji s narGstajicim
odporem R,, v obvodu kotvy. Ustalenou hodnotu rychlosti @(o0) snadno ovéfime v grafu na
obr. 5.20-3; podle uvedeného vyrazu je rovna a(oo) = 41,7 rad/s.

Pii simulaci vyjdeme z parametrii skutecného stejnosmérného motoru: M, =13 Nm,
ny=500min"', Up=56V, I,=18A, R,=0,5Q, L,=6mH, J=0,026 kgm®. Vlastni
simulaci provedeme pro napéti u,, =30 V a moment zaté¢ze My =0 Nm. Déle musime také
stanovit konstantu motoru k= M, / I,,= 0,72 NmA™.
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Obr. 5.20-3: Prabéh uhlové rychlosti a proudu kotvy motoru v zavislosti na ¢ase
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5.21 Kombinacni logicky obvod

Sypky material se dopravuje pomoci pasového dopravniku do dvou zasobniku, viz
obr. 5.21-1. Rozdélovani materialu se provadi pomoci hraditka, které zavadi material vzdy
do zasobniku, ktery neni plny. Nejsou-li oba zasobniky plné, zavadi se material do prvniho
z nich. Po naplnéni obou zasobnikli se musi pasovy dopravnik automaticky zastavit.
Dispecer mtize pasovy dopravnik zastavit kdykoliv.

Navrhnéte a minimalizujte logickou funkci obvodu, ktery zajistuje popsanou ¢innost.
Realizujte ji pomoci prvkt NAND (negace logického soucinu) a NOR (negace logického
souctu).

Obr. 5.21-1: Princip plnéni zasobniku

Pokud neni uvedeno pfedem, musime nejprve vstupnim a vystupnim logickym veli¢indm
ptifadit konkrétni fyzikalni vyznam (tzv. vyrokovy kalkul). Vstupni a vystupni veliiny
logického obvodu jsou znazornény na obr. 5.21-2.

)
A > ;
B R Logicky y
c s obvod Z
—

Obr. 5.21-2: K definici logického obvodu

Pro vstupni proménné plati

1 nad
A= { material 1. zasobniku je { 4 pozadovanou trovni
po

1 . . nad
B= { material 2. zasobniku je { pozadovanou trovni

0 pod
1 . L. zastavit (stop)
C= pozadavek dispecera je o
0 automaticky provoz
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a pro vystupni proménné

{ 1 ) { bézi
y= dopravnik .
0 stoji

zasobnik ¢.1

1
zZ= poloha hraditka
0 zasobnik ¢.2

Dale musime definovat logickou funkci. U¢inime tak pomoci tzv. pravdivostni tabulky,
ktera piedstavuje vycet kombinaci vstupnich proménnych a jim odpovidajicich hodnot
vystupnich proménnych. V pravdivostni tabulce (tab. 5.21-1) jsou oznaceny symbolem X
stavy, pro které je z hlediska funkce zafizeni lhostejné, zda konkrétni hodnota vystupni
proménné z bude 0 nebo 1. Konkrétni hodnotu zvolime pozdéji tak, aby vysla realizace co
nejjednodussi.

Tab. 5.21-1: Pravdivostni tabulka

A B C y z
0 0 0 1 1
1 0 0 1 0
0 1 0 1 1
1 1 0 0 X
0 0 1 0 X
1 0 1 0 X
0 1 1 0 X
1 1 1 0 X

Logicka funkce se d4 obecné vyjadfit (a také realizovat) riznymi zpusoby. Pokud nam
nezalezi na jeji slozitosti, napf. pii realizaci pomoci PLC automatu, mizeme jen dodefinovat
neurcité stavy a funkci realizovat pfimo z pravdivostni tabulky (finalni logicka funkce musi
byt jednoznacnd). Pokud vSak mame navrzenou funkci realizovat pomoci skute¢nych
soucastek (a jde-li ndm napf. i o cenu jeji realizace), je potfeba vyjadreni logické funkce
minimalizovat.

K minimalizaci vyjadteni logické funkce vyuzijeme tzv. Karnaughovu mapu. Nejprve
budeme logickou funkci realizovat pomoci hradel NAND.

N S— A B

onDafDDDG)
0 0 0 0 __)d X X E_

Obr. 5.21-3: Minimalizace logickych funkci pomoci Karnaughovy mapy

C
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Metoda je intuitivni, pokryvame v mapé co nejvetsi télesa (skupiny sousednich jednicek)
pomoci tzv. termi. Télesa se mohou piekryvat. Do télesa mizeme sdruzit jen 2" sousednich
prvki.

V nasem piipadé
y=BC+AC
z=A

V této fazi feSeni jsme jednoznacné urcili, pro které kombinace vstupnich proménnych
nabyva funkce z hodnotu 1 a pro které 0. Pfi této volbé bude hraditko nastaveno vzdy tak,
aby bylo pfipraveno plnéni preferovaného zasobniku ¢islo 1 vzdy, pokud neni naplnén, a to
i v pfipadé¢ zasahu dispecera.

Tab. 5.21-2: Doplnéna pravdivostni tabulka

A B C y z
0 0 0 1 1
1 0 0 1 0
0 1 0 1 1
1 1 0 0 0
0 0 1 0 1
1 0 1 0 0
0 1 1 0 1
1 1 1 0 0
B

[lo o]

Obr. 5.21-4: Doplnéna mapa

C

Pov§imnéme si, jak je vyjadien nadfazeny pozadavek dispecera v soucinovém tvaru
funkce. K tpravam logickych vyrazli pouzivame zakladni pravidla Booleovy dvouhodnotové
algebry.

y=BC+AC=(B+A)C

Uvedenym zptsobem jsme ziskali vyjadieni logické funkce ve tvaru souctu soucind,

ktery je vhodny pro jednoduchou realizaci pomoci prvki NAND ve dvou tirovnich.

Pro realizaci logické funkce pomoci prvkit NOR je naopak vhodné jeji vyjadieni ve
tvaru soucinu souctd. V tomto piipadé postupujeme podobné, pouze stim rozdilem, ze
v Karnaughové mapé pokryvame skupiny nul misto skupin jednicek.
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N S— A 2

1|1 |[o]] 1 1(0__)(]1
[0000]CX@_XJX

Obr. 5.21-5: Minimalizace logickych funkci

Vyjadieni obou logickych funkci v tomto piipadé je
y=C+AB
z=A
a provedeme-li upravu pomoci de Morganova zdkona
y=C+AB=C(A+B)
z=A

Konkrétni tvar funkce z nabyva tvaru na obr. 5.21-6

B
z A —
1|0 0|1
C1'0 0|1

Obr. 5.21-6: Doplnéna mapa

I tentokrat jsme obdrzeli stejny konkrétni tvar funkce. Hraditko bude tedy i v tomto
piipad¢ pfipraveno k plnéni preferovaného zasobniku ¢islo 1 vzdy, neni-li naplnén.

Ob¢ realizace logického obvodu je mozné jednoduse simulovat v prostiedi Simulink.
V simula¢nim schématu na obr. 5.21-7 jsou uvedeny tfi realizace logické funkce, pomoci
prvki NAND a NOR (podle zadani), navic jest¢ pro ilustraci realizace tfeti, pomoci
pravdivostni tabulky. VSechny realizace jsou z hlediska vnéjsiho chovani identické.

Generovani vstupnich logickych proménnych A, B a C zajistime prostiednictvim bloka
Pulse Generator, ve kterych je nutné zménit parametr Pulse type z ptivodniho Time based
na Sample based. Dale zménime nastaveni parametru Pulse width (number of samples)
z puvodnich 50 na 1 a parametru Sample time — pro proménnou A na hodnotu 1, pro
proménnou B na 2 a pro C na 4. Prub¢h takto definovanych proménnych je na obr. 5.21-8.

Pro piehlednost je v simula¢nim schéma na obr. 5.21-7 vytvofena specialni sbérnice pro
jednotlivé vstupni proménné a jejich negace, napf. pro proménnou A je jeji negace oznacena
jako nA.
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W logicka_funkce E]

File Edit ¥iew Simulation Format Tools Help
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Eﬂ nA ﬂﬂ nB Eﬂ nc
£l |
A 3 .
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4;.;,;} | NAND g
B
T
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| NOR M,
“| NOR
» :IConvenl—b [E;E] _,IE:
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fwor] | [wor] | [wor]
| E— | |
Ready 100% VariableStepDiscrete

Obr. 5.21-7: Simulace kombinaéniho logického obvodu

Bloky pro realizaci logickych funkci NAND a NOR vytvoiime vloZzenim univerzalniho
bloku Logical Operator, ve kterém zvolime pfislusny typ operatoru. V piipadé realizace
pomoci pravdivostni tabulky vyuzijeme pro definovani této tabulky blok Combinatorial
Logic. Datovy typ vstupnich veli€in (jsou sdruzeny do vektorového spoje) musime zmenit
(je pozadovan typ Boolean) pomoci bloku Convert. Volbu typu mizeme prostfednictvim
tohoto bloku provadét zcela automaticky, podle pozadovaného typu na vystupu bloku, tedy
podle typu, ktery je pozadovan na vstupu bloku nasledujiciho (zde Combinatorial Logic).
V bloku staci nastavit parametr Qutput data type mode na Inherit via back propagation.
Zobrazeni vsech sledovanych proménnych provedeme pomoci standardniho zobrazovace
Scope, pouze zménime pocet jeho os (parametr Number of axes); blok bude nasledné mit
tomu odpovidajici pocet vstupu.
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| Bl Scopet M=%
SBH LLL ARE B A =

A ... obsah zasobniku1  4=1 (plny), 8=0 (prazdny)

R

B ... obsah zasobniku2  B=1 [plny), B=0 (prazdny)

C ... pozadavek dispecera  C=1 [stop), C=0 [automaticky provoz)

... cinnost dopravniku  y=1 (dopravnik bezi), y=0 (dopravnik stoji)

2 ... poloha hraditka  2=1 (zasobnik 1), 2=0 (zasobnik 2)

Obr. 5.21-8: Prlbéhy vSech sledovanych veli¢in
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6 Priklady z oblasti teorie
automatického rizeni

V kapitolach 5.8 az 5.20 byly uvedeny konkrétni feSené priklady zaméfené piedevsim na
techniky sestavovani matematickych modelti pomoci analytické identifikace, tedy pomoci
tzv. matematicko-fyzikalni analyzy. Byly vylozeny zékladni pfistupy umoznujici sestaveni
simula¢nich model dynamickych systému v prosttedi MATLAB — Simulink.

V nasledujicich kapitolach je uvedeno nékolik tuloh, které jsou orientovany na oblast
teorie automatického fizeni. V prostiedi Simulinku jsou ndzornym zpisobem vytvareny
modely uzavieného regulacniho obvodu. Ten se sklad4 ze dvou zékladnich ¢asti — regulované
soustavy a regulatoru. Pozornost je vénovana zejména moznostem realizace spojit¢ho PID
regulatoru. Jsou uvedeny i jiné implementace samotného PID algoritmu a nékteré jeho
nejpouzivanéj§i modifikace. Regulovand soustava je modelovana na zéklad¢ piislusné
diferencialni rovnice, jejiz feSeni muze byt realizovdno pomoci metody snizovani fadu
derivace ¢i metody postupné integrace, nebo na zakladé obrazového prenosu. Modelovani
dynamickych systémil na zaklad¢ jejich diferencialniho popisu bylo podrobné popsano jiz
v kapitolach 2, 3 a 4. Ve strucnosti jsou uvedeny i nékteré klasické piistupy vedouci
k nazeleni optimalnich parametrd regulatoru.

Dale jsou také zafazeny i ulohy, ve kterych jsou k vlastni regulaci modelovaného
technologického procesu pouzity nespojité (dvoupolohové a tiipolohové) resp. Cislicové
(PSD) regulatory. VSechny feSené piiklady byly opét voleny tak, aby byly pfimo vyuzitelné
pfi vyuce, zejména v pfedmétech zamétenych na automatizaci a fidici techniku.

V zavéru kapitoly jsou na konkrétnim piikladé zformulovany a prakticky realizovany
zékladni techniky pro numerickou optimalizaci dynamické funkce ur€ené svymi parametry.
Je ilustrovédna jednoducha, ale ptresto velmi uzitecna aplikace MATLABu, ktera umoziuje
velmi efektivné podle zvoleného kritéria naleznout napf. optimalni parametry regulatoru.
Jako ptiklad je uvedena tiloha optimalizace parametrii Cislicového regulatoru (spojité popsany
proces je fizen diskrétnim regulatorem) se zvolenym kvadratickym kritériem s penalizaci
akénich zasah. Ulohu je samoziejm& mozné fesit i analyticky. To je viak velmi pracné.
Iteracni simulac¢ni vypocet naopak tuto ulohu fesi velmi jednoduse, a to bez pouziti obtiznych
matematickych postupti, s minimalnim teoretickym vybavenim. Problémem navic neni ani

vvvvvv

komplikovanému kritériu, ktera by analytické feSeni zcela znemoznila.

Soubory s modely a skripty, pomoci nichz jsou tllohy uvedené v nasledujicich odstavcich
v prostfedi MATLAB — Simulink feSeny, jsou opét dostupné na ptilozeném datovém nosici.
Ptehled nazva v pfislusné kapitole pouzitych souborti je uveden v ptiloze B.
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6.1 Prechodové charakteristiky dynamickych systém
1. Fadu

Abychom mohli sestavit model néjakého dynamického systému v Simulinku, je nutné
se nejdiive zabyvat diferencidlnim popisem tohoto systému. Pomoci matematicko-fyzikalni
analyzy tedy obvykle hledame diferencidlni rovnici, ktera by vhodné popisovala dynamiku

realného fyzikalniho systému.
u(@) (@)
—’l Gs(s) —

Obr. 6.1-1: Dynamicky systém

Chovéani dynamického systému 1. fadu na obr. 6.1-1 (n€kdy oznacovaného jako systém
se zpozdénim ¢i setrvacnosti 1. fadu pfip. jako setrvacny ¢len 1. fadu) je popsano nejcastéji
diferencialni rovnici

Ty'(t)+ y(1) = Ku(t)

kde K je zesileni a T ¢asova konstanta systému, piipadné pomoci odpovidajiciho obrazového
pienosu ve tvaru

K
G5(5) Ts+1
Uvedena diferencialni rovnice miize popisovat napt. linedrni elektricky obvod obsahujici
jediny kapacitor nebo induktor, viz obr. 6.1-2 a 6.1-3. Podobné dynamické systémy, at’ jiz
elektrické, mechanické, pneumatické nebo hydraulické, se pak oznacuji také jako systémy
s jednim akumulatorem energie (kondenzator s kapacitou C resp. civka s indukénosti L)
nebo jako jednokapacitni systémy.

R i
—>
upr
u C Uc=1u,
o & o]

Obr. 6.1-2: Elektricky obvod — RC ¢&lanek

Ukazme nyni, jakym zptisobem 1ze odvodit diferencialni rovnici konkrétniho systému,
v tomto pfipadé jednoduchého elektrického obvodu (RC ¢lanku) na obr. 6.1-2. Vyjdeme ze
zakladnich vztahd pro stfidavé napéti a proud

up=Ri
. du,
A
Podle druhého Kirchhoffova zdkona musi v kazdém okamziku platit

U =up+u,
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Postupnym dosazovanim za napéti uz (z Ohmova zadkona) a nasledné za proud i obdrzime
nasledujici diferencialni rovnici

u, =RC%+M2

Tuto rovnici miizeme formaln¢ prepsat do tvaru
RCuy (1) +uy(1) = u (1)

a pomoci Laplaceovy transformace (zakladni vzorce jsou v piiloze A) ji pfevést na funkci
operatoru s

RC s U,(s)+U,(s)=U,(s)
Pfenos dynamického systému je definovan jako pomér Laplaceova obrazu vystupni
veli¢iny k Laplaceové obrazu vstupni veli¢iny pii nulovych pocate¢nich podminkach
_U(s) 1K
U(s) RCs+1 Ts+1

G(s)

kde K =1 je zesileni systému a 7= RC je jeho ¢asova konstanta.

L

i
(e LY YN > ]
— >
up
Uy R Up = Uy
(e \°]

Obr. 6.1-3: Elektricky obvod — LR &lanek

Obdobnym zptisobem lze odvodit diferencialni rovnici a pienos elektrického obvodu na
obr. 6.1-3. Nejprve opét vyjdeme ze zékladnich vztaht pro napéti a proud v obvodu

uL :LE

i= Ug _ U,
R R
Dosazenim do rovnice pro napéti v obvodu lze postupné psat

di
u, :uL—i-uz:LE+u2

L du,
u=——>4u,

R dt

Uvedenou diferencialni rovnici mtizeme dale formalné prepsat do tvaru
L,
2 uy (1) + 1y (1) =y (2)
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Pfenos systému lze po provedeni Laplaceovy transformace a elementarnich Gpravach
zapsat jako
Uy(s) 1 K
U(s) L Ts+1

G(s) =
s+1
kde K =1 je zesileni systtmu a 7= L/R je jeho casova konstanta.

Oba elektrické obvody (obr. 6.1-2 a 6.1-3) Ize tedy popsat prostfednictvim stejné
diferencialni rovnice resp. stejného obrazového pienosu. Vlastni dynamika konkrétniho
systému je urcena jeho statickym zesilenim K a ¢asovou konstantou 7' (realnd nenulova
Cisla), viz také obr. 6.1-4.

Pi‘'echodova charakteristika /(f) dynamického systému je obecné reakce dynamického
systému vybuzeného z klidu (nulové pocéatecni podminky) jednotkovou skokovou zménou
vstupniho (budiciho) signalu. Jeji Laplacetiv obraz je

1
H(s) = Gg(s) S

a konkrétné pro systém 1. fadu

H(s)=

1
K 1 g 1T
Ts+1 s n

Zpétnou Laplaceovou transformaci, s vyuzitim slovniku korespondenci v pfiloze A,
ziskame jeji analytické vyjadieni v ¢asové oblasti (tzv. pfechodovou funkci)

t

h(t)=K (1-e T)n()

Mozny prabéh prechodové funkce je na obr. 6.1-4. VySe uvedeny popis odpovida

nejcastéjsi situaci ryze dynamického statického systému. Je stabilni pro 7> 0.

Obr. 6.1-4: Pfechodova charakteristika systému 1. fadu

Nasim tkolem je nyni simulovat pfechodovou charakteristiku popsaného dynamického
systému a sledovat vliv jednotlivych parametrti na jeji prub¢eh.
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Prikladem realizace simula¢niho modelu dynamického systému prvniho fadu je simulacni
schéma na obr. 6.1-5. Simula¢ni model mize slouzit k simulaci libovolné reakce tohoto
dynamického systému. Specidlné vSak pro simulaci prechodové charakteristiky nastavime
nulové pocatecni podminky pouzitého integratoru a za budici signal u(f) zvolime jednotkovy
skok. Parametry systému definujeme pomoci hodnot zesileni piislusnych zesilovact.
Pomoci zobrazovace (Scope) mizeme po provedeni simulace sledovat pritbéh prechodové
charakteristiky y(¢) = h(?).

i] 'h_pirvniho_iradl.li

- B (=1 % |

File Edit Yiew Simulation Format Tools Help

DEE&S| » B

C o= At |22 > W Tmax

beb

> E:]

h(t)

Ready 100% [

[T=0.00

lode4s /Al

Obr. 6.1-5: Simulace pfechodové charakteristiky systému 1. fadu

@ Editor - C:\Program Files\MATLAB\R2006a\work\h_prvniho_radu_s.m

SEX

File Edit Text Go Cell Tools Debug Deskiop Window Help

N A X

Dl {RRo oS Aesdf Q8| BRE BB | sekee |

EIR)

L' J= IS Y- N Y S I R

e = e =
N e W N RO

18

o

a W

Varianta:

a

a

clear all, close all, clc
% Pole parametru simulace

Prechodova charakteristika dynamickeho systemu 1.
simulace nekolika prubehu prechodove charakteristiky
pro ruzne hodnoty jeho parametru

radu

K=3.5;
T=0.5;

% staticke zesileni

PO=K; Krok=0.5; Pocet=5; Q=0;
%P0=T: Krok=0.2: Pocet=5; Q=1;

%

5

% casova konstanta (T ruzne od nuly,
% Vyber prislusne variace parawetru systemu

variace parametru K
variace parametru T

5 NASTAVENL DALGIMETLUN STSTEIU o onssnsos oo nsos s v ot o o o0 o 5000 0 5 00 0 0.0 50 00 0 00 00 0. 000 0 0 00 2000 00

% (znak % blokuje provedeni prikazu uvedenych za nim az do konce radku)

Trax=8;

% Konec pole parametru simulace

h_prvniho_radu
for P=P0:Krok:PO+Krok?* (Pocet-1)

switch Q
case 0, K=P;
otherwise, T=P:
end

sim('h_prvniho_radu')
plotit,h(:,2), 'LineWidth',2)
hold on

spause

end % konec cyklu

grid on

xlabel('t [s]'), ylabel('h(t)')

%

maximalni doba simulace

aew

a

ww e

aa

e

a

script

otevre okno se simulacnim schematem
zacatek cyklu s menicim se parawetrem
prirazeni podle priznaku vybrane variace

spousti simulaci "h_prvniho_radu.mdl”
vykresleni prechodove charakteristiky
waozni vykreslovani do stejneho okna
preruseni po vykresleni jedne krivky

(pokracovani libovolnou klavesou)
vykresleni mrizky
popis os

[tn 31

Col 44

Obr. 6.1-6: Skript pro fizeni vypoctu
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V uvedeném schématu ukladame navic ¢asovy prubéh /(f) a odpovidajici ¢as ¢ pomoci
bloku Scope do pracovniho prostoru MATLABu. Duvodem je moznost dal$iho zpracovani
numerické informace o prubéhu prechodové charakteristiky. Napf. 1ze pribéh ptechodové
funkce zobrazit do grafu a po pfipadné editaci jej prenést do textového editoru.

Skript na obr. 6.1-6 fesi jednoduchym zplisobem ovladani vypoctu a vykresleni sité
prabéht prechodovych charakteristik odpovidajicich ménicimu se parametru systému. Pro
spolupraci skriptu a simula¢niho modelu museji byt oba soubory umistény v aktualnim
adresari. Struktura skriptu je zfejma z vepsanych komentari.

Figure 1 8= Figure 2 e
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~ File Edit View Insert Tools Deskiop Window Help ~
D& K RRAOS € 08 =50 D& LK RRAOS® € 08 =50
5 35 ——
e |
- 3 P
5
T " i s
4 /
L 5
74 5
‘W //
1
t T 05
D D
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 a5 4 45 5
tls] tis]

Obr. 6.1-7: Simulované pfechodové charakteristiky (variace parametrd Ka T)

Uvedena realizace (obr. 6.1-5) neni samoziejmé jedind mozna. Dal$i moznosti je simulace
tohoto dynamického systému na zakladé jeho obrazového pienosu. K tomu lze pouzit blok
Transfer Fen. Simulink umoziuje i simulaci pribéhu prechodové charakteristiky definované
pomoci analytické funkce (originalu ¢i pfedmétu pfechodové funkce). Funkci lze zapsat
v bloku Fcn, vektor ¢asu generujeme pomoci bloku Clock, viz obr. 6.1-8.

1~ h_prvniho_radu_realizace @@
File Edit View Simulation Format Tools Help
DeE& B 4[| > =35 Normal

J]

S =‘:II
u

K
T.s+1
Transfer Fcn

\/
O
V4

»

K*(1-exp(-u/T))

Clock Fen

Ready 100% ode4S

Obr. 6.1-8: Moznosti simulace pfechodové odezvy systému 1. fadu
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6.2 Prechodové charakteristiky dynamickych systém
2. fadu

Zabyvejme se podrobnéji dynamickymi systémy 2. fadu. Tyto systémy byvaji oznacovany
také jako setrvacné resp. kmitavé ¢leny 2. fadu. Predstaviteli téchto systému jsou obvody ¢i
zafizeni, ktera obsahuji dva akumulatory energie (obecné napt. dvojice kapacita-induk¢énost
nebo hmota-pruzina). Pfikladem takového systému mize byt RLC ¢lanek na obr. 6.2-1 nebo
sedacka fidice, jejiz zjednoduseny model byl podrobné popsan v kapitole 3.

R L
o { — ¢ o
i — o )
o ® o

Obr. 6.2-1: PFiklad systému 2. fadu — RLC ¢lanek

Chovani dynamického systému 2. fadu 1ze popsat diferencialni rovnici ve tvaru

ay y"(0) + ay y'(2) + ag () = by u"(2) + by u'(2) + bo u(?)

Z podminky fyzikalni realizovatelnosti systému musi byt stupen nejvyssi derivace vystupni
veli¢iny y(f) vétsi nebo roven stupni nejvyssi derivace vstupni veli¢iny u(f). Budeme-1i dale
uvazovat ryze dynamicky proporciondlni systém (b, = b; = 0), nabude diferencialni rovnice
tvaru
a y"(t) + @, y'(2) + ao (1) = bo u(?)
Uvedenou diferencialni rovnici mizeme pii nulovych pocatecnich podminkach, pouzitim
pravidel Laplaceovy transformace (pfiloha A), transformovat a nasledné vyjadrit obrazovy

prenos systému

b
_ 0
GS(S) - 2
a,s”+a;s+a,

Penos Ize dale postupné upravovat

by
a, K K _ p(s)
NN ~ )
2624 0641 S S s +2§L+1 9
a, a, o, o,

kde K = by/ ay je statické zesileni systému, £ je jeho pomérné (relativni) tlumenia @, =1/T
je prirozena (vlastni) frekvence netlumeného systému, viz také obr. 6.2-2.

Laplacetv obraz pfechodové charakteristiky systému je obecné roven

H()=G5()~
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a v piipadé popisovaného systému 2. fadu pak

K l_ p(s) 1
. - -
s s s q(s) s

n n

H(s) =

Odezva systému je charakterizovana kotfeny polynomu ¢(s) ve jmenovateli pienosu H(s),
které jsou oznacovany jako tzv. pély pienosu. Poznamenejme, Ze kofeny polynomu Citatele
p(s) se oznacuji jako tzv. nuly pfenosu; v nasSem piipadeé je ale v Citateli pouze konstanta.

Polynom ve jmenovateli pfenosu g(s) se nazyva charakteristicky polynom a pokud je
q(s) = 0, hovotime o charakteristické rovnici. Upravime-li ddle pfenos systému do tvaru
o _P©)

G.(s)=K 1 =
() s2+2§a)ns+a)§ q(s)

je pak jeho charakteristicka rovnice
q(s)=s"+2l0,5+ > =0
Charakteristickou rovnici lze vyjadfit jako soucin kofenovych Cinitelt
st + 2fw,s + coj =(s—5)(s—5,)

a pro relativni tlumeni £ < 1 urcit oba kofeny této rovnice
@, *jo1- éw, T jo,

kde w, = w,/1- & je tzv. ptirozena frekvence tlumeného systému.
Obraz piechodové charakteristiky H(s) mizeme s ohledem na uvedené vyjadrit
o,

S(s+Eo, — jop1-E2) (s + o, + jop1- &)

Je ziejmé, Ze ke kofentim charakteristické rovnice systému s a s, pfibude jesté navic kofen
treti s3 = 0.

H(s)=K

Pomoci zpétné Laplaceovy transformace, s vyuzitim véty o reziduich [14, 15], 1ze nyni
vyjadfit pfechodovou funkci v ¢asové oblasti

w2
i=K| ——2—— +
® [sz + 28w, s + a)f 10

0)2

—1 — 2
+2Re n e_‘f“’n’e Jogy1=67)1

s(s+ém, _jwn\/l - 52) s==w, —jo, 1-&*
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1 . J1-¢&

h(t)=KJ{1- e ' sin| (w,1- &)t + arctg—§ n(t)
J1-&2 ¢

Nézorna grafickd interpretace parametri kmitavého proporcionalniho systému 2. fadu je

na obr. 6.2-2. S ohledem na vySe uvedené souvislosti 1ze pfechodovou funkci v zavislosti
na Case zjednodusené zapsat

h(t)=K[1-Ce “ sin(a, t +y)] n(t)

kde & je tzv. absolutni tlumeni a dale plati, ze

1— 2
a)rza)nwll—2§2, wzarctg%z fé = arccos &

Na obr. 6.2-2 jsou zakresleny zakladni polohy pola v zavislosti na relativnim tlumeni &
Diskutujme nyni vliv jejich polohy na pribéh odezvy systému. Budeme piedpokladat, ze
systém je stabilni, tj. Ze v§echny jeho poly lezi v levé poloroviné komplexni roviny.

Lk
N

pOly pro .
0>&>11

dvojnasobny |, \ w, = o,\1-&*
polpro &=1|" K \
% -
Re

poély pro
£=0

poly pro
s>1

Obr. 6.2-2: Geometricka interpretace parametrd a rozlozeni poli systému druhého fadu
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Zkoumejme nejprve vliv absolutniho tlumeni ¢, nékdy také oznacovaného jako stupen
stability, ktery vyjadiuje vzdalenost dvojice komplexné sdruzenych poli od imaginarni osy.
Pomoci jednoduchého skriptu (obr. 6.2-3), pouze s vyuzitim zakladnich piikazi MATLABu,
definujeme tfi dvojice polu tak, aby mély vzdy stejnou realnou ¢ast (tj. absolutni tlumeni)
a rozdilnou ¢ast komplexni.

E Editor - C:\Program Files\MATLAB\R2006a\work\h_druheho_radu_s.m Q@
File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help N ax
NEH|{aEoc |8 Aaeasr |0 BRE BH|| =1
ik %
2 % Prechodova charakteristika dynamickeho systemu 2. radu
3 % Varianta: simulace nekolika prubehu prechodove charakteristiky
4 % pro ruzne hodnoty parametru
) %
= clear all, close all, clc
7
8 - Twax=5; N=3:
9 - ReP=-1; InP=5; K=2; dReP=0.2; dImP=1.5;
10 = c=['r' 'g' 'b' 'm' ‘'y' 'c']; ne=length(c):
11
12j= for I=1:N
13 - W=TrmP+(I-1) *dTmP;
14 - A=conv([1 -ReP+i*W],[1 -ReP-1i*W]):;
15 = B=K*A(end):
161 = sim('h_druheho_radu')
17 - figure (1), plot(t,h(:,2),c(mwod((I-1),nc)+1), 'LineWidch',2), hold on
18 - figure(2), plot(ReP, [V -W], [c(mod((I-1),nc)+1) 'x'], ...
19 = 'MarkerSize', 13, 'LinelWidth',2), hold on
20 - end
21 - W=exp(t/ReP) *sqrt (1+({1/ReP/InP)~2); h1=K* (1-U'}); h2=K* (141"} ;
22 - figure(l), plot(t,hl,'k',t,h2,'k', 'LineWidth',2), grid on
23 - xlabel('t [s]'), ylabel('h(t)')
24 = figure(2), axis([ReP-0.2 0 -ImP-N*dInP ImP+N*dImP]), grid on
2:5] = xlabel ('\bEf Re'), ylabel('‘\bf Im')
26
27 - ReP=-0.4:
28 - for I=1:N
29 - Q=ReP-(I-1) *dReP;
30 = Ad=conv ([l -Q+i*InP], [1 -Q-i*ImP]);
34 = B=K*A(end);
A2 = sim('h_druheho_radu')
33l = figure(3), plot(t,h{:,2),c(mod((I-1),nc)+1), LineWidch',2), hold on
34 - figure(4), plot(Q, [-InP ImP], [c(mod({(I-1),nc)+1) 'x'],
351 = 'MarkerSize', 13, 'LinelWidch',2), hold on
36 - end
37 - figure(3), grid on
38 = xlabel('t [s]'), vlabel('h(t)')
39 - figure(4), axis([ReP-N*dReP 0 -ImP-dIwP ImP+dInP]), grid on
40 - xlabel('\bf Re'), ylabel('\bf Im')
script Ln 40 Col 46

Obr. 6.2-3: Skript pro fizeni vypoctu

Konkrétni rozlozeni zvolenych poli je na obr. 6.2-5. Skript umoziiuje jednoduchou
zménou parametrti N, ReP, ImP, dImP a K ménit pocet dvojic komplexné sdruzenych pold,
velikost jejich realné slozky, pocatecni velikost imaginarni slozky a krok jeji zmény a také
zesileni soustavy. Nejprve je na zékladé definovanych polt charakteristické rovnice a zesileni
K sestaven odpovidajici pfenos. Simulace je pak provedena s vyuzitim jednoduchého modelu
na obr. 6.2-4. V bloku Transfer Fcn jsou nacitany vektory koeficientll pfenosu B a A.
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W h_druheho_radu M=
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
D eE& R <E = 122 > [Tmax
B(s)
A(s)
= Transfer Fen hit)
Ready 100% odedS

Obr. 6.2-4: Simulace pfechodové odezvy systému

Na obr. 6.2-5 jsou také uvedeny i prislusné prubéhy ptechodovych funkci. V grafu je
vykreslena navic obalova kiivka této sité charakteristik, jejiz vyjadreni je

2
ct)=K|1xe™ 1+(l]

@y

Pfipomenme, Ze absolutni tlumeni a je rovno realné ¢asti pola (ReP) a ptirozena frekvence
tlumeného systému @ je rovna ¢asti imaginarni (ImP), nebot’ s; , = —a + ja,.

Figure 1 B[] Figure 2 ==X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k] File Edit View Insert Tools Desktop Window Help b
Ded& hRAN® |« 08 =50 Ded& hRAM® |« 08 =50

3.5\ )

3 B

2ol [N ;
WY N

ol i AN XD .

.

05 /. =

ol

!

05 1 16| 2 25 ) 3.5 4 45 5 -1 08 06 04 -02 a
t[s] Re

Obr. 6.2-5: Pfechodové charakteristiky systému 2. fadu pfi stejném absolutnim tlumeni o

Pomoci skriptu na obr. 6.2-4 mizeme obdobnym zplisobem ménit naopak realnou slozku
poli pii zachovani slozky imaginarni (neboli pii zachovani pfirozené frekvence tlumeného
systému @y). Zménou parametri N, ReP, dReP, ImP Ize ménit pocet dvojic komplexné
sdruzenych poli, pocatecni velikost jejich realné slozky, krok jeji zmény a velikost slozky
imaginarni. Grafické znazornéni polohy poli a pfislusné prechodové charakteristiky jsou na
obr. 6.2-6. V tomto ptipad¢ plati, Ze vzdalenost dvou sousednich vrcholti kmitii pfechodové
charakteristiky je vidy stejna, tedy

2n

dw—

I, =
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Lze samoziejmé stanovit i maximum charakteristiky a jemu odpovidajici ¢as

Ta T

s
hy=K(l+e “)=K(1+e V"¢, 4 =TT

"oy w,1-&

V piipadé, kdy napf. volime s, , =—0,4 £ j5 (na obr. 6.2-6 dvojice komplexné sdruzenych
poli zcela vpravo) je maximum tomu odpovidajici prechodové charakteristiky %, =~ 3,56
v Case t, ~ 0,63 s.

Figure 3 @@ Figure 4 @@

File Edit View Insert Tools Deskiop Window Help ~ File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

Ded& hRANS® (€ 0B 8O0 Ded&E hRANS® (€ 0B 8O0

4

- |
AN 2
I\ / A

Im
o

1
0 05 1 & 2 25 ) 3.5 4 45 5 -1 09 08 07 06 05 -04 03 02 -01 a
t[s] Re

Obr. 6.2-6: Prechodové charakteristiky systému 2. Fadu pfi stejné frekvenci ay

Relativni tlumeni & uréuje velikost relativniho pifekmitu x (obr. 6.2-8). Konstantni hodnoté
relativniho tlumeni odpovidaji dvé poloptimky vedené z pocatku souradného systému, které
sviraji se zapornou realnou poloosou uhel y (komplexni kofeny vzdy vystupuji v komplexné
sdruzenych dvojicich).

Pokud je thel w =45°, pak kruznice vedena dvojici navzajem komplexné sdruzenych
polu (o poloméru @y) prochazi zaroven i poc¢atkem soufadnic. Rezonanéni frekvence systému
@, bude v tomto pfipadé nulova. Tato situace nastane, budeme-li komplexné sdruzené poly
na obr. 6.2-2 posouvat z vychozi pozice (je zakreslena) smérem od pocatku.

K nazorné ilustraci problematiky lze vyuzit skript na obr. 6.2-7. K simulaci pouzijeme
opét jednoduchy model na obr. 6.2-4. Ve skriptu lze zménou parametrd N, ReP, ImP, p, mp
meénit pocet dvojic komplexné sdruzenych poll, pocatecni velikost jejich redlné a imaginarni
slozky a koeficienty jejich zmény. Grafické znazornéni polohy poli a pfislusné prechodové
charakteristiky jsou na obr. 6.2-8. Je zfejmé, ze vSechny ptfechodové charakteristiky maji
stejn¢ velky relativni pfekmit, dochédzi pouze ke zméné Casového mefitka.
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‘& Editor - C:\Program Files\MATLAB\R2006a\work\h_druheho_radu_ksi.m M=%
File Edit Text Go Cel Tools Debug Desktop ‘Window Help ‘l\? X

DEH| aBo o |Ghess AR ARDRR|[-. | @)

Prechodova charakteristika dynamickeho systemu 2. radu
% Varianta: simulace nekolika prubehu prechodove charakteristiky
% pri stejnem relativnim tlumeni

= clear all, close all, clc

= Twax=3; N=4; p=1; np=1.7;
= ReP=-1; ImP=3; K=2:

W o -Jo ;s W N
e

10 - c=['r' 'g' 'B' 'm' 'y' 'e']; nc=length(c):

abik

12i= for I=1:N

1.3 = W=p* (ReP+i*InP); p=p*mp;

14 - A=conv ([l -W],[1 coni({-W)]):

il = B=K*i(end):

16 - sim('h_druheho_radu')

17 = figure(1), plot(t,h(:,2),ciwmod((I-1),nc)+1), LineWidch',2), hold on
1.8} = figure(2), plot(W,[c(mod(({I-1),nc)+1) 'x'],

19 - 'MarkerSize',13, 'LinelWidth',2), hold on

201 1= figure(2), ploticonj (W), [c(wod({(I-1),nc)+1) 'x'],

21 ‘MarkerSize',13,'LineWidth',2)

22 - end

23 = kappa=max(h{:,2)):

24 - figure(l), plot([min(t) max(t)], [kappa kappa],'k--','Linelidth',2)
25 - grid on, xlabel{'t [s]'), ylabel('h(t)')

26 - figure(2), grid on, xlabel('‘\bf Re'), ylabel('‘\bf Im')

| seript [tn 26 col 85 [Ovi

Obr. 6.2-7: Skript pro vykresleni charakteristik pfi stejném relativnim tlumeni &

B Figure 1 o |EFieue2 =%
Ele Edt Wiew Insert Tools Desktop MWindow Help - Ele Edt Wiew Insert Tools Deskiop MWindow Help =
Dedae h Q09 € 08/ 85O0 Dedae hRQAOe9 € 08 85O0

3 15

NN, 0

/&7\/ (e K

2.5 {
i

K
5
‘!/ / X
05 W 10
0 -15 X
i 05 1 15 7} 25 3 5 45 4 a5 3 25 2 15 A

t[s] Re

Obr. 6.2-8: Pfechodové charakteristiky systému 2. fadu pfi stejném relativnim tlumeni &
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6.3 Konstrukce dynamickych charakteristik systému
s vyuzitim Control System Toolboxu

Rozsitujici modul MATLABu Control System Toolbox poskytuje znané mnoZzstvi
ptikazl pro teorii automatického fizeni (vice help control). Funkce z oblasti analyzy a navrhu
fidicich systému jsou zaloZeny nejen na klasickém popisu pomoci pienost, ale 1 na popisu
systémil ve stavovém prostoru. Toolbox zavadi také tzv. linearni Casové invariantni objekty
(LTI, coz jsou struktury popisujici jednorozmérové i mnoharozmeérové linearni systémy.

Z diivodu omezeného rozsahu tohoto textu, neni samozfejmé mozné popsat vSechny
dostupné piikazy Control System Toolboxu. Uved'me tedy pouze nékolik nejdilezitéjsich
ptikazli, pomoci kterych lze vytvofit jednoduchy skript pro vykreslovani dynamickych
charakteristik systému libovolného fadu. Za dynamické charakteristiky systému povazujeme
charakteristiky prechodové, vahové a frekvencni. Konkrétni systém budeme definovat
pomoci obrazového prenosu, nejprve zadanim pitislusnych koeficientd, pozd¢ji definovanim
poli a nul.

Dynamicky systém n-tého fadu je obvykle popsan linearni diferencialni rovnici
s konstantnimi koeficienty, obecné ve tvaru
an " O+ a Y+ @y () ag )(8) = by tl™ () + ... + by ! (B) + bo u(f)

Z podminky fyzikalni realizovatelnosti systému musi byt m <n, tj. stupen nejvyssi
derivace vystupni veliéiny musi byt vét§i nebo roven stupni nejvyssi derivace vstupni
veli¢iny. Obrazovy pfenos systému je definovan jako pomér Laplaceova obrazu vystupni
veli¢iny k Laplaceové obrazu vstupni veli¢iny pii nulovych pocateénich podminkach. Jak
jiz bylo feceno v kapitole 3, diferencialni rovnici miizeme pouzitim pravidel Laplaceovy
transformace pfi splnéni vyse uvedenych podminek transformovat do tvaru

[ays" +ap 8"+ ..+ ays+ag] Y(s) = [bs™ + ...+ bys + by] U(s)

Obrazovy pienos systému je tedy

Y(s) b,s" +..+bs+b,
U(s) a,8"+...+a,s+a,

Gs(s)=

Prenos systému l1ze v MATLABu definovat pomoci piikazu tf. Ozna¢me dale polynom
Citatele prenosu B(s) a polynom jmenovatele (charakteristicky) A(s). Piikaz zapiSeme ve tvaru
Gs =tf(B,A).

Pokud polynomy B(s) a A(s) rozlozime na kofenové Cinitele, 1ze pfenos systému zapsat
ve tvaru
b, (s—5,)(5—8p,)...(s—5
GS(S): m( bl)( h2) ( bm)
a, (S - Sal)(s - SuZ)"'(S - Szm)

kde sp1, Spo, ---» Spm jSOU kofeny Citatele (nuly) a s, S, --., Sa, jsOU kofeny jmenovatele (poly).
Zesileni systému je dano pomérem b,,/a,.
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Editor - C:\Program Files\MATLAB\R200 6a\work\dynamicke_charakteristiky.m g@ X
File Edit Text Go Cell Tools Debug Deskiop Window Help 32 x
D HE | {BRo e &G e F | S8 BRE DA s | |8~
uk %
2 % Dynamicke charakteristiky systemu n-teho radu
3 %
4 - clear all, close all, clc, format compact
5
6 - 2=-0.6; P=[-0.5+3qrt(3)/2%i -0.5-sqrt(3)/2*%i -1.5 -3]; K=12;
7 - Gsil=zpk(Z,P,K)
8 - [B1,A1]=tfdata(Gsl,'v')
9 - Kl=dcgain(Gsl)
10 - Gsi=tf(B1,A1)
alal
12 - 2=0.6; P=[-1 -0.4 -0.4]; K=0.7;
13 - Gs2=zpk(Z,P,K)
14 - [B2z,Az]=tfdata(Gs2,'v')
15 - KZ=dcgain(Gs2)
16 - Gs2=tf(B2,A2)
17
18 - figure, pznap(Gsl,Gs2), grid on
19 - figure, step(Gsl1l,Gs2), grid on
20 = figure, impulse(Gsl1,Gs2), grid on
21 - figure, nyquist(Gsl1,Gs2), grid on
22 - figure, bode(Gs1,Gs2), grid on
| script Ln 22 Cal 31 |

Obr. 6.3-1: Skript pro vykresleni dynamickych charakteristik systému

Pro sestaveni obrazového pienosu ze zadanych nul (zeros), poli (poles) a zesileni (gain)
lze v MATLABu pouzit ptikaz zpk. Pfikaz zapiSeme ve tvaru Gs = zpk (Z, P, K). Pienos
vytvoreny ptikazem zpk je mozné pievést na pfenos s polynomy v Citateli a ve jmenovateli.
Pomoci piikazu [B, A] = tfdata (Gs,'v') nejprve tyto polynomy vypocteme a pomoci piikazu
tf z nich nasledné vytvofime obrazovy pienos. Ve skriptu na obr. 6.3-1 jsou takto postupné
definovany dva dynamické systémy, jejichZ pfenosy jsou uvedeny na obr. 6.3-2.

Obr. 6.3-2:

[Command Window [Command Window
Zero/pole/gain: Zero/pole/gain:
12 (s+0.6) 0.7 (s-0.86)
{(s+1.5) (s+3) (s*2 + s + 1} (s+1) (s+0.4)"2
Bl = B2 =
0 o u] 12.0000 7.2000 u) u) 0.7000 -0.4200
i1 = A2 =
1.0000 5.5000 10.0000 9.0000 4.5000 1.0000 1.8000 0.9600 0.1600
K1 = K2 =
1.6000 -2.6250
Transfer function: Transfer function:
12 3 + T2 0.7 8 - 0.42
34 4 5.5 @a™¥ & 10 :8%2 * 98 + 4.5 8*3 + 1.8 s8*2 + 0.96 s + 0.16
>> >> I

Definice pfenosu systému
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Pomoci ptikazu pzmap(Gs) mizeme prehledné zobrazit rozlozeni piedem definovanych
polt a nul v komplexni roviné. Pokud chceme zobrazit rozlozeni kofent vice systémd,
zapiseme piikaz ve tvaru pzmap(Gsl, Gs2, ...). Pdly pfenosu jsou vyznaceny kiizky, nuly
prenosu pak krouzky. Systémy lze navzajem odliSit pouZzitim riznych barev. Vysledny graf
(obr. 6.3-3) mizeme doplnit o legendu.

Figure 1 g@

File Edit “iew Insert Tools Desktop ‘Window Help >

DEEs QO E 08 5O

Pole-Zero Map
1.5 T T T T T T T T
093 Joar 0.78 064 046 024 ;
097 o N y X4
0.5 10 a0y
Lo
x
< ; ; ]
E ol --28 04 03
) ‘;
E i
= 05 _9.997‘: |
097 X!
118 Y
095 N gsT 078’ bed 048 024
1.5 1 - 'L I Ay < N 1
-3.5 -3 -25 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
Real Axis
Obr. 6.3-3: Rozlozeni polt a nul
Bl Figure 2 =Jokd
File Edit “iew Insert Tools Desktop ‘Window Help ~

DEES& QO E 08 5O

Step Response

Amplitude

i
4

Time (sec)

Obr. 6.3-4: Prechodové charakteristiky
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Figure 3 E]@

File Edit VYiew Insert Tools Desktop Window Help ~

PeEas yeam® e 08 =0

Impulse Response
1.5 T T T T T T T T T T

Amplitude

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Time (sec)

Obr. 6.3-5: Vahové (impulsni) charakteristiky

Prechodové charakteristiky (obr. 6.3-4) obou systému ziskdme zadanim piikazu step(Gs),
charakteristiky vahové (obr. 6.3-5) pak zadanim impulse(Gs). Vytvaieny skript doplnime
o zobrazeni frekvencnich charakteristik v Gaussové komplexni rovin€¢ a v logaritmickych
soutadnicich (obr. 6.3-6 az 6.3-8).

Figure 4 E]@

File Edit Yiew Insert Tools Desktop ‘Window Help N

DEEs s RQAOH®|E 08 5O

Nyquist Diagram
25 T T T

Imaginary Axis
=
i

-2.5 -
-3 -2 -1 0 1 2 3

Real Axis

Obr. 6.3-6: Frekvenéni charakteristiky v komplexni roviné
(vCetné vétvi pro zaporné frekvence)
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Frekvencni charakteristiku dynamického systému v komplexni roviné ziskame zadanim
piikazu nyquist (Gs) pripadné nyquist (Gs,{Wmin, Wmax}), chceme-li definovat rozsah
frekvenci (v rad/s). Charakteristika je vykreslena vcetné vétve pro zaporné frekvence, ktera
je soumérna podle realné osy s vétvi pro frekvence kladné, viz obr. 6.3-6.

Figure 4 E]@@

File Edit Yiew Insert Tools Desktop Window Help ~

PeEaE keaMs € 08 O

Nyquist Diagram

25 T T T
048 248

Imaginary Axis
=

25 -
iy 2 K 0 1 2 3

Real Axis

Obr. 6.3-7: Frekvenéni charakteristiky v komplexni roviné

Figure 5 g@@

File Edit Yiew Insert Tools Desktop Window Help ~

DEE& k@AM E 0 =0

Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phase (deg)

Frequency (Hz)

Obr. 6.3-8: Amplitudové a fazové frekvenéni charakteristiky
v logaritmickych soufadnicich
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Obdobné vykreslime i frekvencni charakteristiky v logaritmickych soufadnicich uvedené
na obr. 6.3-8, tj. amplitudovou a fazovou, které byvaji ¢asto ozna¢ovany jako tzv. BODEho
charakteristiky. K jejich zobrazeni pouzijeme piikaz bode(Gs) ¢i bode (Gs,{Wmin, Wmax}),
chceme-li definovat také frekvenéni rozsah.

4\ Property Editor: Bode Diagram Q@

Labels | Limts | Unts | style | options

Units
Frequency in Hz 'v‘ using |log scale |
Magnitude in dB v

Phase in degrees | v |

Obr. 6.3-9: Editor vlastnosti grafu

Prostfednictvim plovouciho menu, které je pfistupné po stisku pravého tlacitka mysi
nad plochou grafu, miizeme ménit vzhled vSech popisovanych charakteristik. Pokud napf.
nechceme zobrazit sdruzenou ¢ast frekvenéni charakteristiky v komplexni roving (obr. 6.3-6),
odznacime polozku plovouciho menu Show — Negative Frequencies. Vysledny prubéh je
uveden na obr. 6.3-7. V dialogovém okné (obr. 6.3-9), které je ptistupné zvolime-li polozku
Properties..., 1ze ménit popisky, rozsahy os, pouzité jednotky (v tomto pfipad¢ rad/s nebo
Hz), fonty apod.

Na z&vér poznamenejme, ze druhy definovany systém, na obr. 6.3-2 vlevo (je oznacen
indexem 2), je tzv. systém s neminimalni fazi. Tento systém ma nestabilni nulu (kofen
Citatele), tj. nulu v pravé poloroviné komplexni roviny, viz obr. 6.3-3. Charakter systému je
patrny i z pfechodové charakteristiky (obr. 6.3.4), z frekvenéni charakteristiky v komplexni
roviné (obr. 6.3-7) a zejména pak z fazové frekvenéni charakteristiky (obr. 6.3-8). Faze se
zde pro nizké frekvence blizi ke 180°, neni tedy minimalni (zaporna).

6.4 Frekvencni charakteristiky dynamickych systému
2. fadu

V teorii automatického fizeni se k posouzeni vlastnosti regulacnich obvodu i jejich
jednotlivych ¢lent nékdy pouzivaji tzv. frekvencni charakteristiky. Pokud na vstup systému
zavedeme harmonické kmity u(f) o urcité frekvenci, tak po urCité dobé nutné k utlumeni
prechodového déje vniknou na vystupu tohoto systému harmonické kmity y(f) se stejnou
frekvenci, ale obecné s jinou amplitudou a s fAzovym posunem. Utlumeni pfechodového
déje nastane vzdy, pokud je systém stabilni.

Jelikoz 1ze harmonicky pohyb znadzornit v komplexni roviné vektorem s konstantni
amplitudou, ktery se otac¢i v kladném smyslu (ve sméru hodinovych ruci¢ek) thlovou
rychlosti @, 1ze rovnici vstupnich kmitl zapsat ve tvaru
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u=uye”
a rovnici vystupnich kmitl

Y=y el(@t+e)
kde u a yo jsou amplitudy vstupnich a vystupnich kmit a ¢ je fdzovy posuv vystupnich
kmith vici vstupnim. S vyjimkou derivacnich ¢lenti (systému s neminimalni fazi) je ¢ <0,
tj. vystupni kmity jsou zpozdény za vstupnimi.

Vytvotime-li pomér vystupnich kmitd ke vstupnim, dostavame
G(jwy=2 =20 ¢lv
U u,

Komplexni funkce G(jw) udéava, jak se meéni vystupni kmity y(¢) co do amplitudy a faze
v zavislosti na frekvenci, udrzujeme-li amplitudu vstupnich kmitt konstantni. Modulem
funkce G(jw) je pomér amplitud vstupnich a vystupnich kmiti

|G@M=§=«@

0
a jejim argumentem je fazovy posuv
arg[G(jo)] = p(w)

Funkce G(jw) se nazyva frekvenéni prenos. Frekvencni pfenos ziskame také z prenosu
obrazového dosazenim za s = jw, tedy

b,jo)" +...+b(jo)+b,

G(jw) =
(@) a,(jo)" +...+a(jo)+a,

Vyrazy v Citateli a ve jmenovateli pfenosu G(jw) rozdélime na redlnou a imaginarni Cast,
takze bude

Gy = A+ IS (@)

c(w)+ jd(w)
kde
(@) =a,—a,0” +a, 0" —...
dw)=a,0-a,0 +as0° —...
e(®)=by—b, 0 +b,0* ...
f(@)y=bo-bo +bw —...
Jestlize citatele i jmenovatele pfenosu G(jw) vynasobime [c(@) — j d(®)], tedy vyrazem

komplexné sdruzenym (konjugovanym) ke jmenovateli pfenosu, muzeme G(jw) zapsat
pfimo jako komplexni ¢islo — ve slozkovém popf. v exponencialnim tvaru

G(jw) = P(@) + jO() = A(w)e””
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Z vyse uvedeného dale plyne, Ze
P(w) = A(®) cosp(w)
O(0) = A(w) sinp(w)

A(@) = P(0) + 0* ()

o(®) = arctg Q@)

P(w)
Pro jednotlivé slozky pfenosu G(j @) zavadime tyto nazvy:

P(w) —redlna cast frekvencni charakteristiky,
O(w) —imaginarni ¢ast frekvencni charakteristiky,
A(w) —amplitudova frekvenéni charakteristika,
@(w) —fazova frekvencni charakteristika.

Jak vlastni funkci G(jw), tak i funkce A(w) a ¢(w) 1ze znazornit graficky a nazyvame je
pak frekvenéni charakteristiky. Frekvencni charakteristika systému v komplexni rovin€ je
geometrické misto, které opiSe koncovy bod vektoru G(jw) v komplexni rovin€ pii zméné
frekvence vstupniho harmonického signalu v rozsahu —o < @ < +o0. Tato charakteristika se
nékdy oznacuje jako tzv. amplitudo-fazova a je téZ grafickym zobrazenim pienosu G(jw)
v komplexni roving. Vétev charakteristiky pro zaporné frekvence je soumérna podle realné
osy s vétvi pro frekvence kladné a zpravidla se neuvadi. (V MATLABu je ovSem tato vétev
implicitné vzdy vykreslovana.)

Amplitudovou A(w) a fazovou ¢(w) frekvencni charakteristiku je vhodné znazoriiovat
v logaritmickych soutadnicich. Z toho divodu jsou cCasto tyto charakteristiky oznaovany
jako logaritmické frekven¢ni charakteristiky. U amplitudové charakteristiky byva zvykem
vynaset absolutni hodnotu (modul) velikosti pfenosu v decibelech. Hodnotu néjaké veli¢iny
v decibelech [db] vypodteme jako dvacetinasobek dekadického logaritmu této veli¢iny. Na
logaritmické stupnici pro frekvenci @ nazyvame interval mezi urcitou frekvenci a jejim
desetinasobkem dekadou. V praxi se Casto pfesné charakteristiky nahrazuji asymptotami.
U asymptot pak hovotime o poklesu resp. vzriistu vztazeném pravé na dekadu.

V dal$im textu se omezime na stabilni kmitavé systémy 2. fadu. Budeme uvazovat
pienos ve tvaru

2
,

n

G.(iw)=K
U =K oy v 22w jor o

ktery ziskame z obrazového ptenosu uvedeného v kapitole 6.2 dosazenim za s = jw. Pienos
1ze dale upravit

> 1

G.(jo)=K n -K
s(10) (@ - +2b0,0  (-@°)+ 2w

kde @ = w/w, je tzv. normalizovana frekvence.
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Z uvedeného pienosu vypoéteme amplitudo-fazovou frekvenéni charakteristiku
1-a? . 2la@

G(jo)=K —-ijK
s() (I—a?Y +480° 1 (—a°) +48%0°

a logaritmickou amplitudovou charakteristiku

20 log A(w) =20 log K —20 log\/(l —@’) +4&w =
=201logK —10log[(1-@*)* +4&°w?]
Presny pribéh charakteristiky nahradime asymptotami. Rovnice prvni asymptoty pro
o—0je

20 log A(w) =20 1log K —10log 1=20 log K
Rovnice druhé asymptoty pro @ — o, kdy ziejmé [(1-@*)* +4&%@* | > @', je
20 log A(w) ~ 20 log K —10 logaw®* =20 log K — 40 log@

Pro zakresleni piesnych charakteristik je nutné znat chybu, které se dopoustime pfi
nahradé asymptotami. Chyba je zavisla na koeficientu & Podle [17] u dynamickych systémi,
u kterych £lezi v intervalu (0,4; 0,7) chyba nepfesahne hodnotu 3 db.

Zbyva urcit fazovou charakteristiku. Ta je dana vztahem

() = —arg[(1 @) + j26a] = —arctglzg—wz
— o

Uvedeny postup je pomérné slozity. Pokud ale k zobrazeni frekvenc¢nich charakteristik
vyuzijeme MATLAB resp. jeho Control System Toolbox, situace se velmi zjednodusi. Zcela
odpadne napf. konstrukce asymptot u amplitudové charakteristiky.

=) Editor - C:\Program Files\MATLAB\R2006a\work\FCH_druheho_radu_ksi.m (=X

File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help Na X
- 4B § » | n

D H| iR (S Mes 5 |[R[BARE R B |v|

1 %

2 % Frekvencni charakteristiky dynamickeho systermu 2. radu

3 % Varianta: stabilni kwitavy system pri ruznem relativninm tlumeni

4 s

5=l clear all, close all, clc

6

7= K=10: w=1;
8 - ksi=[0 0.1 0.2 0.3 0.5 0.7 1];

10 - figure(l), figure(2)
11 - for I=1:length(ksi)

12 - Gs(I)=tf(K, [1/w*2 2%ksi(I)/w 1]):
L = if I~=1, figure(l), nyquist(Gs(I)), hold on, end
14 - figure(2), bode(Gs(I)), hold on
15 - end
script Ln 15 Col 4

Obr. 6.4-1: Skript pro vykresleni frekvenénich charakteristik
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Obr. 6.4-3: Amplitudova a fazova frekvenéni charakteristika v logaritmickych
soufadnicich pro rdzné hodnoty &
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Na obr. 6.4-1 je uveden jednoduchy skript, ktery vykresli frekvencni charakteristiky
v komplexni roving€ (obr. 6.4-2) a frekven¢ni charakteristiky v logaritmickych soutadnicich
(obr. 6.4-3). Parametrem jednotlivych kiivek je relativni tlumeni &, které je postupné ménéno
v intervalu (0; 1). Zesileni systému je K = 10. Je mozné ménit vektor hodnot tlumeni &, pro
které maji byt charakteristiky vykresleny. Ve skriptu jsou pouzity ptikazy nyquist a bode
Control System Toolboxu, které byly podrobné&ji popsany jiz v kapitole 6.3.

Sledujme nyni vliv polohy poli pfenosu systému na prubéh frekvenénich charakteristik.
Podobné jako v kapitole 6.2 budeme nejprve uvazovat komplexné sdruzené poly, které maji
stejnou realnou ¢ast (tj. absolutni tlumeni) a rozdilnou imaginarni. Grafické znazornéni jejich
mozné polohy v komplexni roviné a tomu odpovidajici pfechodové charakteristiky byly jiz
uvedeny na obr. 6.2-5. S vyuzitim Control System Toolboxu miZeme vytvofit jednoduchy
skript pro vykresleni frekvencnich charakteristik takto definovanych stabilnich kmitavych
systémd 2. fadu, viz obr. 6.4-4. Pro sestaveni obrazového pfenosu ze zadanych pdla a zesileni
byl pouzit piikaz zpk. Frekvencni charakteristiky pii shodném zesileni K = 10 a pfi zachovani
stejného absolutniho tlumeni & jsou na obr. 6.4-5 a 6.4-6.

) Editor - C:\Program Files\MATLAB\R200 6a\work\FCH_druheho_radu_1.m m ==
File Edit Text Go Cell Tools Debug Deskiop Window Help N A X
4B & » T

D HEH {bBo~ §dasf 88 ARE DB B v
1 .

2 % Frekvencni charakteristiky dynamickeho systemu 2. radu

3 % Varianta 1: stejne absolutni tluweni

4

5 - clear all, close all, clc

6

i N=7;
8 - Z=[]:; ReP=-1; IwmP=2; dIwP=1.5; K=10;

10 - for I=1:N

alak|= W=IrnP+({I-1) *dInP;

12 - P=[ReP+i*|l ReP-i*W];

131 = s=zpk(Z,P,1); Gs=s/dcgain(s)*K;
14 = figure (1), nygquist(Gs), hold on
Al = figure(2), bode(Gs), hold on

16 - figure (3), pemap(Gs), hold on
7= end

18 - figure(2), grid on, figure(3), grid on

script Ln 18 Col 39

Obr. 6.4-4: Skript pro vykresleni frekvenénich charakteristik systému
pfi stejném absolutnim tlumeni «

Pomoci skriptu na obr. 6.4-7 mizeme obdobnym zplisobem ménit realnou slozku poli
pfi zachovani slozky imaginarni (tj. pfi zachovani pfirozené frekvence tlumeného systému
ay). Grafické znazornéni mozné polohy polti v komplexni rovin€ a odpovidajici prechodové
charakteristiky jsou uvedeny na obr. 6.2-6. Frekven¢ni charakteristiky pfi shodném zesileni
systému K = 10 a pii stejné pfirozené frekvenci tlumeného systému @y jsou na obr. 6.4-8
a 6.4-9.
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.......

pfi stejném absolutnim tlumeni «

Obr. 6.4-5: Frekvenéni charakteristiky systému v komplexni roviné

Obr. 6.4-6: Amplitudové a fazové frekvencni charakteristiky v logaritmickych

souradnicich pfi stejném absolutnim tlumeni «
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T Editor - C:\Program Files\MATLAB\R200 6a\work\FCH_druheho_radu_2.m ==
File Edit Text Go Cell Tools Debug Deskiop MWindow Help N A X
DeHE|yaBo |3 e sf (20| BARAE D ” 8 v
1 %
2 % Frekvencni charakteristiky dynamickeho systemu 2. radu
3 % Varianta 2: stejna prirozena frekvence tluweneho systemu
4 %
5 - clear all, close all, clc
6
Flie! N=5:
Bi=l Z=[]:; ReP=-0.2; ImP=3; dReP=0.3; K=10;
S
10 - for I=1:N
alak|= W=ReP-(I-1) *dReP;
di2f (= P=[W+i*IwP W-i*InP]:
13 = s=zpk(Z,P,1); Gs=s/dcgain(s)*K;
14 = figure (1), nyguist(Gs), hold on
15 - figure(2), bode(Gs), hold on
16 - figure(3), pezmap(Gs), hold on
7= end
18 - figure(2), grid on, figure(3), grid on
| script [tn 18  cCol 33 |

Obr. 6.4-7: Skript pro vykresleni frekvenénich charakteristik systému
pfi stejné pfirozené frekvenci wy

B Figure 1 g

File Edit Yiew Insert Tools Desktop Window Help ~

Ded& K eaRaM® «© 08 =50

Nyquist Diagram

40

50

Imaginary Axis

60

-0

80 i i i i i
40 30 20 40 0 10 20 30 40 50

Real Axis

Obr. 6.4-8: Frekvenéni charakteristiky systému v komplexni roviné
pfi stejné pfirozené frekvenci wy

Posledni variantou rozlozeni poli pfenosu kmitavého systému 2. fadu, kterou budeme
simulovat, je rozlozeni polt v komplexni rovin¢ tak, aby vysledné systémy mély vzdy stejné
relativni tlumeni &. Piipomenme, Ze konstantni hodnoté relativniho tlumeni odpovidaji dvé
poloptimky vedené z pocatku souradného systému, viz obr. 6.2-2. Grafické znazornéni mozné
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polohy pdli v komplexni roviné a odpovidajici prechodové charakteristiky jsou na obr. 6.2-8.
K vykresleni frekvencnich charakteristik pouzijeme skript na obr. 6.4-10.

Bl Figue 2

e =] % |
N

File Edit Yiew Insert Tools Deskiop Window Help

Phase (deg)

40

Magnitude (dB)
53

N
=

-135

RO i

&
=)

DEE& L RAND[E 0B|[=0

Bode Diagram

(=3

Frequency (rad/sec)

Obr. 6.4-9: Amplitudové a fazové frekvencni charakteristiky v logaritmickych
souradnicich pfi stejné pfirozené frekvenci ay

) Editor - C:\Program Files\MATLAB\R2006a\work\FCH_druheho_radu_3.m =X
File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help N axX
DEH (B~ (S hes s |20 RARAGE | (@]
1 %
2 % Frekvencni charakteristiky dynamickeho systemu 2. radu
3 % Varianta 3: stejne relativni tlumeni
£ %
5 clear all, close all, clec
6
7 nN=7;
8 Z=[]:; ReP=-0.5; InmP=3; p=1; mp=1.5; K=10;
9
10 for I=1:N
11 W=p* (ReP+i*InP): p=p*np:;
12 P=[W conj(W)]:
13 s=2zpk(Z,P,1); Gs=s/dcgain(s)*K:
14 figure(l), nyquist(Gs), hold on
15 figurei2), bode(Gs), hold on
16 figure(3), pzmap(Gs), hold on
17 end
18 figure(2), grid on, figure(3), grid on
[ script [Ln 18" col 38 [OVR

Obr. 6.4-10: Skript pro vykresleni frekvencnich charakteristik systému
pfi stejném relativnim tlumeni &
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Obr. 6.4-11: Frekvenéni charakteristiky systému v komplexni roviné
pfi stejném relativnim tlumeni &

Obr. 6.4-12: Amplitudové a fazové frekvencni charakteristiky v logaritmickych
souradnicich pfi stejném relativnim tlumeni &
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Pfi stejném relativnim tlumeni maji vSechny definované systémy totozné frekvencni
charakteristiky v komplexni roving (obr. 6.4-11). Na amplitudovych a fazovych frekvenénich
charakteristikach (obr. 6.4-12) je patrny jejich vzajemny posun pii zachovani tvaru kiivek.

6.5 Pfechodové charakteristiky PID regulatoru

Regulator je ve své podstaté uméle vytvoreny dynamicky prvek zafazeny do zpétné
vazby k regulované soustavé (k technologickému procesu, ktery se snazime fidit). Zména
parametri regulatoru nam umoziuje ovliviiovat dynamické vlastnosti celého uzavieného
regulacniho obvodu, viz obr. 6.5-1.

»©®

", Gs(s) >

' ) e @y WO
Gr(s)

Obr. 6.5-1: Blokové schéma regula¢niho obvodu

Vstupem do regulatoru je regulacni odchylka e(f) vyjadrend rozdilem e(?) = w(¢) — y(?),
kde y(#) predstavuje regulovanou a w(¢) fidici veli¢inu.

e(?) u(?)
—| Gr(s) [—
————
Obr. 6.5-2: Blok regulatoru

Vlastnosti regulatoru typu PID mohou byt pon¢kud zjednodusené popsany vztahem

de(t)

u(t)=rye(t)+ qje(z’)dr +7
0

Ptenos regulatoru je

n
Gr(s)=r, +;1+r2s

Derivacni slozku Ize u realnych primyslovych regulatori realizovat pouze piiblizné
s dynamickym zpozdénim prvniho (nebo nékdy i vyssiho) fadu. Obrazovy pienos realné¢ho
regulatoru nabyva pak ponékud komplikovanéjsiho tvaru (zde pro zpozdéni 1. fadu)

s

p
Gp(s) =1, +-1+
R (=1 T,s+1

kde 7, je ¢asova konstanta zpoZd’ovaciho ¢lenu. Takto modifikovany regulator se pak
Casto oznacuje jako PID regulator s aproximovanou derivaci. Parametry ro, |, r, jsou
stavitelné parametry regulatoru, po fad¢ jeho proporcionalni, integraéni a derivacni slozky.

171



Matlab & Simulink: feSené pfiklady

PID

8=

File Edit View Simulation Format Tools Help

NesEd&| fB2BR|(E 4=

| b = ITmax

|Read: [100% |

File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help
DEH|{aBoc |8 deasf A0 [BRE RS s
1 %
2 % Prechodova charakteristika PID regulatoru
3 ]
4 - clear all, close all, cle
S % Pole parametru simulace
6 % Nastaveni parametru SYSTEMU ~~~~~mmscman 0 0 0t 4 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0t 0 0 00
7 - r0=4.5; % proporcionalni zesileni
B ri=2.4; % integracni zesileni
8 - r2=1.2; % derivacni zesileni
10 - Tw=0.1; % parazitni casova konstanta (Tv ruzna od nuly)
aLil, % Vyber prislusne variace parametru regUlatorll ~wr~esmsmasmmnmmn mn o no nn e
12— J0=r0:; Krok=2:; Pocet=5; Q=0; % variace parametru r0
13 3J0=r1l; Krok=0.5; Pocet=5; Q=1; % variace parametru ril
14 %J0=r2; Krok=0.5; Pocet=5; Q=2; % variace parametru r2
15 %J0=Tv; Krok=0.1; Pocet=5; Q=3; 3% wvariace parametru r0
16 % {(znak % blokuje provedeni prikazu uvedenych za nim az do konce radku)
ks K 1 0 0 0 0 0 008,00 400 0 8 0.0 00 08 00000 08 0008 .00 0 84,0008 035 009 -0 8 00 0 98 03 0 0 09
18 - Twax=3; % doba simulace
19 % Konec pole parsmetru simulace
20
21 - h PID % otevre okno se simulacnin schematem
22 = for J=J0:Krok:J0+Krok?*(Pocet-1) % zacatek cyklu s menicim se parametrem
23] = switch Q % prirazeni podle priznaku vybrane variace
24 - case 0, r0=J;
25 = case 1, ri=J;
26= case 2, r2=J;
2= otherwvise, Tv=J;
28 - end
29 = sim('h_PID') % spousti simulaci "h_prvniho_radu.mdl"
30 = plot(t,h{:,2),'LineWidth',2) % wykresleni prechodove charakteristiky
31 - hold on % umozni vykreslovani do stejneho okna
32 3pause % preruseni po vykresleni jedne krivky
33 - end % konec cyklu % (pokracovani libovolnou klavesou)
34 - grid on % vykresleni mrizky
35 - xlabel('t [s]'), ylabel{'h(t]') % popis os
| script [Ln 35 col 44

Obr. 6.5-4: Skript pro fizeni simula¢niho vypoctu
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Piechodova charakteristika %(f) je obecné reakce dynamického systému vybuzeného
z klidu (nulové pocatecni podminky) jednotkovou skokovou zménou vstupniho budiciho
signalu. Ukolem je simulovat konkrétné pfechodovou charakteristiku regulatoru a sledovat
vliv jednotlivych parametrti na jeji pribéh. Piikladem simula¢niho modelu regulatoru
v prostiedi Simulink mutize byt napt. model na obr. 6.5-3. Zvolime-li jako budici signal
jednotkovy skok a parametry PID regulatoru prostfednictvim hodnot zesileni pfislusnych
zesilovacl, mizeme pomoci zobrazovace (Scope) sledovat po provedené simulaci priabéh
prechodové charakteristiky. V uvedeném modelu ukladame casovy pribéh 4(f) do pracovniho
prostoru (také pomoci Scope). Mizeme ho pak nasledné napft. vykreslit do grafu, editovat
a pro dalsi ucely pienést do textového editoru nebo jinym zplsobem ve formé pole dale
zpracovat.

Figure 1 @@

Fle Edt View Insert Tools Desktop Window Help

Ded& hRaUse €08 =0

25

20

0 05 1 113 2 25 3
ts]

Obr. 6.5-5: Variace parametru ry

Figure 1 @@

Fle Edt View Insert Tools Desktop Window Help

D& haRayme (€| 08 0

Obr. 6.5-6: Variace parametru ry
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Pro ucely vykresleni sit¢ prechodovych charakteristik odpovidajicich ménicimu se
parametru do jednoho obrazku byl vytvoren jednoduchy skript (obr. 6.5-4), kterym Ize fidit
vypocet opakované simulace. Struktura i ovladani tohoto skriptu jsou ziejmé z vepsanych
komentati. Pfechodové charakteristiky PID regulatoru pfi variaci parametrd ro, 1, 7, a Ty
jsou na obr. 6.5-5 az 6.5-8.

Figure 1 @@

Fle Edt View Insert Tools Desktop Window Help

DEE& k RAV® ¥ 0H =0

40 T

35

Obr. 6.5-7: Variace parametru r;

Vliv jednotlivych parametri regulatoru Ize pomoci uvedeného skriptu vySetfovat i na
jednodussich strukturach regulatoru P (r;=7,=0), [ (y=7r,=0), D(ro=r=0) aPI (7, =0)
aPD (r;=0).

Figure 1 @@

Fle Edt View Insert Tools Desktop Window Help

DEE& k QRAV® ¥ 0H =0

Obr. 6.5-8: Variace parametru T,
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6.6 Regulaéni obvod se spojitym PID regulatorem

Hlavni funkei regulatoru s pfenosem Gr(s) ve zpétnovazebnim regulacnim obvodu na
obr. 6.4-1 je pusobit na technologicky proces (tzv. regulovanou soustavu) s prenosem Gg(s)
vhodné tak, aby cely uzavieny obvod mél dobré statické i dynamické vlastnosti.

u@® (- ) »o

» Gs(s) ' >

PN LY, ‘PRLG)
GR(s)

Obr. 6.4-1: Blokové schéma regulaéniho obvodu

Regulovana veli¢ina y(f) musi s pfijatelnou presnosti reagovat na pozadavek zmény jeji
hodnoty vyjadieny zadanou hodnotou regulované veli¢iny w(?) (fidici veli¢inou). Kromé
této zakladni funkce jeste regulator eliminuje i vliv vétsinou nezadoucich vlivt, tzv. poruch,
které také vstupuji do obvodu. Vstupem do regulatoru je regulacni odchylka e(?) vyjadiena
rozdilem e(?) = w(¢) — y(%).

di(9

u(t)

Obr. 6.4-2: Regulaéni obvod s poruchami

V blokovém schéma na obr. 6.4-2 jsou vyznaceny dva nejcastéjsi typy poruch. Porucha
na vstupu do regulované soustavy d,(¢), nékdy oznafovana jako porucha na akéni veli¢iné
u(t), a na jejim vystupu d(t).

Chovani regulacniho obvodu mtizeme ovlivnit parametry regulatoru Gg(s). V technické
praxi jsou nejcastéji pouzivany spojité regulatory typu PID (Proporcionaln¢ Integracné
Derivaéni), jejichz diferencialni rovnice je obvykle ve tvaru

de(t)

u(t)=rye(t)+ qje(z’)dr +7
0

kde ry, 1 a r, pfedstavuji proporcionalni, integracni resp. derivacni zesileni regulatoru, nebo

ptipadné ve tvaru

de(?)
dt

u(t)=ryle(t) +%je(r)dr + T

io

]

Vzajemny vztah mezi konstantami obou uvedenych variant regulatoru je r; =1=ry/ T;
ar,=D=ry Ty kde T; je integracni a T, derivacni Casova konstanta.
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Nastavenim parametrd regulatoru ry, ry, rpresp. ry, I;, Ty mizeme ovlivnit chovani
celého regulacniho obvodu, nevhodnym nastavenim mize vsak dojit i k jeho $patné funkci
nebo dokonce k jeho nestabilité.

Pro urceni vhodné kombinace hodnot parametri regulatoru (tzv. optimalni sefizeni
regulatoru) existuje nékolik metod a pfistuptl liSicich se zejména tim, jak posuzuji kvalitu
dynamického chovani celého uzavieného regulacniho obvodu.

Sestavme nyni simulacni model regula¢niho obvodu slozeného z regulované soustavy
tretiho fadu popsané diferencialni rovnici

Y'(t)+ 63" (1) + 11 (1) + 6 (1) = 6u(r)
resp. obrazovym pienosem
6

G(s)=———"F7—"—
5(5) S +6s+11s+6

a regulatoru typu PID. Ovéfte jeho statické i dynamické chovani pro rizné hodnoty
parametru regulatoru (mohou byt i nulové) a rizné poruchy d,(f), dx(¢) a zmény w(f).

Model regulacniho obvodu Ize realizovat riznymi zptisoby. Regulovana soustava muize
byt modelovana na zakladé pfislusné diferencialni rovnice, jejiz feSeni mize byt napf.
realizovano pomoci metody sniZovani fadu derivace (obr. 6.4-3) ¢i metody postupné
integrace (obr. 6.4-4). Dalsi moznosti je realizace pomoci obrazového pienosu (obr. 6.4-5).
K realizaci regulatoru je mozné pouzit standardni bloky Simulinku, pfipadné pfimo blok
PID Controller (knihovna Simulink Extras | Additional Linear).

WoRo 1 mEx)
File Edit View Simulation Format Tools Help
D& B0 |22 » ufs Narmal v S B =

di1

w(t), y(t)
u(t)

D gil

w

”

Ready 100% odedS

Obr. 6.4-3: Realizace regula¢niho obvodu v Simulinku — metoda snizovani fadu derivace
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(Eh' URO_2

B

D& )@

File Edit View Simulation Format Tools Help

» .‘3|5 Normal v @'“ﬂa

d2

w(t), y(t)
u(t)

[ )<

Ready

2

100% lodeds 4

Obr. 6.4-4: Realizace regulac¢niho obvodu v Simulinku — metoda postupné integrace

Blok PID Controller ptestavuje béznou spojitou variantu PID regulatoru s pfenosem
v paralelnim tvaru Gg(s) =P +1/s + Ds, ve kterém konstanty P, [ a D regulatoru odpovidaji
zesilenim 7y, 1 a r, pouzivanym ve vysSe uvedenych modelech. Tyto konstanty definujeme
piimo prostfednictvim okna parametrti bloku, které je uvedeno na obr. 6.4-6. Nevyhodou
pouziti bloku PID regulatoru je ale nemoznost modifikace struktury PID algoritmu a ztrata
moznosti ndzorné ilustrace jeho realizace.

®URO_3

SEx]

DzE&

File Edit Yiew Simulation Format Tools Help

b m |5 Normal <

= | 226

s34652+115+6

6

Ready

100%

Transfer Fen

PID Controller

odedS

Obr. 6.4-5: Realizace regula¢niho obvodu v Simulinku — obrazovy
prenos, pouziti bloku PID Controller
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® Function Block Parameters: PID Controller

!

PID Controller (mask) (link)

Enter expressions for proportional, integral, and derivative terms.
P+l/s+Ds

Parameters

Proportional:
4.8

Integral:

2.4
Derivative:
1.2

ok [ Cancel [ He ][ apey

Obr. 6.4-6: Zadani konstant PID regulatoru

Na obr. 6.4-7 je implementovan odlisny PID algoritmus. Jedna se o tzv. idealni paralelni

tvar s interakci konstant (také standardni ¢i ISA tvar), ktery

je podle [12] v praxi pouzivan

v cca 31 % primyslovych PID regulatort, zatimco PID algoritmus realizovany na obr. 6.4-3
az obr. 6.4-5 je pouzivan v cca 22 % regulatorti. Konstanty reguldtoru na obr. 6.4-7 byly
prepocteny podle vztaht, které 1ze odvodit porovnanim obou tvarti rovnic PID regulatoru,
tedy ro=4,8, li=ro/rn=48/24=2salqy=r/r=12/48=025s.

W URO_4 =Joks
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
DeeEH&| i 2BR|&E 4|2 » ufs Normal v Q

6
s34652+115+6

Transfer Fcn

Ready 100%

odedS

Obr. 6.4-7: Realizace regulac¢niho obvodu v Simulinku — obrazovy pfenos,

jina implementace PID algoritmu

Provedeme-li simulaci chovani regulaénich obvoda na obr. 6.4-3 az 6.4-5 a obr. 6.4-7,
obdrzime naprosto identické prubehy, viz obr. 6.4-8. VSechny pouzité metody modelovani,
at’ jiz samotné dynamické soustavy ¢i PID regulatoru, jsou navzdjem ekvivalentni. Sefizeni
regulatoru neni samoziejmé optimalni, regulacni pochod je relativné kmitavy. Jednoduchou
zménou parametrtl v blocich w, dI a d2 mizeme také sledovat vliv vstupujicich poruch na
prabéh regulace. Odezva systému pfi poruse na jeho vystupu (d, = 7(¢)) je na obr. 6.4-9.

178



Regulaéni obvod se spojitym PID regulatorem
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Obr. 6.4-8: Prubéh regulované veli¢iny a akéni veli€iny regulatoru pfiw=n(t)ad;=d, =0
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Obr. 6.4-9: Prubéh regulované veli¢iny a akéni veli€iny regulatoru pfi w=d; =0 a d, = n(t)

Dals§im moznym tvarem rovnic PID regulatoru je tzv. sériovy (také klasicky) tvar, jehoz
obrazové¢ vyjadieni je

1
U(s) =1y | 1+ — |1+ Ty 5) E(s)
T.s

18

Tento tvar se v primyslovych PID pouziva nejcastéji, cca ve 47 % regulatorii. Konstanty
regulatoru lze samoziejmeé opét prepocitat na konstanty idedlniho paralelniho tvaru. Vztahy
pro piepocet odvodime vzédjemnym porovnanim obou tvarti rovnic regulatoru

1 r; 1 T 7
_ 0 _ _ ds 0Os
ry| 1+ +Tys |=ry+——+1,Tys = ryg| 1 + = |1+ T}es) = 1y + 756 + + 756 TyeS

i i is is is
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Porovname-li nyni ¢leny s odpovidajici mocninou operatoru s, pak

o T T T, |\ T

_0:& = Ti:”oi:’bs 1+ s i:T;s—i_T;is
. T 7 T. ) r,

i is 0s is 0Os

»T.=r T = T_rOsT;is_ rOsTds _ 7—;57115

04d — '0s *ds d— - -

T, +T
" I"OS[I-FTAS] is ds

18
Ptevod parametrii regulatoru v sériovém tvaru rg, Ti, Tgs na parametry regulatoru ve
tvaru paralelnim ro, T, T je tedy trividlni. Opacny pfepocet ovSem neni vzdy mozny, nebot’
sériovy tvar odpovida regulatoru s interakci a ur¢ité kombinace hodnot 7;, 74 neumoziuje
nastavit viibec. Ze samotného faktu, ze sériovy tvar predstavoval po desetileti jediny
prakticky pouzivany typ PID algoritmu, je ale zaroven ziejmé, Ze tyto kombinace nebyvaji
zapotiebi ptili§ Casto.

Obr. 6.4-10: Pramyslové procesni regulatory KS 90-1 a KS 92-1 firmy PMA

Vétsina v soucasnosti vyrabénych procesnich regulatoru pouziva PID algoritmus zalozeny
na sériovém tvaru rovnic. Napi. regulatory KS 90-1 a KS 92-1 (obr. 6.4-10) némecké firmy
PMA maji také implementovan sériovy tvar rovnic, pouze s tim rozdilem, Ze na misto
proporcionalniho zesileni  (proportional gain) je velikost proporcionalni slozky regulatoru
udéavana tzv. pasmem proporcionality (proportional band).
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u %l pp
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60 \
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20

0 20 40 60 80 100 y|[%]

Obr. 6.4-11: K pasmu proporcionality (w = 55 %,
pp =40 %, ry=2,5)

V pristrojové technice maji vSechny veli¢iny ur¢ity rozsah, proto je obvyklé je vyjadfovat
jejich pomérnou hodnotou v ramci tohoto rozsahu. Budeme-li napt. podle [13] uvazovat
pouze proporcionalni P regulator, mizeme rovnici regulatoru zapsat obecné ve tvaru

u—ug=ro(w—y)=rpe
kde u, predstavuje referencni hodnotu akéni veli¢iny u. Tento vztah lze graficky znazornit
podle obr. 6.4-11. Skute¢né proporcionalni funkci méa uvedeny regulator jen v ¢asti svého
rozsahu, v tzv. pasmu proporcionality, které¢ se obvykle oznacuje J ¢i pp. Pfi pomérném
vyjadreni veli¢in w, u a y je zfejmé splnén nasledujici vztah mezi proporcionalnim zesilenim
o @ pasmem proporcionality
1
0=pp=—100[%]
To

Prestavovanim zadané hodnoty dochazi k posunu celé charakteristiky. Na obr. 6.4-11 je

uvedena charakteristika regulatoru pro w = 55 %.

®/URO_5 8%
File Edit View Simulation Format Tools Help
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Obr. 6.4-12: Realizace sériového tvaru rovnic PID regulatoru
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Realizace PID regulatoru v sériové struktuie v prostfedi Simulink je na obr. 6.4-12.
Regulovana soustava je opét modelovana pomoci obrazového pienosu, regulator je sestaven
ze zékladnich blokd Simulinku. Navrzeny byly tyto konstanty regulatoru: ros= 1,2, T;,=0,8 s
a Tgs= 0,2 s. Pasmo proporcionality regulatoru je pp = 100/ry =100/1,2 = 83 %. Pfepocet
na koeficienty regulatoru v paralelni struktufe (idealni paralelni tvar) je pak podle vyse
uvedenych vztaht nasledujici

N e

I,=T,+T,,=08+02=1s

T,T, _ 08-02
T,=—its — 2222 (16
T,+T,, 08+02

N

Vysledky simulace chovani uzavieného regulacniho obvodu s regulatorem v sériové
struktufe (obr. 6.4-12) pfi buzeni jednotkovym skokem w(f) = 7(¢) jsou na obr. 6.4-13.
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Obr. 6.4-13: PrGbéh regulované veli¢iny a akéni velic¢iny regulatoru PID v sériové struktufe
pFI W=77(t)ad1 =d2=0

6.7 Modifikace PID algoritmu, sefizeni regulatoru
metodou Zieglera a Nicholse

Derivacni slozka PID regulatoru reaguje na rychlé zmény zadané hodnoty regulované
veli¢iny (v bézném provozu se ¢asto vyskytuji i nahlé skokové zmény pozadavku) ostrymi
derivacnimi Spickami akéni veliCiny, které maji negativni vliv na chovani celého regulacniho
obvodu. Tomuto negativnimu jevu jednoduse zabrani Casto pouzivana modifikace algoritmu
regulatoru. Derivacni slozka regulatoru je odvozena pouze od zmén regulované veliCiny
¥(?) a negativni vliv rychlych zmén zaddané hodnoty w(¢) je tak eliminovan. Diferencialni
rovnice upravené¢ho PID regulatoru je pak ve tvaru
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u(®)=rye(t)+ ﬁje(r)dr _ ”2%
0

nebo piipadné ve tvaru

15 dy(t
u(t) = ry[e(t)+— [e(r)dz _r, 90,
T '
Budeme uvazovat regula¢ni obvod na obr. 6.7-1 s poruchou na vstupu do regulovaného
systému d,(f), ktera je nékdy oznacovana jako porucha na akéni veli¢ing u(f).

d,(t ( ) »®
2 Gs(s) -
¢
“0 e(?) . w()
Gr(s)

Obr. 6.7-1: Regulaéni obvod s poruchou na vstupu systému

Simula¢ni model regula¢niho obvodu slozené¢ho ze systému tietiho fadu popsaného
obrazovym pfenosem

6

G(s)=——>
5(5) S 4652 +11s+6

a modifikovaného regulatoru typu PID s aproximovanou derivaci je na obr. 6.7-2. Model
systému je realizovan pomoci bloku Transfer Fcn. Nejprve budeme uvazovat, Ze na systém
nepusobi porucha, tj. d,(7) = 0. Koeficienty regulatoru prevezmeme z piikladu 6.6.

® modifikovany_PID_1 o
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Obr. 6.7-2: Regulaéni obvod s modifikovanym PID regulatorem
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Na obr. 6.7-3 jsou uvedeny pribchy odezvy systému (pii w(f) = 77(¢)) a akéni veliCiny
klasického PID regulétoru s aproximovanou derivaci (je podrobngji popsan v kapitole 6.5).
Na prub¢hu akéni veliiny je patrna ostra Spicka zpusobena derivaéni slozkou regulatoru.
Na obr. 6.7-4 jsou pak prub&hy ziskané pii pouziti modifikovaného regulatoru. Odezva
systému v tomto ptipadé vykazuje co do velikosti mensi kmity, ustaleni systému je celkové
pomalejsi. Akéni veliina regulatoru jiz nevykazuje vyse zmiilovanou Spicku, nebot’ derivacni
slozka regulatoru je v tomto pfipad¢ odvozena pouze od zmén regulované veliéiny.
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Obr. 6.7-3: Prubéh regulované veli¢iny a akéni veli¢iny klasického PID regulatoru
s aproximovanou derivaci pfiw=n(f)ad, =0
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Obr. 6.7-4: Pribéh regulované veli¢iny a akéni veli¢iny modifikovaného PID regulatoru
s aproximovanou derivaci pfiw=n(f)ad, =0

Dalsi variantou regulatoru, kterou budeme realizovat je PID s vaZenim Zadané hodnoty.
Struktura tohoto regulatoru je jiz ponékud slozitéjsi a umoznuje odvozovat proporcionalni
a derivacni slozku od regulované veliciny (nikoliv od regula¢ni odchylky jako u klasického
PID regulatoru). Akéni veli¢ina u(¢) je vytvarena nasledujicim zptsobem
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u(t) = 1y [F wt) = y(0) + % [er)dz+ Tddiwd w(t) = y(0)]
i0 t

Je-li regulator nastaven predevsim s ohledem na dobré vyregulovani poruchy a odezva
na skokovou zménu zadané hodnoty je proto pfili§ kmitava, uvedend modifikace zptisobi
zpomaleni nab¢hu na zddanou hodnotu a zmenseni prekmitll. Simula¢ni model regulac¢niho
obvodu s modifikovanym regulatorem je na obr. 6.7-5. Koeficienty (vahy) F, a Fy byvaji
bézné voleny rovny bud’ jedné ¢i nule, obecné 1ze ovSem uvazovat cely interval (0; 1).
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Obr. 6.7-5: Regulaéni obvod s PID regulatorem s vazenim zadané hodnoty

Zajimavé jisté bude porovnani klasického a modifikovaného PID regulatoru. Pienos
regulovaného systému mutize byt napf.

1
(T s +D)(Tys + 1) (Tys+1)

Gs(s)=

s casovymi konstantami 77 =2 s, 7, = 0,8 s a 75 = 0,2 s. Pfenos systému miizeme pievést do
obvyklé podoby s polynomy v Citateli a ve jmenovateli a poté modelovat standardnim
zptsobem pomoci bloku Transfer Function.

Dale je nutné definovat také hodnoty konstant PID regulatoru. Na zaklad¢ prub¢hu odezvy
uzavieného regula¢niho obvodu muzeme provést napt. ruéni setizeni regulatoru nebo vyuzit
nékterou z mnoha metod. V nasem piipadé byly konstanty regulatoru navrZzeny na zakladé
metody kritického zesileni Zieglera-Nicholse. Pro tyto ucely byl vytvorfen specialni skript,
ktery je na obr. 6.7-7.

Pravidla Zieglera a Nicholse jsou napf. v [11] uvadéna ve dvou variantach. Obé¢ tyto
varianty vychazeji z velmi zjednoduseného popisu regulovaného systému. V prvnim piipadé
se vychazi z tzv. kritické frekvence systému (tj. frekvence, pfi niz je fazové zpozdéni rovné
180°) resp. z odpovidajici kritické periody 7 a ze zesileni systému pfi této frekvenci.
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K nalezeni obou parametrii se pouziva jednoduchy experiment v uzavieném regulaénim
obvodu s P regulatorem (vyfadime slozky I a D), jehoz zesileni se postupné zvySuje az do
okamziku, kdy se obvod dostane na mez stability a objevi se netlumené kmity. Frekvence
téchto kmitl je rovna kritické frekvenci a zesileni P regulatoru (tzv. kritické zesileni ry) je
prevracenou hodnotou zesileni systému. Na zakladé vysledki tohoto experimentu jsou pak
podle pravidel uvedenych v tab. 6.7-1 ureny hodnoty parametrti regulatoru.

Tab. 6.7-1: Pravidla Zieglera-Nicholse, metoda ustalenych kmitt

Regulator ro T Tq

P 0,5 r¢ - -

PI 0,45 r¢ 0,85 Ty —
PID 0,6 7 0,5 Tx 0,125 T

Tab. 6.7-2: Pravidla Zieglera-Nicholse, metoda pfechodové odezvy

Regulator ro T Tq

p 1/(K®) - -

PI 0,9/ (K©) 37, -
PID 1,2/ (K©) 27T, 0,5T,

Uvedeni systému na mez stability miize byt ovSem mnohdy z technologickych ¢i
provoznich divodu nepfipustné. Pak lze pouzit druhou metodu zalozenou na vyhodnoceni
pfechodové charakteristiky regulovaného systému v okoli pracovniho bodu. Na zakladé
doby prutahu 7,, doby nab&hu T, (resp. normalizovaného dopravniho zpozdéni ® = 7,,/T;)
a statického zesileni K (viz obr. 6.7-6) pak lze nastavit regulator podle pravidel uvedenych
v tab. 6.7-2.

\ Y
T, T,
4] | ................................... —

’ y@®

t;
) Y()
i

® 0 t s

Obr. 6.7-6: Zakladni parametry pfechodové odezvy statického
nekmitavého systému
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%

% PID regulator s vazenim zadane hodnoty, metoda Zieglera-Nicholse
%

clear all, close all, clc, format compact

%system G(s)=K/[(2s+1)*(0.8s+1)*(0.2s+1)]
K=1; B=K; A=conv(conv([2 1],[0.-8 1]),[0.2 1]); Gs=tf(B,A);
Tm=15; n=1e4; t=linspace(0,Tm,n);

y=step(Gs,t); %vypocet jednotlivych bodu h(t)

dy=impulse(Gs,t); %vypocet g(t), tj. derivace funkce h(t)
%dt=Tm/(n-1); %vypocet kroku

%dy=diff(y)/dt; dy=dy"; dy=[dy dy(end)]; %alternativni vypocet derivace
[k 11=max(dy); %nalezeni maxima na prubehu derivace a jeho index
ti=t(i); %vyber z vektoru hodnot casu t
tecna=k*(t-ti)+y(i); %vypocet tecny - rovnice primky kx+q

%(prochazi bodem s indexem i, tj. [ti,yi])

figure, plot(t,dy, "LineWidth",2), grid on
figure, plot(t,y,t,tecna, "LineWidth",2), grid on, axis([0 Tm -0.2 1.2])

I=Find(tecna>=0); Tu=t(1(1)), clear I %doba prutahu
I=Find(tecna>=K); Tn=t(1(1))-Tu, clear 1 %doba nabehu

%kriticke hodnoty
theta=Tu/Tn;
%rk=sqre(((pi*Tn)/(2*Tu))"2+1)/K; Tk=4*Tu;

%model v Simulinku
Tmax=ceil(Tm/10)*20; w=1; tdu=Tmax/2; du=1;

%serizeni PID podle metody Z-N

%r0=0.6*rk; Ti=0.5*Tk; Td=0.125*Tk;

rO=1/theta; Ti=2*Tu; Td=0.5*Tu; Fp=1; Fd=1;

sim modifikovany_PID_2;

yl=v.signals(l).values(:,1); wl=v.signals(l).values(:,2);
ul=v.signals(2).values; tl=t;

figure, plot(tl,yl, k--","LineWidth",2), hold on

xlabel ("t [s]7), ylabel(C"y(©t)")

%modifikace Z-N (40x snizen koeficient u r0 - bez prekmitu)
%r0=0.015*rk; Ti=0.5*Tk; Td=0.33*Tk;

ro=1/thetas/40; Ti=2*Tu; Td=0.5*Tu;

sim modifikovany_ PID_2;

y2=v.signals(l).values(:,1); w2=v.signals(l).values(:,2);
u2=v.signals(2).values; t2=t;

plot(t2,y2,"b", "LineWidth",2), grid on

xlabel ("t [s]"), ylabel("y(t)")

legend(“serizeni podle Z-N", "aperiodicky prubeh®,b4)

%serizeni PID podle metody Z-N, vazeni zadane hodnoty
%ro=0.6*rk; Ti=0.5*Tk; Td=0.125*Tk;

rO=1/theta; Ti=2*Tu; Td=0.5*Tu; Fp=0; Fd=0;

sim modifikovany_ PID_2;

y3=v.signals(l).values(:,1); w3=v.signals(l).values(:,2);
u3=v.signals(2).values; t3=t;

figure; plot(tl,yl, "k--",t3,y3,"b", "LineWidth",2), grid on
xlabel ("t [s]7), ylabel(C"y(t)™)

legend("serizeni podle Z-N", "modifikovany PID",4)

figure; plot(tl,ul,"r--",t3,u3,"g", "LineWidth",2), grid on
xlabel ("t [s]"), ylabel("u(t)")

legend("serizeni podle Z-N*","modifikovany PID",4)

Obr. 6.7-7: Skript pro porovnani riiznych variant navrhu PID regulatoru (modifikovany_PID_ZN.m)

187



Matlab & Simulink: feSené pfiklady

Ve skriptu je nejprve pienos systému pieveden do podoby s polynomy v Citateli a ve
jmenovateli (je vyuzit piikaz conv); pfenos systému je pak vytvoren piikazem tf. Dale je
vypoctena piechodova a vahova (impulsni) odezva tohoto systému, viz obr. 6.7-8.
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Obr. 6.7-8: K nalezeni doby pratahu a doby nabéhu systému

Pro sefizeni regulatoru byla pouzita druhé varianta pravidel Zieglera-Nicholse — metoda
prechodové odezvy. Chceme-li urcit z pribéhu prechodové funkce dobu pritahu 7, a dobu
nabéhu Ty, potfebujeme zkonstruovat tecnu v inflexnim bod¢ funkce (obr. 6.7-7). Inflexni
bod odpovida maximu derivace pfechodové funkce A(¢), tj. maximu funkce vahové g().
K jeho nalezeni lze pouzit piikaz impulse, ktery vahovou charakteristiku systému piimo
vypocte, piipadné piikaz diff k numerickému vypoctu derivace funkce 4(f). Konstrukce te¢ny
je jiz jednoducha. Dobu pritahu resp. nab&hu lze pak uréit s vyuzitim ptikazu find.
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Obr. 6.7-9: Odezva pfi sefizeni regulatoru metodou Zieglera-Nicholse
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Modifikace PID algoritmu, sefizeni regulatoru metodou Zieglera a Nicholse

Ve skriptu jsou dale z nalezenych hodnot 7, a T}, resp. ze zpozdéni ® = T, /T, vypocteny
podle pravidel Zieglera-Nicholse optimalni hodnoty koeficientd regulatoru. Konkrétné je
pouzita metoda piechodové odezvy (tab. 6.7-1), alternativné je uvedeno také feSeni pomoci
metody ustalenych kmith (tab. 6.7-2). Pribéh obdrzené odezvy pti w(f) = 7(¢) a poruse d,(f)
vstupujici v ¢ase =20 s je zobrazen na obr. 6.7-9. Pro porovnani je uveden i aperiodicky

prabéh odezvy dosazeny snizenim velikosti proporcionalniho zesileni regulatoru.

Obr. 6.
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7-10: Odezva pfi pouziti PID regulatoru s vazenim zadané hodnoty

t[s]

Obr. 6.7-11: Prabéh akéni veli¢iny pfi pouziti PID regulatoru
s vazenim zadané hodnoty
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Pravidla pro nalezeni vhodnych konstant regulatoru jsou u metody Zieglera-Nicholse
optimalizovana z hlediska dobrého potlaceni poruch a pro sledovani skokovych zmén
zadané hodnoty jsou nevhodna a prakticky nepouzitelna. V regulatoru s vazenim zadané
hodnoty zvolime vahy u proporciondlni a derivacni sloZky F, = ;3 = 0 a tim zajistime jejich
odvozeni od regulované veliCiny y(#) (nikoliv od regulacni odchylky e(f) jako u integracni
slozky). Nazorné zobrazeni obou odezev uzavieného obvodu v jednom grafu, tedy odezvy
pii pouziti klasického PID regulatoru (F, = Fyq=1) sefizeného metodou Zieglera-Nicholse
a regulatoru modifikovaného (F, = Fy = 0), je na obr. 6.7-10. Na obr. 6.7-11 jsou odpovidajici
prubchy akeéni veli¢iny regulatoru v téchto dvou pripadech. Jak vidime, tak shora uvedena
hypotéza se potvrdila, nebot’ modifikovany PID regultor podstatné 1épe vyreguluje zménu
z&dané hodnoty pii zachovani dobrého potlaceni poruchy.

6.8 Oblast stability regulaéniho obvodu

Oblasti stability regula¢niho obvodu (obr. 6.8-1) rozumime oblast vymezujici takové
mozné kombinace stavitelnych parametrti regulatoru Gy(s), aby uzavieny regula¢ni obvod
byl s témito kombinacemi parametrti stabilni. Stabilita je zakladni vlastnosti, kterou od
regulaéniho obvodu oéekavame. U jednodussich regulacnich obvodi 1ze oblast stability
vysetfit analytickymi prostiedky.

) U
- Gs(s) ' >
PN LY, “WRLG)
GR(s)

Obr. 6.8-1: Blokové schéma regula¢niho obvodu

Vlastnosti regulatoru typu PID jsou popsany diferencialni rovnici

de(t)
dt

u(t) =rye(t) + rl.tfe(r)dr +7,
0

Ptenos regulatoru je

n
Gr(s)=r, +;1+r2s

Vysetfeme nyni a simulacné ovéfme oblast stability jednoduchého regula¢niho obvodu
s PI regulatorem a regulovanou soustavou popsanou diferencialni rovnici

Y1)+ 6" (1) + 11y'(1) + 6 (1) = 6u(r)
resp. pfenosem

6

G () =————"—
(5 S +6s+11s+6
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Obrazovy pienos PI regulatoru je

+
Gr(s)=ry TR LA
N S
Pienos uzaviceného regulacniho obvodu na obr. 6.8-1, napf. tzv. pFenos Fizeni Gy(s)
je
_Y() _ Gp(5)Gs(s)

O ) = ) T 15 G () Gs(o)

Dosadime-li za pfenos regulatoru Gg(s) a soustavy Gs(s), pak

Ty S +1 6
G, (s)= s S 4+657+1ls+6  _ . _ 67,5 +61
™ 14 s th 6 s*4+65° +1152 +65(1+7,) + 67

s SS+6s7+1ls+6

Koteny charakteristické rovnice uzavieného regula¢niho obvodu, kterou ziskame tak,
ze charakteristicky polynom ve jmenovateli pfenosu polozime roven nule, rozhoduji o jeho
stabilité. Charakteristicka rovnice uvazovaného obvodu je

st 4657 +11s* +65(1+7))+ 65, =0

Jsou-li vSechny jeji kofeny v levé poloroviné Gaussovy roviny (bud’ realné zaporné nebo
komplexni se zapornou realnou c¢asti), regulacni obvod je stabilni, jestlize alespon jeden
koten tuto podminku nespliiuje, obvod stabilni neni.

Protoze se jednd o charakteristickou rovnici uzaviené regulacni smycky, lze ji ziskat
i z libovolné jiné dynamické zavislosti, napt. z prenosi
Us) __ Gr()
W(s) 1+Gy(s)Gs(s)’

_E(s) 1
CW(s) 1+ Gr(s)Gg(s)

Gy (s)= G (5)

nebo také podle vztahu
1+ G, (s) =1+ GRr(s)Gs(s) =0
kde G, je prenos otevi‘eného regulac¢niho obvodu, ktery Ize vyjadrit

Gy(s) = % = Gy (5)Gs(s)

Zmény parametrt regulatoru ry a r ovliviiuji nejen koeficienty charakteristické rovnice,
ale samoziejme i jeji kofeny. Mohou tedy nastat situace, ze uzavieny regulacni obvod bude
vlivem sefizeni regulatoru stabilni nebo i nestabilni. Vysetfeni kofenti rovnice analytickymi
prostiedky v ptipadé vyssich fadli neni mozné. Jsme potom nuceni pouzit nékteré z kritérii
stability. Casto pouzivané je kritérium Hurwitzovo, které patii mezi algebraicka kritéria
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stability. Tato kritéria vychazeji z charakteristické rovnice uzavieného regulaéniho obvodu
a nelze je pouzit pii vySetfovani stability obvoda s dopravnim zpozdénim.

Nutnou podminkou pro stabilitu obvodu je, aby vSechny koeficienty charakteristické
rovnice mély stejna znaménka (zde kladnd)

,6,11>0, 6(1+r)>0 = rp>—1, 6r>0 = r>0

Postacujici podminkou je, aby vSechny Hurwitzovy subdeterminanty H; (hlavni rohové
minory) Hurwitzovy matice

(a4, a5 a,5|0 0]
a, a,, a,4|0 0
H=|{ 0 a,, a,5|0 0
0 a, a,,| 0 0

| 0 0 0 |a ag|

byly také kladné. Rozmér Hurwitzovy matice je dan stupném charakteristického polynomu.

V nasem piipadé nabyva Hurwitzova matice tvaru

6 6(1+r) 0 0

1o 6, 0
0 6  6(+r) O
0 1 11 65

a pro jeji jednotlivé subdeterminanty pak plati
H,=6>0

(6 6(1+7)

H, =det
1 11

}=6-11—1«6(1+r0)=6(10+r0)>0 = <10
(6 6(1+7) 0
H,; =det| 1 11 67 =6-11-6(1+7))—6-61,-6—6(1+7,)-1-6(1+7r) =
0 6 6(1+7)

=36(-1; +97, +10-65)>0 = -7 +97,+10> 67,

H,=6rH;>0

Soustava vySe uvedenych podtrzenych nerovnosti definuje podminky pro stabilitu
uzaviené¢ho regulacniho obvodu (oblast stability). Pov§imnéme si, Ze jsme ur¢ili podminky
stability, aniz bychom znali kofeny charakteristické rovnice. Potfebu analyzy jejich kotenti
jsme tak vhodné obesli pouzitim kritéria stability. Grafické vyjadfeni oblasti stability je na
obr. 6.8-2.
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r

5,04
1,67
—_— —
25 -1 lo 25 5 7,5 10 Fo

Obr. 6.8-2: Oblast stability regulacniho obvodu

Oblast stability téhoz obvodu s regulatorem typu P by byla vyjadfena zfejmé useckou
1 <ry<10 (situace pro r, =0), pro regulator typu I tsecka 0 <r; < 1,67 (fez oblasti pro

v

typu PID pf#i nulové derivaéni slozce.

Spravnost teoreticky vysetfené oblasti stability mizeme ovéfit simulaci (schéma je na
obr. 6.8-3) a zaroven také sledovat charakter moznych prubéhti stabilnich i nestabilnich
regulacnich pochodu.

'8 PI_stabilita =5}
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Obr. 6.8-3: Uzavieny regulaéni obvod s Pl regulatorem

Pribéh regulaéniho pochodu pii parametrech ry =2 a r; = 1,4 je na obr. 6.8-4. Je ziejmé,
ze tyto hodnoty koeficientl regulatoru byly zvoleny tak, aby se nachazely ve stabilni oblasti
na obr. 6.8-2. Nulovad hodnota Hurwitzova subdeterminantu H; =0 (vSude na parabolické
¢asti hranice oblasti) indikuje existenci ryze imaginarnich kofenti charakteristické rovnice
(ostatni kofeny jsou v levé poloroving). Situace pii ro=4,5 a r; = 5,04 (vrchol paraboly) je
na obr. 6.8-5. Regulacni obvod je na mezi stability, dochazi k netlumenym kmitam.

PovSimnéme si, Ze oblast stability zasahuje svou levou ¢asti do zapornych hodnot 7. To
ovSem znamena slabou kladnou zpétnou vazbu proporcionalni slozky. Dramaticky se tato
skutecnost projevi je-li | = 0, takovéto sefizeni ale nelze doporudit. Divodem je i fakt, ze
realné pramyslové regulatory zaporné hodnoty koeficientd ani neumoznuji nastavit.
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Dvoupolohovd a tfipolohova regulace

6.9 Dvoupolohova a tripolohova regulace

S regula¢nimi obvody s nespojitym regulatorem ve zpétné vazbé jsme se zcela jisté jiz
mnohokrat setkali. Pouzivaji se velmi ¢asto — vSude tam, kde neklademe pfili§ vysoké naroky
na kvalitu regulac¢nich pochodt. Vyhodou je jejich jednoduchost, spolehlivost a zpravidla
i nizka cena. Setkdvame se s nimi v fadé pfipadd u domacich spotfebicl, napt. u Zehlicek,
ale i v prumyslovych aplikacich. Schéma regula¢niho obvodu s nespojitym regulatorem je
na obr. 6.9-1

u) ((~, ) y(@)
> Gs(s) ' >

< :E: e(?) . w()

Obr. 6.9-1: Blokové schéma regulacniho obvodu
s nespojitym regulatorem

Vystupni veli¢ina ustfedniho ¢lenu regulatoru (akeni veli€ina u) nabyva obvykle jen
dvou nebo tii hodnot — zapnuto/vypnuto, pfidat/ubrat/zastavit. Nejjednodussi typy nespojitych
regulator bez vnitini zpétné vazby maji jen staticky piepinaci charakter. Akcni veli€ina
u(?) je odvozena od hodnoty regulaéni odchylky e(¢) podle zvolené ptepinaci charakteristiky

v

Au a) Au b)

i
— RN

N

Obr. 6.9-2: Prepinaci charakteristiky dvoupolohového regulatoru
a) nesymetrické
b) symetrické s hysterezi h

ul_

ey
ey

Zavedeni hystereze & do ptrepinaci charakteristiky regulatoru zamezuje extrémné rychlému
prepinani akéni veliCiny u mezi jejimi krajnimi hodnotami (tim i namahani a opotiebeni
regulatoru a akéniho ¢lenu) v pripadé regulované soustavy 1. fadu nebo soustavy s malymi
Casovymi konstantami. ZlepSeni regulacniho pochodu je na ukor presnosti regulace, je
nutné proto pfi volbé 4 vzdy volit vhodny kompromis. Maximalni hodnoty hystereze, které
lze nastavit na primyslové vyrabénych regulatorech se pohybuji fadové v desetinach az
jednotkach procent rozsahu regulované veli¢iny (na uvedenych obrazcich je tento parametr
zamérn€ nadsazen).
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sy

Obr. 6.9-3: Symetrické pfepinaci charakteristiky tfipolohového regulatoru
s hysterezi h a s pasmem necitlivosti n

V piipad¢, Ze regulator mize aktivné pisobit na regulovanou veli¢inu v obou smérech,
napf. spinat béh motoru servomechanizmu v jednom ¢i druhém sméru, je vhodné zavedeni
pasma necitlivosti n, které ndm umozni zastaveni motoru jestlize |e| <n/2. V opaéném
pfipadé by musel motor stale bézet bud’ jednim nebo druhym smérem, dochéazelo by tak
k nezadoucimu kmitani regula¢niho pochodu a neimérnému zatézovéani akéniho Clenu
i regulatoru. I v tomto pfipad¢ je nutné hledat vhodny kompromis mezi prubehem regulace
a jeji kvalitou.
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Obr. 6.9-4: Porovnani regula¢nich pochodl s dvoupolohovym
a tfipolohovym regulatorem
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Nasim tkolem bude simulovat regula¢ni pochody s riznymi typy nespojitych regulatora,
s uvazovanim jejich riznych parametri a s regulovanymi soustavami s riznou dynamikou.
Zamgétime se na vliv parametrt regulatoru a na piesnost a kvalitu regulace. Jednou z moznosti
realizace modelu je simulacni schéma na obr. 6.9-4, které je sestaveno tak, abychom mohli
sledovat a srovnavat soucasné¢ nékolik riznych regulacnich pochodu.

Prvni dva simulované ptipady (ve schématu nahote) predstavuji dva regulacni obvody
s riznou dynamikou soustav. V druhém piipadé€ (ve schématu dole) je porovnavan pochod
s dvoupolohovym a tfipolohovym reguldtorem. Regulovana soustava je v tomto piipadé
astatickd (fad astatismu je 1). Pfenosy soustav jsou
2 2

Gy($)=——, Gu,(8)=——
s1(5) (s+1) 52(8) st +2s+1

Gg3(s8) =
, $3
s*+2s

Je zfejmé, Ze regulované soustavy se navzajem znacné li§i svoji dynamikou. Odpovidajici
prechodové charakteristiky vSech tii systémi jsou na obr. 6.9-5.
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Obr. 6.9-5: Prechodové charakteristiky regulovanych soustav

Dvoupolohovy regulator v Simulinku vytvofime pomoci bloku Relay. V bloku zadame
hodnoty pro pfepindni akéni veliCiny (Output when on a Output when off) a velikost
hystereze A (resp. 4/2, Switch on point a Switch off point), viz obr. 6.9-6. Ttipolohovy
regulator neni v Simulinku pfimo k dispozici — musime jej vytvofit pomoci dvou bloki
Relay (obr. 6.9-7). Novy blok miizeme zahrnout do subsystému a pomoci maskovani zajistit,
aby se pfi jeho vybrani otevielo okno, ve kterém lze pfimo zadat piislusné parametry. Postup
pii maskovani subsystému je podrobné vysvétlen v [4]. Jakmile je subsystém zamaskovan,
neni jiz mozny obvykly pfistup k jeho vnitinimu schématu. Uprava takto zamaskovaného
systému je ale moznd, napt. volbou z plovouciho menu Look Under Mask piip. pomoci
kombinace klaves Ctrl + U. Ikonu bloku Ize také doplnit napt. o piepinaci charakteristiky
regulatoru (podobné jako u bloku Relay).

Prepinaci charakteristiky regulatoru mtizeme také zobrazit. Odpovidajici schéma, které
jejich vykresleni pomoci bloku XY Graph umoziiuje, je na obr. 6.9-8, prepinaci charakteristika
je pak na obr. 6.9-9.
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8 Function Block Parameters: Relay

&

Relay
Output the specified ‘on’ or 'off* value by comparing the input to the specified
thresholds. The on/off state of the relay is not affected by input between the upper
and lower limits.

Main | Signal Data Types |

Switch on point:

|0.05

Svizikch off paint:

-0.05

Output when on:

1

Output when off:

0
Enable zero crossing detection

Sﬁample time (-1 for inherited):
-1

| 0K Help ] Apply

] [ LCancel ] [

Obr. 6.9-6: Zadani parametrd bloku Relay

— = ~ - —
B Function Block P s: Tripolohovy regulator 23| | ®/tripolohovy_regulator/Tripolohov... L:_]LD_]m
Subsystem (mask) File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
Tripolohovy symetricky regulator O ‘ = E é ‘ S E ‘ & "f o o
Parameters
Umax. = -Umin. =
1 Ly 1)
Hystereze A
005 G>—p Relayt D
Pasmo necitlivosti e u
03 »—f—
Relay 2
[ ok J[ Gorcel J[ Hep J oy Fl100% [ [ lode4s i

Obr. 6.9-7: Okno parametru a vnitfni schéma bloku Tripolohovy regulator

W tripolohovy_regulator M@m
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help

D& +B2R (> 4|2 > =

(o . ]ﬂ.[[ i
L] XY Graph
Sine

Wave Tripolohovy

regulator

Ready |100% [ [ lodeds

A

Obr. 6.9-8: Schéma pro zobrazeni pfepinacich (statickych)
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B XY Graph M=%
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Obr. 6.9-9: Prepinaci charakteristiky tfipolohového
regulatoru

Dynamika regulované soustavy ma samoziejmé vliv na prubéh regulaéniho pochodu.
Vysledky simulace regulaéniho pochodu pii pouZiti dvoupolohového regulatoru pro soustavy
Gs) a Gs; jsou na obr. 6.9-10.
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Obr. 6.9-10: Porovnani regulaénich pochodd s dvoupolohovym regulatorem pro soustavy Gsi a Gs:

Na obrazku 6.9-11 jsou pro porovnani uvedeny regulacni pochody s dvoupolohovym
a tfipolohovym regulatorem. Regulovana soustava je v obou piipadech stejna (vyse byla
oznacena jako Gs3) a je astaticka.

Zobrazeni vysledkd je realizovano pomoci specialniho skriptu na obr. 6.9-12. Ukladani
jednotlivych veli¢in, v tomto ptipadé u(¢) a y(¢) je provadéno v blocich zobrazovacu (Scope).
Data jsou ukladana do struktury. Princip jejich nasledného zpracovani a zobrazeni v grafech
je zfejmy piimo z uvedeného skriptu.

Uvedeny model regula¢niho obvodu s nespojitymi regulatory umoziuje overovat vliv
i jinych typl regulovanych soustav. Modifikovat mizeme jejich fad, statické zesileni, casové
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konstanty a lze uvazovat i systémy s dopravnim zpozdénim. Dopravni zpozdéni modelujeme
pomoci bloku Transport Delay, ktery zatadime napi. za blok soustavy. Vzdy sledujeme
presnost regulace a frekvenci pfepinani akéni veliciny.

Figure 3 B=%) Figure 4 =]
Fle Edt Vew Inet Took Desdop Window Help || [He Edt vew It Took Desitop Window tep ~
D& LK RQAON® (¥ 0E | a0 D& LK RQAN® (¥ 0E 8O0
15 15
A /[ /) R ] /
w, N /1
05 05
= =
= =
g g
0 0
05 . 05 .
-1 -1
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 & 7 10
t[s] t[s]

Obr. 6.9-11: Porovnani regula¢nich pochodl s dvoupolohovym regulatorem a tfipolohovym

regulatorem pro soustavu Gss

Sledovat mtizeme i vliv snizujici se hystereze 4, napt. v pfipadé regulované soustavy
1. fadu. Hodnota hystereze v uvedeném modelu regulatoru musi byt # # 0. Na modelu 1ze
demonstrovat divody uméle zavadéné hystereze.

) Editor - C:\Program Files\MATLAB\R200 6a\workinespojita_regulace_s.m |~ 0123
File Edit Text Go Cell Tools Debug Deskiop Window Help N A X
Dl iR | S AesdFf (8RB 7@ vl
1= close all, clear all, clc
2 - sim nespojita regulace
3 % dwvoupolohova regulace - vliv dynamiky soustavy
4 - yl=vl.signals(l).values(:,1); ul=vl.signals(1l).values(:,2):
5 - y2=vl.signals(2).values(:,1); u2=vli.signals(2).values(:,2):
6 — figure, plotit,ul,'k',t,yl,'r','LineWidth',2), grid on
7 - xlabel('t [s]'), ylabel{'u(t), wvit)')
8 - figure, plot(t,u2,'k',t,v2,'r','LineWidth',2), grid on
9 - xlabel('t [s]'), vlabel({'u(t), wi(t)')
10 % porovnani dvoupolohove a tripolohove regulace
11 - y¢3=v2.signals(l).values(:,1); ud=v2.signals(l).values(:,2);
12 - y4=v2.signals(2) .values(:,1); ud4=v2.signals(2).values(:,2);
13 = figure, plot(t,u3,'k',t,¥3,'r','Linelidth',2), grid on
14 - xlabel{'t [s]'), ylabel('uit), v(t)')
15 = figure, plot(t,u4,'k',t,y4,'r', 'LineWidth',2), grid on
16 - xlabel('t [s]'), ylabel{'u(t), wit)')
script Lh 16 Col 38

Obr. 6.9-12: Skript pro vykresleni vysledkt simulace

Za jistych okolnosti miize pasmo necitlivosti # tfipolohového regulatoru zpisobit ustaleni
regulacniho pochodu. Na modelu Ize ukazat, v jakych ptipadech k tomuto jevu dochazi a kdy
tomu tak neni. Zajimavé je také sledovani vlivu pasma necitlivosti na ustalenou hodnotu
regulaéni odchylky e(w), viz obr. 6.9-11.
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6.10 Cislicové fizeni, regulator PSD

V soucasné dob¢ prekotného rozvoje vypocetni techniky a informaénich technologii se
stale vice prosazuji v regulaéni technice specializované pocitace a celé pocitacové systémy.
Plni pfevazné funkci regulatoru, ale soucasné zajistuji mnohdy i dal$i funkce — ochranné,
signaliza¢ni, vizualiza¢ni apod. Vyhodou téchto feSeni je relativné nizka cena, spolehlivost,
moznost propojeni do primyslovych pocitacovych siti, komunikace prakticky bez zkresleni
informace i na velké vzdalenosti, témét neomezena slozitost fidicich algoritmti a moznost
velmi rychlé zmény jejich parametrd.

Cislicovy potitaé pracuje s informaci ve formé &isel, kterou mu poskytuje analogové-
-tislicovy pFevodnik A/C (A/D), viz obr. 6.10-1, ktery snima momentalni hodnotu spojitého
prabehu regulované veli€iny y(¢). Pracuje na stejném principu jako napft. digitalni voltmetr,
ktery ptevadi spojity pribéh méfené¢ho napéti do ¢iselného tvaru. Snimani probiha obvykle
v pravidelnych &asovych okamzicich s tzv. periodou vzorkovani 7. Ridici pocitaé dostava
informaci o spojitém prub¢hu y(r) ve formé Ciselné posloupnosti y(k). Vhodnou hodnotu
periody vzorkovani ziskame jednoduse tak, Zze dobu praktického ustaleni pfechodové
charakteristiky regulované soustavy (regulovaného technologického procesu) rozdélime na
urcity pocet dilkl. Pokud je vSak regulovana soustava napf. kmitava (tj. ma vlastni pfirozené
frekvence) nebo je regulovana veli¢ina y(¢) zatizena nezadoucim Sumem, volime frekvenci
vzorkovani alespont dvojnasobnou nez je nejvyssi frekvence, kterou chceme vzorkovanim
zachytit (tzv. Shannontv ¢i Shannon-Kot€lnikoviv teorém).

{ »®
“0) Proces >

Algoritmus
Fizeni

F=========1
i

Obr. 6.10-1: Blokové schéma regula¢niho obvodu s Fidicim pocitacem

Numericka hodnota regulované veli¢iny y(k) se porovnava s hodnotou fidici veliciny
w(k) (také v numerickém tvaru). Regula¢ni odchylka e(k) je pfirozenou mirou nesouladu
mezi pozadavkem a skute¢nou hodnotou y(¢) v aktudlnim okamziku a je postupné po krocich
ukladana do registru pocitace, ve kterém je vzdy nékolik starSich hodnot e(k). Algoritmus
fizeni je realizovan vhodnym programem, ktery z aktudlni a minulych hodnot e(k) vypocitava
aktualni hodnotu fidici veli¢iny u(k). Ta je pomoci &islicové-analogového pievodniku C/A
(D/A) ptevedena na akéni veli¢inu u(?). Vse, se déje opakované v pravidelném taktu daném
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periodou vzorkovani 7 (nékdy téz hovofime o periodé nebo kroku fizeni). Z logiky véci
vyplyva, ze akéni veli¢ina u(?) je tzv. schodova (po usecich konstantni) funkce; méni svoji
hodnotu vzdy v okamziku nového vypoctu u(k) a zistava konstantni az do dalsiho okamziku
vzorkovani, viz obr. 6.10-2.

A y® A u()
- $ $ $ $ — $ $ 3T 4T —
0 T 2T 3T 4T ST4[s] 0 T 2T ST £ [s]
A y(k) A u(k)
[ ", °.
:.': ‘ [ o
T > T 37 LT |
-9‘ T Ll Ll L Ll _ L E L —
0 T 2T 3T 4T ST4[s] 0 T 2T 1 ST f[s]

Obr. 6.10-2: Mozné prubéhy signall v regulaé¢nim obvodu

Regulator PSD (Proporcionalné — Sumaéné — Diferenéni) je diskrétni (numerickou)
variantou spojitého PID regulatoru. Spojity fidici algoritmus PID regulatoru

u(t)y=rye(t)+rn je(z’)dr +7 de(®)

0

je pfiblizn€ nahrazen diskrétnim vypoctem v k-tém regula¢nim kroku v éase ¢ = k T. Jestlize

| de(t) _ e(kT)=e[(k=DT]
2 dr T

rljfe(r)dz' ~1n1{e(0)T +e(T)T +eRT)T +---+e[(k-DT]T} = rlTkie(iT)

0 i=0

pak

1)ty 7Sy DT
i=0

Nevyhodou takovéhoto fidiciho algoritmu je nutnost si pamatovat celou historii vyvoje
regulacni odchylky e(i 7). Velmi elegantné 1ze tuto nevyhodu obejit vypoctem tzv. akéniho
zasahu, zmény (diference) akeni veliCiny u(k 7) v aktudlnim k-tém regula¢nim kroku.
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e(?)

MY

%7 %

0 T 2T 3T (k-DT kT (+DT £][s]

Obr. 6.10-3: K diskrétni nahradé regulatoru

Vypoctéme diferenci

Vu(kT)=u(kT)—u[(k -1)T]=

:roe(kT)+rlT%e(iT)-i-rZ%{e(kT)—e[(k—l)T]}—
i=0

k=2
—roe(kT)—rlTZE(I'T)—Fz%{e[(k—1)T]—e[(k—2)T]}=

i=0
=e(k T)[ro +rﬂ +e[(k-1)T] {r] T-r, —2—]’:2} +e[(k - 2)T]%2 =
=bye(kT) +b e[(k —1)T]+b, e[(k —2)T]
kde

. 2r 12
by=ry+=, b=rT-r-——2%, b=-=2
0 =7 T 1 =1 (- 2=
Naslednym pfictenim vypoctené diference k minulé hodnoté akéni veliciny u[(k—1)7]
ziskame jeji aktualni hodnotu

u(kT)=ul(k - DT +Vu(kT) = u(k)

Takto vytvoreny rekurzivni algoritmus potiebuje k vypocétu akéni veli¢iny u(kT) pouze
soucasnou a dvé star§i hodnoty regulacni odchylky e(kT), e[(k—1)T] a e[(k—2)T]. Vypocet je
velmi rychly, bez narokli na pamét’ pocitace. Zname-li sefizeni spojitého PID regulatoru,
lze velmi snadno nalézt pfi daném regulacnim kroku jeho PSD diskrétni ekvivalent podle
uvedenych vztahll. Poznamenejme, Ze existuji i jiné metody numerické integrace, nez
kterou jsme pouzili vySe pro nahradu spojitého integralu. Zvolime-li jinou metodu (napf.
lichobéznikovou aproximaci), pfepocetni vztahy se pon¢kud modifikuji.

Naleznéme nyni ¢islicovou PS variantu spojitého PI regulatoru regulacniho obvodu podle
obr. 6.10-4. Uvazujme regulovanou soustavu popsanou pienosem

6

G(s)= o>
5(5) S 4652 +11s+6

Koeficienty PI regulatoru jsou ro=0,9 ar; = 1.
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u(?) »@)
» Gs(s) ! >
e(d) g W)
GRr(s)

Obr. 6.10-4: Blokové schéma regulaéniho obvodu

Pro volbu periody vzorkovani 7 vychazime z doby praktického ustaleni ptechodové
charakteristiky regulované soustavy (obr. 6.10-5, zde ca 8 s), zvolme 7'=8/80=0,1s.
Vzorkovaci frekvence w, =2n/ T=2n/0,1 =207 ~ 62,83 rads™' ~ 10 Hz.

h()

0 2 4 6 8 t[s]
doba praktického ustaleni |

Obr. 6.10-5: Pfechodova odezva regulované soustavy

Podle Shannonova teorému timto vzorkovanim zachytime frekvence jen maximalné
dvakrat pomalejsi, tedy 5 Hz a niz§i. Pokud bychom chtéli zachytit frekvence vyssi, musime
volit periodu vzorkovani kratsi.

Podle vySe odvozenych vztahti vypoéteme koeficienty numerického algoritmu fizeni
s tim, ze v ptipad¢ regulatoru PI derivacni slozka chybi, tedy », = 0

2h 1.01-00=-08, b ="2=0
T T

Vu(kT) =bye(kT)+b e[(k—1)T]+bye[(k —2)T]=09e(kT)—08e[(k—1)T]

bO:r0+%2:O,9, b=rT—r -

u(kT) =u[(k = )T]+Vu(kT)

Pro vypocet akéni veliiny u(kT) v aktudlnim Case ¢ = kT je tteba znalost pouze aktudlni
hodnoty regulaéni odchylky e(k7) a jeji hodnoty v predchazejicim kroku e[(k—1)T], kterou
si musime vzdy pamatovat. Algoritmus je velmi jednoduchy. Odpovidajici simula¢ni schéma
v programu Simulink je na obr. 6.7-7. Je porovnavano chovani spojitého PI regulatoru
a diskrétniho PS regulatoru.

Simulacni blok Unit Delay (1/z) realizuje diskrétni zpozdéni informace o jeden krok,
blok Zero-Order Hold plni funkci A/C a C/A ptevodniki (vzorkovaé, tvarovaé). U obou
diskrétnich bloki je nutné nastavit periodu vzorkovani 7= 0,1 s.
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Obr. 6.10-6: Regulacni obvod s PSD regulatorem
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Obr. 6.10-7: Porovnani pribéhu regulované veli€iny
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Regulacni obvod se spojitym PI i ¢islicovym PS regulatorem vykazuje velmi podobné
chovani odpovidajici ptiblizné nahrad¢ spojitého regulatoru, viz obr. 6.10-7 a 6.10-8.

Figure 2 @@
«

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Ded&E hRAO € 0E =50

o I T T N S (N TR S N
i)

Obr. 6.10-8: Porovnani pribéhl akéni veliciny

6.11 Numericka optimalizace parametru regulatoru

Pokud chceme rozhodnout o tom, zda je néco lepsi nez néco jiného, musime mit vzdy
jasné métitko, podle kterého kvalitu posuzujeme. V ptipadé regulac¢nich obvodi mize byt
méfitkem kvality napf. ¢as ustaleni regulacniho pochodu, rychlost nab¢hu, velikost prekyvu
&i cena spotiebované energie. Castym pozadavkem byva, aby pochody byly bez kmitavych
slozek (rozjizdéni vytahu, brzdéni vagonu metra, apod.). VétSinou zélezi na charakteru
fizeného procesu a na tom, co od regulace otekavame. Casto byvaji pozadavky protichtidné
a je potteba hledat vhodny kompromis. Dtlezitou roli mnohdy hraje technicky cit a pouhé
subjektivni posouzeni prub&hu expertem.

Velmi rozsifenymi, klasickymi kritérii v regulacni technice jsou tzv. integralni kritéria.
Nejcastéji posuzuji pribéh regulaéni odchylky e(¢) a akéni veli¢iny u(f). Regula¢ni odchylka
je pfirozenou kriterialni veli¢inou, ktera vyjadiuje rozdil mezi pozadavkem a skutecnou
momentalni hodnotou veli¢iny, kterou regulujeme. Posuzujeme-li kvalitu regulace podle
integralu regulacni odchylky v pribéhu celého regula¢niho pochodu, teoreticky od nuly (od
okamziku vstupu pfedpokladané poruchy) az do nekone¢na (je to plocha seviena pribéhem
e(f) a casovou osou), mluvime o tzv. linedrni regula¢ni ploSe. Pokud je kriteralnim
zhodnocenim integral z kvadratu regulacni odchylky, jedna se o tzv. kvadratickou regulaéni
plochu. Kvadratické regulacni plocha, na rozdil od linearni, obsahuje explicitn¢ i podminky
stability, jeji minimalizaci zajistime vzdy stabilitu obvodu. Rozsifenim kritéria o integral
akéni veliciny u(f) zvazujeme i energii potfebnou k realizaci celého regulaéniho pochodu.
Zvysovanim vahy na akéni veli¢inu regulacni pochod zpomalujeme a zklidiiujeme.
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Vyjadreni kvadratického funkcionalu v linearnich pfipadech (Parcevaliv integral) neni
ptilis obtizné a existuji i analytické prostiedky pro jeho optimalizaci. To je i jeden z divoda
rozvétvena struktura regulacniho obvodu) se stava optimaliza¢ni tloha, byt matematicky
velmi zajimavé, bohuzel velmi komplikovanou a pracnou. Alternativou je numericky pfistup,
tedy iteracni zpisob optimalizace kritéria. Je to velmi u¢inny a univerzalni nastroj, ktery
nam umoziuje nalézt optimalni feSeni i velmi slozitych regulacnich uloh s prakticky
libovolnym kritériem. Je pouzitelny bez vétsich problémt i v pfipadé nelinearnich obvodu,
kdy diive uvedené analytické piistupy zcela selhavaji.

Numericka iterani optimalizace je univerzalnim ndastrojem, ktery se uplatni nejen
pii optimalizaci regula¢nich obvodu, ale v riiznych variantach i v Siroké Skale technickych
aplikaci. VSude tam, kde je tfeba hledat vhodnou kombinaci volitelnych parametru tak, aby
vysledné feSeni odpovidalo co nejlépe zvolené podmince. Metoda je zaloZzena na opakovaném
(iteranim) vypoctu zadané tlohy s riznymi parametry a vybérem jejich nejlepsi kombinace.
Jedna se tak ve své podstaté o tlohu hledani extrému funkce vice proménnych, pro kterou
existuje v numerické matematice fada G¢innych metod (simplexova, Newtonova, gradientni
metody, atd.) a pfirozené je jimi MATLAB jako standardnimi procedurami vybaven.

Prestoze neni iteracni princip vazan na konkrétni program nebo programovaci jazyk,
ukazeme si jeho aplikaci na konkrétnim ptikladé v prosttedi MATLAB — Simulink. Méjme
za ukol naleznout optimalni kombinaci parametrt ¢islicového PS regulatoru tak, abychom
minimalizovali hodnotu rozsifeného kvadratického kritéria J s penalizaci akénich zasaht.

u(? »o

Obr. 6.11-1: Blokové schéma regula¢niho obvodu

Regulovana soustava (obr. 6.11-1) je definovana pfenosem

6

G(s)=——>
5(5) S 4652 +11s+6

Algoritmus vytvareni akéni veli¢iny PS regulatorem (byl popsan jiz v kapitole 6.10) je
Vu(kT)=bye(kT)+ b e[(k—1)T]

u(kT) =u[(k —=1)T]+ Vu(kT)
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Rozsifené kvadratické kritérium s penalizaci akénich zasaht je vyjadieno vztahem

K
J=Y & (kT)+xVu’(kT)=J(by,b;) — min

k=0

kde K, predstavuje pocet krokt regulaéniho pochodu, ve kterych kritérium posuzujeme (tzv.
kriterialni horizont) a x vahu zasaht Vu v kritériu.

V naSem piipadé zvolime Kj, = 100 (tak, aby béhem K}, krokd doslo k ustaleni regulacniho
pochodu) a x =1 (velké, regulace bude pomalejsi). Pocatecni nastaveni regulatoru na zacatku
iteraéniho vypoctu volime by =4,5 a by =—4,215 (ekvivalent sefizeni Ziegler-Nicholsovou
metodou kritického zesileni regulatoru, tedy silna zpétna vazba, rychly kmitavy regulacni
pochod).

Optimalizaéni proces je zaloZen na spolupraci tii programui, které musi byt umistény
v aktudlnim adresati MATLABu. Model regula¢niho obvodu (obr. 6.11-2) opt PS_m.mdl
rozsifeny o vypocet kriterialniho funkciondlu J je opakované spoustén v prosttedi MATLAB
Simulink s riiznymi parametry regulatoru. Proces je fizen hlavnim programem opt_PS.m
(obr. 6.11-3), ktery vyuziva standardni proceduru MATLABu pro hleddni extrému funkci
vice proménnych. Optimalizovanou funkci definuje skript opt_krit.m (obr. 6.11-4).

Wopt_PS_m =1
File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
DeE& 5 & A= A x| p mTh Normal v
& = g s
% s34652+11546
du
u(t), y(t)

h 4

-

Unit Delay

w(k)

To Workspace

Ready 100% T=0.00 ode4S

Obr. 6.11-2: Model regula¢niho obvodu

V bloku To Workspace je nutné nastavit parametr Limit data points to last na 1, v bloku
Unit Delay a ve vzorkovaci a tvarovaci pak nastavit periodu vzorkovani 7= 0,1 s.
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%

% opt_PS Optimalizace parametru PS regulatoru

% Kvadraticke kriterium s penalizaci akcnich zasahu
%

clear all, close all, clc, format long, format compact

disp(* ")
disp(* D)
disp("* Minimalizace kvadratickeho kriteria *")
disp("* Kvadraticke kriterium s penalizaci akcnich zasahu **)
disp(* D)
disp(* ")
global b0 bl Tmax kappa
Th=10; % zadana doba simulace (kriterialni horizont)
dT=0.001; % pevne zadany simulacni krok pro opt_PS_m.mdl
kappa=1; % vaha akcnich zasahu v kriteriu

% (pro male kappa rychlé reg. pochody a naopak)
w=1; du=0; % reakce na zmenu zadane hodnoty
%w=0; du=1; % reakce pri poruse na akcni velicine (na vstupu)
b0=4.5; bl=-4.215; % parametry regulatoru na zacatku optimalizace
x0=[b0 b1]; % volba vektoru optimalizovanych parametru
sim("opt_PS_m"); % spousti simulaci (soubor je v akt. adresari)
disp("Vychozi situace:")
disp(* ")
b0, bl, J
disp(* ")
disp(" (b0, bl ... parametry PS regulatoru, J ... hodnota funkcionalu)®)
disp(" ")
opt_PS m % otevre okno se simulacnim schematem
figure(l); % otevre okno a vykresli reg. pochod s poc. nast.
plot(t,v(:,2), k", "LineWidth",2), grid on, hold on
figure(2); % otevre okno a vykresli prubeh akcni veliciny
plot(t,v(:,3), k", "LineWidth",2), grid on, hold on
disp(“Pokracuj stiskem libovolne klavesy®"), pause
disp(* *)
disp(® D)
disp(“Zacatek iterace ...%)
disp(® ")

% HLAVNI CAST OPTIMALIZACNIHO VYPOCTU

% OPTIONS - parametry optimalizace (par. Maxlter udava max. pocet kroku)
OPTIONS=optimset("LargeScale®, "off", "Maxlter®,20, "Display”, "iter");
%OPTIONS=optimset("LargeScale”, "off", "Maxlter~,200, "Display”, "iter", ...
% "TolFun~,le-10,"TolX",1e-10);

x=fminsearch(“opt_krit",x0,0PTIONS); % optimalizace simplexovou metodou
%(1l. par. je minimalizovana ucelova funkce definovana funkci opt_krit.m
%x = fminunc("opt_krit",x0,0PTIONS); % optimalizace gradientni metodou

disp(" ")

disp(“Konec iterace”)

disp(” D)
disp(" ")

bOopt=x(1); blopt=x(2);
bO=bOopt; bl=blopt; sim(“opt PS m")

Obr. 6.11-3: Skript Fidici vypocet (opt_PS.m)

209



Matlab & Simulink: feSené pfiklady

disp("Vysledek optimalizace:")
disp(" ")

bOopt, blopt, J

disp(" ")

disp(” (bOopt, blopt ...
disp(" ")

figure(1), plot(t,v(:,2),"r", "LineWidth",2) %vykresli opt. reg. pochod
xlabel ("t [s]7), ylabel("y(©)")
figure(2), plot(t,v(:,3),"r", "LineWidth",2) %vykresli prubeh akcni vel.
xlabel ("t [s]7), ylabel("u(t)")

nalezene optimalni parametry PS regulatoru)®)

disp(” ")
disp("* Konec optimalizace kvadratickeho funkcionalu **)
disp(” ")
disp(" ")

Obr. 6.11-3: pokracovani

%
% opt_krit
%
%

Konstrukce minimalizovane ucelove funkce
vektorovy parametr x funkce obsahuje koeficienty regulatoru
T je hodnota kriterialniho ohodnoceni J

function f=opt_krit(x)
global b0 bl Th kappa
b0=x(1); bl=x(2); % naplneni vektoru x koeficienty regulatoru
%simulace reg. obvodu s aktualnimi koeficienty regulatoru
sim("opt_PS_m",Th) % spousti opt_PS _m.mdl

=J; % vraci krit. ohodnoceni vypoctene opt_PS_m.mdl

Obr. 6.11-4: Funkce pro vypocet hodnoty kritéria (opt_krit.m)

Vysledné regulacni pochody, pribéhy regulované a akéni veli¢iny, jsou na obr. 6.11-5.
Byly obdrzeny po provedeni 10 iteraci (krokd optimalizace). Pro porovnéni jsou vykresleny
i prab&hy pfi pocateénich hodnotach parametru regulatoru b, = 4,5 a by =—4,215.

Figure 1

ok

>

=/oEd| [EHFigure2
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k] File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
Ded& hRAN® |« 08 8O0 Ded& hRAN® | 0B 85O0
F
______ N _ A

/
[

A
\
A

A"‘“\

u(t)

/
1 vl

\ '
\ 7
\/ W

uf

-3 i

3 4 5 6 7 8 il 10 4 5 6 7 8 sl
t[s] t[s]

10

Obr. 6.11-5: Priibéh regula¢niho pochodu pfi w = 7(t) a d, = 0 na pocatku a po 10 iteracich
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Pribéhy regulované a akéni veli¢iny na obr. 6.11-6 byly ziskany po provedeni 20 iteraci.
Je ziejmé, ze regulacni pochod je jiz vyrazné méné kmitavy nez v piedchozim ptipadé. Na
obr. 6.11-8 je také uveden kompletni vypis priabéhu vypoétu (vypis okna Command Window
MATLABUu).

Figure 1 8= Figure 2 8=
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ]l File Edit View Insert Tools Deskiop Window Help b
DEEse hRANS (¥ 08 50 DEEEe hRAN® (¥ 08 50

i) N
o N
I 3

[
™~

|
a

(U]
o
@
o
e
!
e N
uft)
il o /
_\7‘_‘_
iy
=3 ==
s
[ 7=
"

WA

o Jo

X i
T I e S T B TG
tls] tls]

6 7 g 2l 10

Obr. 6.11-6: Pribéh regulaéniho pochodu w = 7(t) a d, = 0 na pocatku a po 20 iteracich

Po ukonceni vypoctu byl jako optimalni vybran fidici algoritmus minimalizujici zadané
kritérium

Vu(kT)=1343e(kT)—1,241e[(k—1)T]
u(kT)=ul[(k-DT]+Vu(kT)
V prubéhu optimalizace doslo k vyvoji parametrti PS regulatoru a kritéria jakosti

bp=4,5—1343, b =-4215—>-1241, J=5518— 1,158

Figure 1 (=) Figure 2 HEE
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~ File Edit View Insert Tools Desktop Window Help o~
Ded& hRAOS® (€ 0B 8O0 Ded& hRANS® (€ 0B 8O0

"y /\ _0_4‘%7 rrr"'.LL
T AN R evilemh
o ™ 4 IL g \\
VAN LYV LY
: \ 7 b ! /
\/ au ¥,

u(t)

¥0)
oo
/

02 | -18
o 1 2 4] 4 5 B 7 8 2 10 0 1
tls]

3 4 6 7 g &l 10

5
tls]

Obr. 6.11-7: Pribéh regula¢niho pochodu pfi w = 0 a d, = 7(t) na pocatku a po 45 iteracich
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* Minimalizace kvadratickeho kriteria
* Kvadraticke kriterium s penalizaci akcnich zasahu

Vychozi situace:

b0
-50000000000000

n s

bl

A

.21500000000000

J =
5.51754703414972

(b0, bl ... parametry PS regulatoru, J ... hodnota funkcionalu)

Pokracuj stiskem libovolne klavesy

Zacatek iterace ...

Iteration Func-count min f(x) Procedure
0 1 5.51755
1 3 3.55176 initial simplex
2 5 3.37381 contract outside
3 7 3.37381 contract inside
4 9 3.37381 contract inside
5 11 3.37381 contract inside
6 13 3.30405 reflect
7 15 3.30405 contract inside
8 17 3.27281 expand
9 19 3.10336 expand
10 21 3.04325 expand
11 23 2.61162 expand
12 24 2.61162 reflect
13 26 1.9294 expand
14 27 1.9294 reflect
15 29 1.34946 expand
16 31 1.22409 reflect
17 33 1.16306 contract outside
18 35 1.16306 contract outside
19 37 1.16306 contract inside
20 39 1.15837 contract inside

Exiting: Maximum number of iterations has been exceeded
- increase Maxlter option.
Current function value: 1.158374

Konec iterace

Vysledek optimalizace:

bOopt =
1.34289493560781

blopt =
-1.24081651210787
J =
1.15837446305066

(bOopt, blopt ... nalezene optimalni parametry PS regulatoru)

* Konec optimalizace kvadratickeho funkcionalu

>> |

Obr. 6.11-8: Vypis prabéhu optimaliza¢niho vypoctu
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Na obr. 6.11-7 jsou uvedeny také prubehy regulaéniho pochodu pii piisobeni poruchy na
vstupu soustavy (akéni veli¢in€). V tomto pfipadé byla zvySena véha zasahti Vu v kritériu na
x = 10.
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Ptiloha A

PRILOHA A: Laplaceova integralni transformace

Na obr. A-1 je uvedeno schéma feseni tlohy pomoci Laplaceovy transformace. Uloha
(technicky problém) je obvykle popsana diferencialnimi rovnicemi, jejichz klasické feseni
je obtizné. S vyuzitim transformace prevedeme diferencialni rovnice na rovnice algebraické,
jez jsou snadno fesitelné. Obraz vysledku nasledné prevedeme zpét do ¢asové oblasti.

aloha PFimd transformace tiloha

v originale @z v obraze
= =
(] [}
n N N
2 FeSeni : FeSeni 2
‘0 e .. : ‘0
& | Voriginile : v obraze 5
S : by
K] c
o o

vysledek gpétnd transformace vysledek

v originale | ! v obraze

prostor originalt A prostor obrazt

Obr. A-1: Schéma feSeni ulohy pomoci Laplaceovy transformace

Soucasné odpada potieba uréovani hodnot integra¢nich konstant z po¢ateénich podminek.
Pocatecni podminky jsou jiz ve vysledcich v obraze obsazeny. Odpadaji rovnéz problémy
s nespojitostmi pii derivacich na pravé strané.

Laplaceova integralni transformace je definovana vztahem
TfOy=[ @) e de=F(s)
0

Aby integral existoval (tedy aby byl integrabilni ve smyslu Cauchyové-Riemanove), musi
byt funkce f(#) jednoznacna a po Castech spojitd v kazdém kone¢ném intervalu proménné ¢,
a to pro vSechna ¢ > 0, a aby konvergoval, musi byt f(¢) exponencialniho fadu pro lim¢ = .
Podminka této konvergence vyzaduje u vétSiny funkci, aby f(#) =0 pro ¢ < 0. Funkci f(¢)
nazyvame originalem (pfedmétem), funkci F(s) obrazem tohoto origindlu. Transformaci
znadime symbolicky . Nekteré nejbéznéjsi origindly a pfislusné obrazy jsou uvedeny ve
slovniku korespondenci v tab. A-2.

Linearni ¢asové invariantni systém (jeho vlastnosti se v ¢ase neméni) s jednou vstupni
a jednou vystupni veli¢inou byva obvykle popsan linearni diferencialni rovnici s konstantnimi
koeficienty. Obecna zavislost mezi vstupnim signalem f; (£) a vystupnim signalem f, (¢) je
dana rovnici
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a, SO+ a, [+ ay [0 +a f(t) =
=b, ) + b, [V + o+ by f(0) + by £(E)

kde a;, b; jsou konstantni koeficienty. Z podminky fyzikalni realizovatelnosti systému musi
byt m < n, tj. stupen nejvyssi derivace vystupni veli¢iny musi byt vétsi nebo roven stupni
nejvyssi derivace vstupni veliCiny.

Obraz derivace funkce zavisi t€Z na pocatecnich podminkach vzatych jako limita zprava,
a to podle vztahu

% {m} =sF(s)— f(0+)
de

kde oznaceni 0+ znamena hodnotu funkce nebo jeji derivace pro ¢ blizici se 1 =0 zprava.
Podobn¢ pro libovolnou vyssi derivaci obdrzime vztah

o {%}H”F@)—[M‘ﬂoaw2f’<0+>+~-+sf<”2><0+)+f<"”(0+)]

U regulac¢nich obvodt obvykle predpokladame, ze az do okamziku vstupu poruchy (tj.
pro ¢ <0) byl obvod a tedy i v§echny jeho €leny v klidu. Pak 1ze provést transformaci rovnice
obecné zavislosti mezi vstupnim a vystupnim signalem ¢len po ¢lenu (s ohledem na linearitu
transformace). Napf. pro ¢len a f>(¢) bude

“Hay /(D) = Iao fr()e ' de = aojfz(t)e_S’dt
0 0

kde vsak vyraz _[ f,(t)e™*"dt je podle definice obrazem funkce f5(?), a tedy
0

U Hag (0} = ag Fy(s)
Pro ¢len a, f;(¢) bude

, . T odh® o A
S a fi0)) = [a, =22 e dt = q, [“L2 2 e dt
1J2 _([ 1 dt 1.([ dt

kde integral predstavuje obraz derivace funkce f5(f) a ma pti nulové pocateéni podmince
hodnotu s F,(s), bude tedy

Ha f,0)}) = ay s Fy(s)
a obdobné pro vyssi derivace.

Transformujeme-li takto postupné vSechny ¢leny, dostaneme

[y s" + apy 8"+ ¥ ars + agl Fo(s) = [bps™ + by s™ ' + ...+ by s + byl Fi(s)
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Pomér

Fy(s) b, s" +b, 5" +..+bs+b,

F(s) a,s"+a, s" " +..+as+a,

=F(s)

je tzv. obrazovy pi‘enos, ktery je tedy vlastné roven

L0
ok
Pi'enos systému (soustavy) je definovan jako pomér Laplaceova obrazu vystupniho
signalu f,(f) k Laplaceové obrazu vstupniho signalu f;(#) pii nulovych pocatecnich podminkach
H0)=£(0)=...=£"(0)=0af(0) =£(0) = ... = " (0) = 0.

Zpétna transformace (pfechod od obrazu k originalu) je definovana integralem

F(s)=

1 c+joo

S HF©} == [Fls)etds=1(0)

c—jo
kde ¢ je usecka absolutni konvergence (musi byt vétsi, nez jsou realné ¢asti vsech singularit
obrazu F{(s)).

Pro tplnost uved'me bez dikazu nekolik pravidel platnych v Laplaceové transformaci,
ktera jsou dulezita pro feSeni tloh v teorii automatického fizeni. Piehled téchto pravidel je
uveden v tab. A-1. Predpokladame, Ze original f{(¢) je funkce po Castech spojita v intervalu
(0, +o0), exponencialniho fadu s indexem ristu a.

Tab. A-1: Prehled zakladnich vzorct Laplaceovy transformace

Nazev Vzorec

SO =[S d=F(s)
0

1 | Definice piimé transformace

(regularni pro Re[s] > )

SHa h£ f,8(0}) =
2 Linearita =¢ Y {fi®O}te, 7 {f(0)}
(plati obdobné pro libovolny pocet ¢lent)
3 Posun v originale YH{f(t—a)y=e " F(s)
(translace, ¢asové zpozdéni) a>0,f(H)=0prot<0
4 Posun v obraze (substituce) YL f()y=F(s—a)
t
5 Konvoluce v {Iﬁ(f -7) f5 (r)dr} =F(s)F(s)
0
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Tab. A-1: pokracovani

Nazev Vzorec
it =—F 2], L L =k Rk
6 Zména méfitka \ k) T )
(plati pro k > 0)
7 Véta o podate¢ni hodnoté tl_i)r(1)1+f ()= bli_r)ll}os F(s)
lim £(¢) = lim s F(s)
8 Véta o konecné hodnoté o §0
(plati pouze tehdy, jestlize limita existuje)
9 Derivace obrazu tfO)y=-F'(s)
t 0
10 Integral obrazu v {@} = [F(g)dg
Oy =sF(s)= f(0+)
11 Obraz derivace SOy =5"F(s)=[s"" £ (0+)+5" 2 f'(0+) +
+ets fUPO4)+ £ (04)]
‘ 1
12 Obraz integrélu % { [f@) dz‘} =—F(s)
o s
T
13 Obraz periodické funkce _[f (t)e™'dt
(s periodou 7) YO
| 1 c+joo
14 | Definice zpétné transformace VH{F(s)) = g _[F (s)e’'ds = f(1)
c—jo
1 it .
t -5,) F(s)e"
f(= Z (—1)'ds”[( ) F(s)e”]
Zpétna transformace
15 pomoci vzorce ()= z res F(s)e”]
a pomoci rezidui i=1 %
pro F(s) = ) , p pola r;-nasobnych
0(s)
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Tab. A-2: Slovnik zakladnich korespondenci Laplaceovy transformace

Obraz F(s) Original f(?)
1 1 o(1)
(jednotkovy impuls, Diracova funkce)
| ()= 0 pro <0
2 B = 1 pro t20
(jednotkovy skok, Heavisideova funkce)
1
3 — t
2
4 ! i ro n=1,2,3
Sn (}’l _ 1)' p 5“5 Iy
1
5 e—al
s+a
6 1 —at
- t
(s+a)’ ¢
1 ! —at
7 e pro n=1,2,3,...
(s+a) (n-1)!
1 1
_ 1_ —at
8 s(s+a) a (1=e)
1 1
9 - —(at—1+e™
s2(s+a) a? (a e)
10 — N
(s+a)’ (1-at)e
11 L i[1—(1+at)e””]
s(s+a)? a’
1 1 —-at —bt
12 (s+a)(s+b) b—a(e =)
ol 1 —bt —at
b _
13 (s+a)(s+b) b—a( ¢ ae™)
1 1 1
14 _ — {1 + (be —aeb’)}
s(s+a)(s+b) ab a-b
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Tab. A-2: pokracovani
Obraz F(s) Original f(?)
@ .
15 sin ot
s+ o’
s
16 cos wt
s+’
i’ —at _:
17 m e " sin ot
s+a ot
18 (s-i-a)—2+a)2 e " cos wt
1 .
o> e’f“’"’s1n[(a)mll—§2)t}
19 SRy 1-¢2
s”+28w,s + o,
(pro &< 1)
-1 .
g ! sm[(a)“H — & — 1/1}
20 — i=e
s*+28w,5 + @] |- &2
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Piiloha B

PRILOHA B: Seznam souboru

V tab. B-1 jsou uvedeny nazvy vsech vytvorenych soubort (modely a skripty), se kterymi
se v textu pracuje. VSechny naprogramované ulohy jsou étenafi k dispozici na prilozeném
datovém nosiéi a jsou také volné ke stazeni na internetové adrese http:\\www.spslan.cz\tech.
Programy jsou v uvedené formé okamzité pouzitelné, postacuje piislusné soubory umistit do
aktualniho adresaie MATLABu. Velmi snadno 1ze uvedené modely upravovat a nasledn¢ je
dle konkrétni potieby pouzit ve vyuce.

Tab. B-1: Soubory modelu a skriptu

. Soubory modelu Soubory skriptu
Kapitola (+.mdl) (+.m)
l1az4 uvedeny pfimo v textu uvedeny pfimo v textu
5.1az5.7 - -
5.8 rovhomerny_pohyb rovnomerny_pohyb_s
) nerovnomerny_pohyb nerovnomerny_pohyb_s
rovhomerne_zrychleny_pohyb rovhomerne_zrychleny_pohyb_s
5.9 rovnomerne_zrychleny_pohyb_2 rovnomerne_zrychleny_pohyb_2_s
nerovnomerne_zrychleny_pohyb nerovhomerne_zrychleny_pohyb_s
5.10 volny_pad volny_pad_s
5.11 vrh_svisly_vzhuru vrh_svisly_vzhuru_s
5.12 naklonena_rovina naklonena_rovina_s
5.13 matematicke_kyvadlo matematicke_kyvadlo_s
5.14 kosmicka_lod kosmicka_lod_s
5.15 vetknuty_nosnik vetknuty_nosnik_s
) vetknuty_nosnik_var vetknuty nosnik_var_s
5.16 vyska_hladiny_nadrze vyska_hladiny_nadrze_s
) vyska_hladiny_nadrze 2 vyska_hladiny_nadrze 2_s
) spojene_nadrze_s
spojene_nadrze .
5.17 , nadrze_ini_M
spojene_nadrze_M
nadrze_fun
5.18 navijeci_zarizeni navijeci_zarizeni_s
5.19 ss_motor_CB ss_motor CB_s
ss_motor ss_motor_s
5.20
ss_motor_2 ss_motor_2_s
5.21 logicka_funkce -
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Tab. B-1: pokracovani

. Soubory modelu Soubory skriptu
Kapitola (*.mdI) (+.m)
h_prvniho_radu .
6.1 . . h_prvniho_radu_s
h_prvniho_radu_realizace
h_druheho_radu_s
2 h_druheho_rad - - -
6 - —radu h_druheho_radu_ksi
6.3 - dynamicke_charakteristiky
FCH_druheho_radu_ksi
6.4 FCH_druheho_radu_1
) FCH_druheho_radu_2
FCH_druheho_radu_3
6.5 h_PID h_PID_s
URO_1
URO_2
6.6 URO_3 URO_s
URO_4
URO_5
6.7 modifikovany_PID_1 modifikovany_PID_s
’ modifikovany_PID_2 modifikovany_PID_ZN
6.8 PI_stabilita PI_stabilita
6.9 tripolohovy_regulator prechod
) nespojita_regulace nespojita_regulace_s
6.10 PSD_regulator PSD_regulator_s
opt PS
6.11 opt_PS_m
LS opt_krit
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