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PRILOHA 1

Neékteré zdakladni pojmy a souvislosti teorie pravdépodobnosti

V této priloze pfipomeneme vyznam nékterych nejzakladnéjsich veli¢in a vztahd, které
plati v teorii pravdépodobnosti. Zvoleny zpisob vykladu je mozna trochu zjednoduSeny, zato
viak dovoli vytvofit si nazornou piedstavu a jejim prostfednictvim porozumét logickému
smyslu uzivanych veli¢in a provadénych operaci. |

Nihodna veli¢ina. UvaZzujme redlnou ndhodnou veli¢inu x, kterd nabyva hodnot
vrozmezi 0d Xmim dO Xma. Rikdme, Ze oborem hodnot nihodné veli¢iny x je interval

<xmm,xmax>. Takovou veli¢inou muZe byt napf. délka, Ghel, pevnost a pod. Abychom poznali

vlastnosti veli¢iny x, provadime jeji opakovana méreni. Pocet provedenych méfeni oznac-
me . NaméFené hodnoty x;, j=1,2,---, N jsou rizné, protoze veli¢ina x je ndhodna.

V redlnych podminkéch je poet méfeni N omezen Casem, kapacitou laboratofe apod.
V naSich teoretickych tvahach si vSak budeme predstavovat, ze pocet méreni je obrovsky
a lze jej bez omezeni zvétSovat; to vSe v realném (kratkém) Case.

Z posloupnosti nam&tenych hodnot x; lIze vyjadfovat (vybérové') statistické charakte-

ristiky, napft. stfedni hodnotu
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je stiedni hodnota kvadritu veli¢iny x. Pro (vybérovou) smérodatnou odchylku potom plati
c=4+c" (P1.4)

Podobné Ize vyjadfovat dalsi centralni a obecné momenty aj.

! Provedeme-li koneény potet méfeni, nazyvame takovy soubor vybérem.

1



Priloha 1 Nékteré zakladni pojmy a souvislosti teorie pravdépodobnosti

Rozlozeni nahodné veli¢iny. Z posloupnosti hodnot x; neni bezprostfedné ziejmé

jejich rozlozeni, tj. neni zfejmé ve kterych oblastech hodnot se namétené udaje vyskytuji Cet-
néji a ve kterych méné Casto. Pro studium rozloZeni rozdélujeme naméfené hodnoty do t¥id.
Obor hodnot (xmm,xm> se rozdéli na M ttid - tfidnich intervald, obvykle tak, Ze maji stejnou
sirku tridy Ox .

Xmax — Xmin

v (P1.5)

Jednotlivé tfidy a k nim prislu$né veli¢iny oznadujme poradovymi &isly tiid 7, i=1,2,---, M .

Ox =

Poradova ¢isla, dolni a horni meze tfidnich intervald jsou v prvych tfech sloupcich tabulky
P1-1. Ve ¢tvrtém sloupci jsou uvedeny tzv. tfidni hodnoty x;, dané stiedy tfidnich intervald.

Tab. P1-1 Tabulka rozdéleni namérenych hodnot do trid

Tridy (tfidni intervaly) Naméfeno a vypodlteno
poradové od 5 tfidni hod- tridni relativni vyska
Cislo .tndy (dolni mez) | (horni mez) nota Cetnost Cetnost sloupce

i X i g fi
1 2 3 4 5 6 7
1 Foiin (%min +8x) Xmin +30x m gi=m/N fi=g1/8x
2 (Xmin +0x) (Xmin +20x) Xmin + 30 m & =m|N fr=8[0x
M (xmax — 6,\‘) ik Xmax — 30X s gu = nM/ N S =8u / dx
M M
Celkem: | N = Z,-J’" =2 &

VSechny namérené hodnoty nyni zafadime do jednotlivych tfid a stanovime pocet hod-
not v jednotlivych tfidach - tzv. tfidni Cetnosti »,. Jsou uvedeny v patém sloupci tabulky.

Ptirozené plati
2:1 m=N
nebot’ do trid jsme zaradili vSechny namérené hodnoty.
Tridni Cetnosti jiz poskytuji jakysi obraz o rozloZeni naméfenych hodnot. (V nékterych
tridach se meérené hodnoty vyskyfuji vice nez v jinych.) Velikosti hodnot #n; vSak zavisi také na

celkovém poctu meéteni N a na Sifce tiid &x. (Pii vétS§im poctu meéfeni a pii vétsi Sirce tiid -

(P1.6)

rostou hodnoty tfidnich Cetnosti.)
Vliv po€tu méfeni na hodnoty tiidni Eetnosti vymezime zavedenim relativnich ¢etnosti
m :
&= -(P1.7)
Uvazujeme, ze poet méfeni N je obrovsky. Jestlize takovy poCet méfeni N napt. zdvojnasobi-
me, mizeme oCekavat, ze se také vSechny hodnoty tfidnich Cetnosti n; ,skoro pfesné* zdvoj-

nasobi. Relativni Cetnost se viak dle (P1 B) , skoro viibec* nezméni. Pfirozené plati

1
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Relativni Cetnosti jsou stale je§té zavislé na §ifce tfid 6x. Tuto zavislost odstranime,

-zavedeme-li veliCiny

,-=§';C~' (g =fox) (P1.9)

uvedené v sedmém sloupci tab. P1-1. Hledané rozloZeni nyni charakterizujeme histogramem,
jehoZ vysky sloupcii jsou f;.

Schematicky je takovy histogram znazomén na obr. P1-1a). Na abscise je obor hodnot
nahodné promeénné, tj. interval <x,m-,,,xmax> , rozd&len do M tiid (v piikladu M = 6). Sitka tiidy
Ox je urCena vztahem (P1.5). Vynesené sloupce maji vysku f;. Podle (P1.9) je zfejmé, ze
kazda plocha sloupce histogramu f; 6x je relativoi Cetnosti g; ve tridé. (Napf. svétle Seda-
plocha je relativni Cetnosti g, ve druhé tridé.) Dale je podle (P1.8) ziejmé, Ze souhrnna plo-
cha vsech sloupcii histogramu Zfl ( fi 8x) = Zfl g jerovnal.

f M=6 % M=12

. Lar| o
i dx O0x Ox o&x O&x Ox Foax Yl & &G &
a)
# M=24
f (x) \
....... M X :
i —— N o
Ymin 57 e G Ymax
c) d)

obr. P1-1 Histogramy relativnich cetnosti a hustota pravdépodobnosti rozlozeni

Na obr. P1-1b) jsou namérené hodnoty rozdéleny do dvojnasobného poétu tiid A/
(. M =12), které maji podle (P1.5) poloviéni §itku &x. Hodnoty, které plivodné patiily do
jedné svétle Sedé tiidy na obr. P1-1a) nyni patii do dvou svétle Sedych tiid na obr. P1-1b).
(Svétle Seda plocha sloupce 2. t¥idy na obr. P1-1a) se rozdélila na dvé svétle Sedé plochy 3. a
4. tfidy v obr. P1-1b).) RovnéZ v tomto histogramu ma plocha sloupce vyznam relativni Get-
nosti ve tfidé a souhrnna plocha sloupcti je rovna 1. Proto také kontury obou histogrami lezi
ve stejném misté nad abscisou a maji zhruba podobny tvar. Kontura histogramu na obr. P1-1b)
ma oviem jemnéjsi ,,schody”.
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Jestlize znovu zdvojnasobime poéét trid (M =24 ), vznikne analogicky histogram na
obr. P1-1c). Tmavoseda tfida na obr. P1-1b) se ,rozpadne* do dvou tmavoSedych tfid na -
obr. P1-1c) a pod. Kontura histogramu na obr. P1-1¢) ma ,,schody* jesté jemnéjsi. '

I dalim zvétSovanim poctu tiid by se Sitka tfidy zmenSovala, kontury histogramu by
mély stale zhruba podobny ,.tvar, pri¢emz ,,schody” této kontury by byly stale jemnéjsi, plocha
kazdého sloupce by stale znamenala relativni Cetnost ve tfidé a souhrnna plocha sloupct by
byla trvale rovna 1. To vSe by ovSem platilo, jen pokud by kazdy nové zvoleny (vétsi) pocet
trid M byl velmi maly ve srovnani s poctem méfeni, M< /N . (Kdybychom naprt. zvolili pocet
tfid o hodné vétsi nez pocet méfeni, tfidni Cetnosti by vétsinou byly bud’ 0, nebo néjaka mala
¢isla. Tvar histogramu by se potom vyrazné zménil a pripominal by jakési nahodné , hrabé&®.)

Navrhnéme proto modifikaci naseho postupu. Vzdy, jesté predtim, nez zdvojnisobi-
me pocet trid, zvétSime na dvojnasobek pocet méreni. Hodnoty tfidnich Cetnosti »; se tim
,,skoro presné“ zdvojnasobi (uz vychozi pocet méfeni byl obrovsky) a relativni ¢etnosti ve tii-
dach se ,,skoro viibec nezméni - viz Givaha za rovnici (P.1.7). Tak zajistime, aby i po zdvojna-
sobeni poctu ttid porad platilo M< N . |

Nyni se nabizi otazka kam bychom dospéli, kdybychom dvojici ¢innosti - a) zdvoj-
nasobeni po¢tu méfeni a b) nasledné zdvojnasobeni poctu tiid - opakovali az ,,do nekone¢na®.
Exaktni odpovéd’ na tuto otazku a matematicky dikaz spravnosti vysledkl by vyzadovaly za-
vést fadu pojmi a operaci zteorie pravdépodobnosti (napf. vhodné definice konvergenci
v pravdépodobnostnim smyslu aj.); v tomto sméru je nutno ¢tenare odkdzat na specialni lite-
raturu. Zde se jen intuitivnim zpisobem pokusime nalézt predstavu o logickém smyslu nékte-
rych vyrazi, které ,,v limité€* uvaZovaného postupu vznikaji.

1. éifky trid budou v postupné vzhikajicich histogramech stale mensi, az se stanou ,,nekoneéné
malé“. Takovou nekonecné malou tfidu pojmenujeme elementarni trida a jeji Sitku ozna-
¢ime misto kone¢né velké hodnoty 8x symbolem diferencialu, tj. symbolem dx.

. Kontury postupné vznikajicich histograma si podrzi stale zhruba stejny ,,tvar”, ale ,,schody*
této kontury se budou zmenSovat (zjemriovat) az se stanou ,nekonecné malé”, a tedy
,»neviditelné“. Kontura histogramu se zméni ve spojitou funkeci, které fikame hustota prav-
dépodobnosti. Misto dfive uzivané posloupnosti vySek sloupctd f; vyjadfime hustotu prav-

dépodobnosti symbolem 7(x) - viz obr. P1-1d).

3]

3. Protoze elementarnich tfid je nekone¢né mnoho, neni jiz mozné identifikovat je pofadovymi
Cisly 7. Elementarni tfidé€, jejiz dolni mez je x a horni mez je x+dx budeme prosté rikat
elementarni trida v misté x*.

4. ,Plocha sloupce histogramu® prislusejici elementarni tiidé je misto diivéjsi hodnoty f; dx
vyjadfena nyni soudinem f(x)dx - viz obr. P1-1d). V paralele k (P1.9) lze fici, Ze vyraz
f(x)dx m4 vyznam relativni Cetnosti v elementdrni tfidé v mist& x (oviem pii ,,neko-

13

necné” velkém poctu mérent).
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5. V paralele k (P1.7) a (P1.8) plocha pod kfivkou funkce hustoty pravdépodobnosti je

; W, M o V ; ¥ v, I R
rovna 1. (Misto scitani Zi:l koneéného poétu ploch musime ovSem uzit integraci J. )

Xnin

j::f(x)dle (P1.10)

Poznamka: Pro jednoduchost intuitivnich predstav jsme uvazovali, Ze oborem hodnot nahodné
proménné x je konecné velky interval <xmi,,,xmax). Lze vSak dokazat, Ze vysledky naSich
predstav jsou pouzitelné i kdyZ Xpi, =0 a nebo Xpwx = 0. .

Statistické charakteristiky. Pii kone¢ném podétu tfid M lze vyjadrit mizné (vybérové)
statistické charakteristiky nahodné veli€iny x z hodnot, které jsou zaznamenany napf. v tabulce
typu tab. P1-1. V kazdé tridé je znam pocet nameéfenych hodnot »;, ale konkrétni namétené

hodnoty uvadény nejsou. Vime vsak, Ze v dané tfidé se Zadna naméfend hodnota nelisila od

tfidni hodnoty x; o vice neZ &x/2. Zjednodusené si proto piedstavujeme, Ze naméfené tidaje

ve tfidé mély(stejnouf viechnylhodnotu - totiz tfidni hodnotu x;. Pro stiedni hodnotu potom
.. . ¢ . _ M

v analogii k rovnici (P1.1) najdeme vztah X = Zi=1 (mx) / N a

].M M

:%é(xini)zﬁz(xi Ng,-)=Z(xigf) (P1.11)

i=1 i=1

=

Podobné najdeme v analogii k rovnici (P1.3) vztah pro stredni hodnotu kvadriatu nihodné

proménné x. Uzitim (P1.8) a (P1.9) nalezneme
l M M

- 13 2 Y 2 2
=i 2] = Bl )= 3 0s) @12

i=1 i=1

V predchozich vyrazech jsme misto naméfenych hodnot wvzili tfidni hodnoty x;. Sku-
te¢na méfeni se mohla odliSovat od tiidni hodnoty az o &x/2. Vypoétené charakteristiky jsou
proto zatiZeny jistou chybou, ktera se zmensuje s klesajici Sitkou tfidniho intervaludx .

Nabizi se otazka, jaké vztahy by platily po prechodu od histogramil s kone¢nym poctem
tiid k hustoté pravdépodobnosti. Podle naseho intuitivniho zpisobu uvazovani bychom mohli
vyuzit predchozi dva vztahy a provést v nich nasledujici zmeény:

1. Pouzit (misto relativni Cetnosti g; = f; Sx v i-té tiid&) , relativni Cetnost* f(x)dx, piisluge-
jici ,,elementarni tfidé v misté x“. (Soudasné se odstrani i diive uvazovana chyba vypoctu,
nebot’ elementarni tfida ma Sitku tfidy nekone¢né malou.)

2. Pouit (misto tidni hodnoty x; v i-té tid&) hodnotu x jako tiidni hodnotu ,elementarni
tridy v misté x*. (V elementarni tfidé splyvaji dolni mez, horni mez i tfidni hodnota.)

r I, ’ M w7 & * xm
3. Misto scitani Z;’:l pouZzit integraci I ;

min

Z rovnic (P1.11) a (P1.12) potom vzniknou vztahy znamé z matematické statistiky.

J?:Txxf(x)dx (P1.13)’

Xmin

? V historii matematiky se jako znak s&itini nekone¢ného po&tu nekonedn& malych veliin piivodné uzZivalo
pismeno S z latinského ,,suma“ = souet. Pozdgji bylo pismeno S ,,protazeno” a vznikl symbol integralu [.
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7= | f(dr (®1.14y

(Pro rozptyl ve vSech ptipadech plati nezménény vztah (P1.2) a pro smérodatnou odchylku
nezmeéneény vztah (P1.4).)

Pravdépodobnost. Hledejme pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrana hodnota ze sou-
boru dfive provedenych méreni lezi v dané tiidé. Podle klasické definice je pravdépodobnost
pomérem poctu piipadi, kdy nastal sledovany jev ku poctu vSech pripadd. Jestlize jsme pro-
vedli N méfeni a ztohoto mnozstvi n; méfeni prisluselo do i-té tiidy (i =1,2,---,M ), potom
pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrana (minuld) hodnota patii do i-té tiidy je B =m/N . Uz-

tim (P1.7) 1ze uvazovanou pravdépodobnost vyjadrit také tvarem
n;
=Ry {B=g5) ®1.15)

V daném pripad¢ pravdépodobnost a relativni Cetnost maji stejnou hodnotu, tj.
pravdépodobnost ,,je* relativni Cetnosti a naopak.

Uvazujeme, Ze jsme provedli obrovsky pocet N méfeni. Budeme-li v budoucnu prova-
dét n€jaka dalsi méfeni, je ,témer jisté“, Ze charakter jejich rozloZzeni bude , prakticky stejny*
jako charakter rozloZzeni méfeni minulych. Pravdépodobnost, ze hodnota budouciho méfeni
bude patfit do /-té tiidy bude ,téméF jist&“ , skoro stejnd“, jako diive stanovend hodnota P,.
(£ je nejlepSim odhadem pravdépodobnosti budouciho jevu.)

Pojmy relativni Cetnost a pravdépodobnost se obvykle uZivaji v odli$nych souvislostech.
,Relativni Cetnost pouzivame, chceme-li pojmenovat veli¢inu, kterou jsme ziskali poté, co
jsme vyhodnotili minuld méfeni; relativni €etnost vzniki ,ex post*. Naproti tomu pojem
,»pravdépodobnost™ (nebo odhad bravdépodobnosti) je sice ur€en z minulych studii, ale je vy-
chodiskem nasich tivah o budoucnosti; pravdépodobnost je uZivina ,ex ante*. Obvykle po-
stupujeme tak, Ze nejprve nalezneme relativni Setnost zkoumaného jevu a potom ji ve vyznamu
(odhadu) pravdépodobnosti uZijeme pro dalsi tivahy.

Stejné predstavy, jaké jsme si vytvofili o pojmu relativni Setnosti a pravdépodobnosti ve
tfidé s konecnou $itkou, miZeme pouZit i pro ,elementarni tfidy“. Vyznam veli¢iny 7 (x)dx
tak miizeme chépat nejen ve vyznamu jakési ,relativni Getnosti v elementarni tfid&* (jak jsme
uvedli jiz dfive), ale soudasné také jako pravdépodobnost vyskytu® (budouci namétené hod-

noty) v elementarni tridé.

? Pro tzy. zakladni soubor (nekone¢né velky) a pro vybér (koneéné velky soubor) se v matematické statistice
pouZivaji tradi¢né jiné symboly. U zdkladniho souboru se stfedni hodnota obvykle zna¢i symbolem £ (x) &ip,
stiedni hodnota kvadratu E(xz). U vybéru se sttedni hodnota nazyva , primér* a oznaduje ¥ stfedni hodnota

kvadritu x* . Ve zdej§im vysvétleni, pojatém intuitivng, toto odligeni nezavadime.
* Castym omylem zaéatedniki je povaZovat za pravdépodobnost v elementdrni tiid¢ f (x), misto spravného

f(‘c)dx



