Resené priklady z FYI
FS —2007/2008

1.2. Fyzikalni veli¢iny

Priklad 1.2.1.
Vyjadfete uhel 1° v radianech (rad) a naopak.

Reseni:
Rovinny uhel « v radianech je definovan vztahem
s
oa=—,
r

kde s je délka ptislusného oblouku a » je polomér ptislusné kruznice.
Pro plny thel plati:

a=360" ,
c¢emuz odpovida
a="= 27 =2 rad .
r r
Pak
360" =27 rad,

1° =% —0,01745rad,
180

Irad = @ =57,29°.
Ve

Priklad 1.2.2.
Piepodtéte rychlost v =5 km/h na rychlost v m.s" a rychlost 88 stop/s na rychlost v
mi/h a m.s™, vite-1i, Ze 1 mi = 1 mile = 5280 stop = 1609 m.

Reseni:
Vyjdeme z defini¢niho vztahu pro rychlost a dosadime pfevodni vztahy mezi
prislusnymi jednotkami:

s S5km_510°m

vV=—=

= —=139 m-s".
t 1h 3,6-10°s




1 .
88— mi
5_B8stop_ 580 _ g0 mi-n',

¢ ls 1 5
3600

v:£=60 mi _ 60-1609 m:26,8 mest
t 1h 3600 s

Priklad 1.2.3.

Zorny thel, pod kterym vidime Slunce je ¢ = 8,7.107 rad. Vypo&téte pramér Slunce
D v metrech, jestlize vime, e je od nas vzdalené 9,3.10” mi (1 mi = 1 mile = 5280
stop = 1609 m).

Reseni:

Slunce je od Zemé¢ vzdaleno
[=9,3-10'mi=9,3-10"-1609 m.

Vzhledem k tomu, Ze uhel ¢ je velmi maly, mizeme délku oblouku s polozit
ptiblizn€ rovnu priiméru slunce D:
s=D .

Pak s pouzitim definice rovinného thlu ziskdme:

D=1-9=93-10"-1,609-10°-8,7-10° =1,3-10° m.

Piiklad 1.2.4.

Na zédklad€ rozmérové analyzy urcete, ktery z nasledujicich vztahti mezi vinovou
délkou A, frekvenci fa fazovou rychlosti vinéni ¢ je spravny:

(1) f~Ale

(2) c=fIA

(3) A=c/f.

Reseni:
Jednotky uvedenych fyzikalnich veli¢in jsou:

[fl=s7", [A]=m, [c]=m-s".



Dosadime tyto jednotky postupné do vztahti (1), (2) a (3) a porovname levé a pravé

strany:
(1)
f===s"=——==s ne
c m-s
(2)
1
c:i:>rn-s*l =—=m"s" ne
A m
(3)
c m-s”
A:—:m: =m ano.

1.3. Zdklady vektorového poctu

Piiklad 1.3.1.

Dva vektory a a b maji velikost a =3 N a b =2 N a sviraji thel a= 60°. Stanovte
vyrazy: |a+h | , | a-b f, a.b a axb. Reseni naleznéte jednak graficky a jednak pomoci
defini¢nich vztaht.

Reseni:
Postup pfi grafickém feSeni souctu a rozdilu vektorti a a b je ziejmy z obrazku:

Soucet vektoru a a b:

c=a+b,
Velikost vysledného vektoru ¢ stanovime s pouzitim kosinové véty:

c= \/az +b* —2abcos(p) ,



¢ =+Ja> +b> —2abcos(120°) = 3> +2> =2.3.2-(-0,5) = 4,36 N,

Rozdil vektorti a a b:
d=a-b,
kde velikost vysledného vektoru d nalezneme opét s pouzitim kosinové véty:

d =+a® +b* —2abcos(a) = /3> +2° —2-3-2:0,5 =2,65 N.
Skalarni soucin je definovan vztahem:
c=a-b=abcos(a)= 3-2~cos(60°)= 3 N°.

Vektorovy soucin vektort a a b zapisujeme:
f=axb ,

kde velikost vysledného vektoru fje definovana vztahem:

f =absin(a)=3-2-0,866=52 N’

Priklad 1.3.2.
Pro vektory a = -2i + 4j, b = -4j + 3k stanovte a+ b, a - b, a.b a axb.

Regeni:
(1) Soucet dvou vektorti
a+b=-2i+4j+(-4j+3k)=-2i+3k.
(2) Rozdil dvou vektorii
a-b=-2i+4j—(-4j+3k)=-2i+4j+4j-3k =—-2i+8j-3k.
(3) Skaléarni soucin dvou vektora

a-b=(-2i+4j) (-4j+3k)=8i-j—6i-k—16j-j+12j-k =16 ,

nebot’
i-j=0, i-k=0, j-j=1 j-k=0 ,

ptipadné ve slozkach
a-b=ab +ab +ab =(-2)(0)+(4)-(-4)+(0)-(3)=-16 .
(4) Vektorovy soucin dvou vektorti

axb = (—2i+4j)x(-4j+3k)=8(ixj)-6(ixk)-16(jx j)+12(jx k)=
=8k +6j+12i =12i+6j+8k ,



nebot’

ixj=k, ixk=—j, jxk=1i, ixi=jxj=kxk=0 ,
viz obrazek

ptipadné ve slozkach

i j ok
axb=-2 4 0[=i(3-4-0-—4)-j(-2-3-0-0)+Kk(-2-—4-4-0)=12i+6j+8k.
0 -4 3

2.1. Kinematika hmotného bodu

Piiklad 2.1.1.

Hmotny bod se pohybuje po trajektorii dané v SI &iselnymi rovnicemi x(z) = 2¢ - 1,
y(t) = + 1, z(t) = . Ur&ete jeho rychlost v a zrychleni a v okamziku 7,=3 s a drahu
s, kterou hmotny bod urazil za ¢as At = ¢;- ty, kde ¢ty= 0 s. Nakreslete prib¢hy veli¢in

x(t)’ J’(t), Z(t), Vx(t)’ Vy(t), VZ(t)’ ax(t)’ a)’(t)’ az(t)a a(t) a S(t)

Reseni:
Slozky rychlosti a zrychleni jsou rovny

vx:g=4t, % :d—y:?_t, vz:%:%,
ds Tode dr
d
ax:dvx:4,a = vy:2’ aZ:dVZ:
dt Yo de dr
Velikost rychlosti nalezneme ze vztahu:
v= V24240 =160 +412 + 412 =241 =246t (1)

V case ;=3 s ma rychlost velikost

v =24J61, =64/6 m-s7.



Velikost zrychleni nalezneme ze vztahu:

a=.al+a’+a’ =\16+4+4=2/6 m-s”.

Zrychleni nezavisi na Case, takze a, = a.
Draha je rovna (za velikost rychlosti dosadime ze vztahu (1)):

s = j-vdt = j.2\/§dt = \/67
0 0

Za Cas At =t;- tp=3 s hmotny bod urazil drahu

s, =~/6t2 =46-32 =96 m .

Priibéhy x(2), y(1), 2(1), vi(1), vy(1), v:(1), ax(t), ay(1), a:(1), a(1) a s(t) jsou na
nasledujicich obréazcich:
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Priklad 2.1.2.

Cast zavodni drahy se sklada ze dvou p¥imodarych tsekd (€. 1 a 3), mezi nimiz je
zatacka o poloméru R = 100 m (usek €. 2). Pribéh zdvislosti velikosti rychlosti
automobilu na ¢ase v = v(?) v jednotlivych usecich je dan v SI ¢iselnymi rovnicemi:
usek €. 1: v=150-2¢, 0<¢<10

Gsek &.2: v=30+(r- 10, 10<7<15

usek €. 3: v=55+2(t-15), 15<t<5

Urcete a znazornéte graficky:

a) prabeh rychlosti v = v(?) (stanovte, kdy automobil na draze brzdi a kdy akceleruje),
b) prubéh zrychleni te€ného a,= a,(t) a normalového a, = a,(1),

c) zéavislost ujeté drahy na Case s = s(?),

d) tvar dréhy.
Reseni:
a) Priibéh rychlosti v =v(?)
usek ¢.1:
v(0)=50 m-s™ v(10)=30 m-s™
usek ¢.2:
v(10)=30 m-s™ v(15)=55 m-s™
usek ¢.3:



v(15)=55 m-s™ v(25)=75 m-s™ .

W qo04
(res™")]
50
hrzdi akcelenye
a 5 10 15 20 (5) 25

b) Pribéh zrychleni tecného a,= a,(?) a normalového a, = a,(t)
usek ¢.1:

usek ¢.2:

usek ¢.3:

dv _
a,=—=2 m-s 2
dr
ar 1|:|:.
(ms™)
2- 1
_S 5 10 15 20 25
] t(=)




2n 30
(ms""]
25:.
20l

'15:.

-1|:|:.

t (3]

¢) Zavislost ujeté drahy na Case s = s(?)
asek ¢.1: 1€(0,10)

t t

As, (t)z jv(r)dr = I(50—2T)dr =50t 1%,

0 0

As,(0)=0 m, As(10)=400 m

usek ¢.2: 1 (10,15)

t t

A5, (0)= [v(e)dz = [(30+( ~10)* Kz = 30( —10)+%(¢ “10),

10 10

As,(10)=0m, As,(15)=191,7 m

usek ¢.3: 1 € (15,25)

As, () = jv(r)dr - j(55+2(r—15)2)dr =55(r—15)+ (1 —15Y,

15 15

Asy(15)=0m, Asy(25)=650m.



15004+
% (w) ]
1|:||:||:|:-
EDD:-
D-
d) Tvar drahy
| —— F=1000m
_ 1917
g1 “=101rad P
(110
5, (15)
=R

Piiklad 2.1.3.

Vlak jedouci rychlosti 72 km/h 1ze po uvedeni brzd do ¢innosti zastavit za 2 min.
Stanovte, v jaké vzdalenosti pfed nddraZzim je nutné uvést brzdy do cinnosti.
Predpokladejte, ze béhem brzdéni se vlak pohybuje rovnomérné zpomalené.
Namalujte prubéhy veli¢in a(2), v(t) a s(2).

Regen:
Zadané hodnoty a hledana veli€ina:
v, =72 km/hod, #, =2min=120 s, a, =konst., s, =?

Tecné zrychleni je definovano vztahem

Resenim této rovnice ziskame:

jdv=J;aTdt=a,I;dt ,

10



v=at+v,

Velikost rychlosti je definovana vztahem:

Vv =

ds
dr

Resenim této rovnice ziskame:

(1)

j).ds = J.;vdt = J;:(W v e,

1 o
S=—a,t +vt
2

V case =t je v=0. Pak z rovnice (1) ziskame:
0=at +v,

v, _&_ 1

a
oy 120 6

Dosazenim do rovnice (2) ziskdme:

2)

s, =%art12 +yt, :%(-é}lzoz +20-120=1200 m.

Prubéhy te€ného zrychleni, rychlosti a drahy jsou na nésledujicich obrazcich:

(ms'zj

0.5
0.
0.2 t

u]
-0.29 z l
ar = 0, 166 mz~

11
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Piiklad 2.1.4.

Tahlo stroje se pohybuje tak, Ze jeho koncovy bod kond piimocary pohyb s
konstantnim zrychlenim 6 cm.s”. V ase £,=0 s se koncovy bod naléza v misté xy=50
cm. V okamziku ;=4 s je jeho rychlost nulova. Urcete zavislost rychlosti a drahy na
¢ase. Dale stanovte polohu koncového bodu v ¢ase 7, = 10 s a stfedni rychlost v dob¢
mezi t; a b.

Reseni:
Ze zadani vyplyva, ze koncovy bod tdhla vykonava pfimocary pohyb ve sméru osy x
s konstantnim zrychlenim. Proto plati

=a,=6-107 m-s”.

:a:

T

ax

12
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Podle definice je slozka zrychleni a, rovna:

dv
a, =
dt

X

Slozku rychlosti v, nalezneme z této rovnice separaci promeénnych a integraci:
Ve t
J dv, = Jaxdt
Vo 0
v.=al+v,
Podle zadéni je v Case ¢, =4 s slozka rychlosti vi= 0 s. Po dosazeni ziskdme rovnici

O=at +v,

b

jejimz feSenim obdrzime
Vo,=—alt =—6- 102-4=-0,24 m-s™
Slozka rychlosti v, v ¢ase £, = 10 s je pak rovna
v,=at,+v,=6-107-10-0,24=0,36 m-s'.

Zavislost slozky rychlosti v, na Case je na nasledujicim obrazku:

13
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Velikost rychlosti v nalezneme ze vztahu:

— [y? =
V=41V, =

Vzhledem k tomu, Ze slozka rychlosti v, nabyva jak kladnych, tak zdpornych hodnot,
vyraz s absolutni hodnotou rozepiSeme do dvou rovnic

VX

v=—at+v,, te<0, tl> (1)

v=at-v, te<t1,t2> . (2)

Zavislost velikosti rychlosti v na ¢ase je na nasledujicim obrazku:

-0.2f

Slozku polohového x vektoru nalezneme z rovnice:

dx
v, =—
S de

2

kterou feSime separaci proménnych a integraci

jidx = jvxdt = j.(axt + v )de
X 0 0

14



Obdrzime

X = %axt2 +Vv + X,
V case t; ma slozka polohového vektoru x velikost
X, = %axtl2 +V ot +x,=0,5:6-107-4-0,24-4+0,5=0,02 m
av case b
X, =%axt22 +v b, +X,=0,5-6-107-10°-0,24-10+0,5=1,1 m .
Pribéh zavislosti slozky x na ¢ase je na nésledujicim obrazku:

Ear
1t

Drahu s stanovime z defini¢ni rovnice pro velikost rychlosti:

ds
v=—

dr

Tuto rovnici opét feSime separaci proménnych a integrovanim. Ziskame

t

=j.vdt=J. v |dt
0

V intervalu ¢ € <0, tl> s ptihlédnutim k rovnici (1) pak mizeme psat

t
I —a t+vx0 dt
0

a podobné v intervalu ¢ € <tl , t2> s ptihlédnutim k rovnici (2)

15



s=|lat—-v_)dt
J(x AO)

4

Zavislost drahy s na case je uvedena na nasledujicim obrazku:

sp=wptu -2
1.5¢

a5l 51 = (o —x1)

Koneéné primeérnou rychlost v intervalu <tl , t2> 1ze stanovit dvéma zplisoby

vpzxz—xl =1’1_0’02=O,18 mes™
t,—t 10-4
_vytv, 040,36

Vv, =
P 2 2

=018 m-s.

Priklad 2.1.5.
Drapak bagru vykonava kiivocary pohyb dany vektorovou rovnici

r=b[(£-15b,°1) i+ 3bst’ j - 6b,L K] .
Stanovte vektor okamzité rychlosti, vektor celkového zrychleni, velikost te¢ného a
normalového zrychleni a polomér kiivosti (jednak obecné a jednak pro Cas #; = 5 s).

Koeficienty jsou b; =1 cm.s® ab,=1s.

Reseni:
Okamzita rychlost se vypocte z defini¢ni rovnice

v =% = b,[(322 = 1552 )i + 6b,1j— 12,1k | .

Velikost okamzité rychlosti je pak rovna

v=|v|=3bl(z‘2 +5b22) .

16



V Case t =t, =5 s je velikost rychlosti rovna
v(5)=90 cm-s

Zrychleni stanovime z defini¢ni rovnice

a:%:6bl[ti+b2j—2b2k] .

Velikost zrychleni je rovna

« = 6,7+ 507)
V case ¢t =¢, =5 s je velikost zrychleni rovna

a(5)=6+/30 cm-s? .
Tecné zrychleni stanovime ze vztahu

a, :ﬂ: 6b,t .
dt

V Case t =t, =5 s je velikost te€né¢ho zrychleni rovna
a,(5)=30cm-s” .
Normaélové zrychleni stanovime ze vztahu
a,=+a’ —a’ = 6blb2\/§
Velikost normélového zrychleni nezavisi u tohoto pohybu na ¢ase a je rovna
a, =65=134 cm-s? .
Polomér kiivosti drahy stanovime ze vztahu pro normdlové zrychleni

Vi b (P +5h2)  3b( +5p2)
a,  6bb,N5 26,45

p:

V case ¢t =¢, =5 s je velikost polomé&ru kiivosti drahy rovna

p(5)=604 cm .

17



Priklad 2.1.6.

Stanovte pohyb hmotného bodu v homogennim tihovém poli za ptedpokladu, Ze
pocate¢ni rychlost hmotného bodu v ¢ase 7y = 0 s je vy a vektor vy svird s horizontéalni
rovinou uhel:

(@)0<a,<m/2 (8ikmy vrh),

(b) o, =7/2 (svisly vrh vzhiiru),
(c) o, =-m/2 (svisly vrh doll),
(d) =0 (vodorovny vrh).

Naleznéte polohu r(¢) a rychlost bodu v(#) v zavislosti na Case ¢, rovnici trajektorie y
= f{x), dobu vystupu ¢,, vysku vystupu y, a vzdéalenost vrcholu x,, dobu dopadu ¢,
vzdalenost dopadu x, a rychlost dopadu v, (do roviny o vysce yy), te¢né zrychleni a,
normalové zrychleni a, a polomér kiivosti drahy p.

Poznamka: Homogenni tithové pole se vyznacuje tim, ze v kazdém jeho bodé je
hmotnému bodu udileno stejné zrychleni g.

Reseni:
¥
Yo
e — e
-~ o e
1 - e
-~ .
! N
3 N

iR Yo/ \\
Fl:l @

F, Vo Va

45 :

Hp Hy =
V kazdém bod¢ homogenniho tihového pole je hmotnému bodu udélovano zrychleni
a=g=-jg ,
Slozky poc¢atecni rychlosti jsou rovny

Vor = Vo COS((ZO) ,

Vo, =V sin(a,)

Pro nalezeni rychlosti hmotného bodu vyjdeme z definice zrychleni:

dv
a=— .
dt

18



Pak

_[dv —Iadt —Igdt

Vo

vV=gt+v,

Pro nalezeni polohového vektoru hmotného bodu vyjdeme z definice okamzité
rychlosti

dr
vV=—o
dt

Pak
Idr I I gt + v, )dr
a polohovy vektor hmotného bodu je dan rovnici
1
r:E:gt +Vt+r,

Nalezen¢ rovnice rozepiseme do slozek:

Vx :v0x >
v, =V, — &,
X=v,t+Xx,,

1
y :—Egt2 +v0yt+y0 .

Velikost rychlosti je pak rovna:

v=\/vi +vi =\/v§x +v§y —2v0ygt+g2t2 :\/vg +gt(gt—2v0y) .

a) Sikmy vrh (0 <a, < %j :

Rovnici trajektorie y = f{x) ziskdme z rovnic (3) a (4) vylouc¢enim casu ¢

- :tg<aoxx—xo>—[i]<x—xo>2.

2
2v;,

Dobu vystupu ¢, ur¢ime z rovnice (2) z podminky, ze na vrcholu je v, = 0:

19
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Vysku vystupu y, ziskdme dosazenim do vztahu (4):
2

=2 4y,.
yv Zg yO

Vzdalenost vrcholu x, ziskame dosazenim ¢ = ¢, do rovnice (3):

Vy.V,
_ 70x"0y
XV—

g

+X, .
Dobu dopadu ¢, ziskame ze vztahu (4) pro y = yy:

2v,
t,=—"2=2t .
g

Vzdalenost dopadu x, ziskdme dosazenim ¢ = ¢, do (3):

B 2vy v,
X, =—+Xx, .

Rychlost ve vrcholu v,

v, =\/v§ +gtv(gtv —2v0y) = \/vé +g%£g%—2ij :\/(vgx +v§y)+ VOy(_Voy) =

Rychlost pii dopadu v,

2v 2v
Va :\/vg_'_gtd(gtd _2V0y):\/v§+g goy (g -

- 2Voyj B \/"02 +2v,, (2V0y - 2V0y) =

~lvo|= v, -

Celkové zrychleni je konstantni a je rovno g.
Tecné zrychleni a; je rovno:

@=%:%M+Mg4%%=§§2ﬂ.

V case t = 0 je pak

20



avdiaset=t,
a,=0 .

Normélového zrychleni a, je pak rovno:

B w8

v

Okamzik, kdy je a, = 0 (a tudiz a, = a = g ) ziskdme z rovnice pro a; :

0= M = t= Vﬂ — tv
v g
Pro polomér kiivosti plati :
V2
an =
o,
Odtud:
V2 V2 v3
p = = =
an Vﬁ gVOx
V

b) Svisly vrh vzhiiru (0{0 = 1) :

v. =0,
vV, =V, —gt,
X=X,
1,
y:vot—zgt +Yo -

Dobu vystupu ¢, ur¢ime z rovnice (2) pro v, = 0:

21
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Z rovnice (4) pak pro ¢ = t, ziskame y,:
1 Ve N
yv 2 g yO :

Dobu dopadu ¢, ziskame ze vztahu (4) pro y = yy:

t, =20 =2 .
g

Z rovnice (2) pak pro ¢ = t; ziskdme v,:

2
Vv, =V, —gﬂ=v0 —2v, =V, .
g
¢) Svisly vrh dolti (ao = _Ej:
v, =0, (1)
v, ="V, — &, )
. (3)
1
y:_vot_zgtz"'yo . 4)
V ptipad¢€ volného péadu plati:
vy =0,
v, =-8t,
I .
Y=Y _Egt
d) Vodorovny vrh (e, = 0):
V.=V, , (1)
v, =gt @)
X=vt+x,, (3)
1
y=—ogl . 4

Trajektorie:

22



(y—yo)=[iJ(x—xo)2-

Priklad 2.1.7.

Automobil se rozjizdi ze stavu klidu tak, ze jeho zrychleni roste rovnomérné s ¢asem
a v Case t; = 20 s od zacatku pohybu doséhne rychlost v; = 35 m.s™. Jakou drahu s ]
automobil za tento Cas urazi a jaké je jeho zrychleni a,; v Case ¢; ?

Reseni:
Dle zadani mizeme te¢né zrychleni automobilu vyjadiit vztahem

a =k-t

T

kde £ je konstantni soucinitel, jehozZ velikost uré¢ime ze zadanych hodnot pozdé;i.
Rychlost automobilu nalezneme z definice tecného zrychleni

dv
a, =— .
ds

Pak

1

dv=jardz=jkzdt
0 0

O ey <

a integraci ziskame

v:lkt2
2

Z této rovnice mizeme vyjadiit nezndmy soucinitel &

2v
k - —2 .
t
Velikost neznamého soucinitele k£ stanovime ze zadanych hodnot
t,=20s,v,=35m-s" .

Pak

k=2.—325=0,175 m-s”
20

Tecné zrychleni v ¢ase ¢; je pak rovno

a, =kt =0175-20=3,5m-s7 .

rl
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Zavislost teCného zrychleni na ¢ase je zobrazena na nasledujicim obrazku:

2.5 ar]
ar

25

]

o' 5 10 15 t 20

Zavislost rychlosti automobilu na ¢ase je na nasledujicim obrazku:

25 W]
30
251
20
15

104

t1
0 % 40 18 tz0

Drahu, kterou automobil urazi nalezneme z definice velikosti rychlosti:

_ds
ds
Resenim této rovnice ziskame
S t t 1 1 t 1 1
s =jds =jvdt :I—ktzdt :—kj—tzdt =k~
0 0 0 2 0 2

a draha, kterou automobil urazil za Cas ¢, je pak rovna:

s, =lkz13 = 1-0,175-203 =2333m .
6 6
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Zavislost drahy na Case je na nésledujicim obrazku:

2004

1504

1004

S04

Piiklad 2.1.8.

Vnéjsi polomér nahraného pasma gramofonové desky je R; = 15 cm, vnitini R, = 5
cm. Deska je prehravana po dobu ¢ =25 min pii otackach n = 33 1/3 min™'. Spodtéte
te€né zrychleni a. relativniho pohybu drazky a jehly pfenosky, celkovou délku
drazky s a primérnou rychlost pohybu jehly v drazce v,,.

Reseni:

Zadan¢ hodnoty:

R, =0,15m

R, =0,05m

At=25-60=1,5-10"s
100

n=—min" .

Pocet otacek desky za 1 sekundu je roven

r= 100 pssest
60 3-60

takZe uhlova rychlost otaceni desky je
w=2r f=35s"
a obvodova rychlost v misté jehly
v=wR .

Primérné te¢né zrychleni je pak rovno
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“ rzgzvz—vl:a)(Rz—Rl):3,5(0,05—?,15):_2’33'10_4 sl
At At At 1,5-10

Dréha, kterou urazi jehla je rovna
At At a At 1
s = Ivdt = I(vl +at)dt = {vlt +—’t2} =wRAt+—a (At =525m ,
0 0 2 0 2
takZe primérna rychlost jehly vii¢i draZce se rovna

=S =22 1035 mest
Al 15-10

Priklad 2.1.9.

Za dobu ¢#; = 30 s od pocatku brzdéni vykonal motor jeste¢ 375 otacek a zastavil se.
Urcete jeho thlové zrychleni pii brzdéni € a pocatecni otacky motoru .

Reseni:

Budeme ptedpokladat, ze brzdici sila je konstantni. Pak 1 brzdici moment bude

konstantni a tthlové zrychleni bude konstantni.
Uhlovou dréhu stanovime z defini¢niho vztahu pro tthlovou rychlost:

oo
dr

Regenim této rovnice ziskame
[ t
J.d(p = Ia)dz‘ ,
0 0
t
Q= ja) dr .
0

Uhlovou rychlost stanovime z definiéniho vztahu pro uhlové zrychlen:

do
E=— .
dr
ResSenim této rovnice ziskame
w t
jdw = J‘ edt
oy 0
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t
w:w0+jgdt .
0

Vzhledem k tomu, ze ptfedpokladame, Ze ¢ je konstantni, pak feSenim posledni
rovnice ziskdme

w=w,+st . (1)

Po dosazeni vyrazu (1) do vztahu pro tthlovou drahu obdrzime

¢:Ia)dt: (a)0+8t)dt:%812+a)ot . (2)
0

S e

V nasem ptipad¢ pro t=t; je w; = 0. Po dosazeni téchto hodnot do rovnice (1)
obdrzime

W, =—¢&t, . 3)

Neznamé uhlové zrychleni pak je rovno

Uhlova draha od za¢atku brzdéni do zastaveni motoru je proto rovna (vyjdeme z
rovnice (2) a za @y dosadime z rovnice (3))

| | |
? =Eezf —et! =€(5t12 —tf]=—§6t12 :

Uhlova draha od za¢atku brzdéni do zastaveni motoru je ¢; = 27n;, kde n; je pocet
otacek vykonanych motorem béhem brzdéni (za Cas ¢;). Po dosazeni do pfedchazejici
rovnice obdrzime thlové zrychleni

g=_2(p1 __4zn _ 4r-375 _ 504 52

t t 30°

Konecné pocet otacek za 1 sekundu na zacatku brzdéni je roven (za @y dosadime
z rovnice (3))
_w, &€ty 52430

= 25 s .
2 2 2w

n,
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Piiklad 2.1.10.

Po vypnuti proudu se kotva elektromotoru otacela rovnomérné zpozdéné a zastavila
se za 15 s. Posledni dvé otocky pfed zastavenim vykonala za 6 s. Stanovte thlové
zpozdéni a tthlovou rychlost v okamziku vypnuti proudu.

Reseni:
Vyjdeme z definice thlového zrychleni & a thlové rychlosti @. Pro rovnhomérné
zpozdény pohyb po kruznici plati, ze &= konst. Po¢ate¢ni podminky jsou :

t=0s,0=w,, p=0,.

Pak:
do
E=—
dt
dezgjdt ,
o 0
w=0,+¢ct , (1)
odo
dt

t

Td¢)= ja)dt =I(a10 +et)dt
0

Po 0
1,
(p=(p0+a)0t+§£t . (2)

Ozna¢me proménné veliciny ¢, @ a @ v Case, kdy kotva praveé zacala posledni dveé
otocky jako #;,¢; a w; a v Case, kdy se prave zastavila, jako #,, ¢ a w;.

Dle zadani je:

t,=15s ,

w, =0rad-s™ ,
t,—t,=At=6s ,
n,—n, =An=2 otocky.

Dosazenim do rovnice (1) ziskame:

W, =—¢€t, . 3)

Dosazenim do rovnice (2) ziskame:
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1,
@, =2rmn =@, + o, +Egtl ,

1
@, =27n, =@, + w0y, +58t2 .
Do rovnic (4) a (5) dosadime za @y z rovnice (3). Obdrzime

1
2rn, =@, —ctit, +Egt12 ,

1 1
2rn, =@, —¢€t, +—etl =@, ——st? .
2 = Do 2 TR 20 S &b
Rovnici (7) odeteme od rovnice (6). Ziskame

1 1 &
272(n, —n,)= 8(?‘2 —tt, +Ez§) =E(t1 -,) .

Odtud hledané &

B 47[(112 —nl)__47rAn _ 4r-2

B [_ (tz —14 )]2 B At? B 62’

Pocate€ni uhlova rychlost oy ze vztahu (3) je pak rovna:

=-0,698 rad-s’.

w, =—¢t, =—(~0,698)-15=10,47 rad-s” .

Casovy priibéh sledovanych veli¢in je uveden na nasledujicich obrazcich:

1]
w[ﬁ] et 1
iy
Wammgl- -+ I £
W1lng)
it
—n
Lt .
i 1] tt ,_
o ta
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2.2. Dynamika hmotného bodu

Priklad 2.2.1.

Pti akceleracnich zdvodech specialnich automobilil se startuje z klidu a méti se Cas
potfebny k ujeti drahy s = 400 m. DosaZzeny Cas je ¢t = 8 s. Vypoctéte konecnou
rychlost automobilu, jeho zrychleni a pusobici silu, je-li hmotnost automobilu m =
2000 kg. Predpokladejte, ze sila urychlujici automobil je konstantni.

Reseni:

Vzhledem k pifedpokladu o konstantni urychlujici sile bude automobil vykonavat
pfimoc¢ary rovnomérné zrychleny pohyb. Postupem probiranym v kinematice
nejdiive odvodime obecné vztahy pro rychlost automobilu a drdhu ujetou
automobilem. Drahu nalezneme z defini¢niho vztahu pro velikost okamzité rychlosti

ds
V=— 5

dt
jds :jvdz‘ ,
0 0

t
S=Jvdt

0

Abychom mohli vyfesit tento integral, musime znat zavislost velikosti rychlosti na
Case. Tuto zavislost najdeme z defini¢niho vztahu pro velikost tecné¢ho zrychleni

dv
a =— )
Toode
j.dv = j adt
0 0

S ohledem na ptedpoklad o konstantni urychlujici sile bude dle 2. pohybového
zakona 1 zrychleni automobilu konstantni a proto

t
V= J.ardt =at
0
Po dosazeni do rovnice pro drahu ziskame
t t 1
s = Ivdt = Iartdt =—alt’
0 2

0

Z této rovnice muzeme stanovit velikost neznamého te¢ného zrychleni automobilu
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2s  2-400
a =—=

ST m-s”

a po dosazeni do odvozeného obecného vztahu pro velikost rychlosti i rychlost
automobilu na konci drahy

v=a1t=12,5-8=100 m-s™'
Sila, ktera urychluje automobil je pak rovna

F =ma_ =2000-155=25-10" N

Piiklad 2.2.2.

Na soustavé kladek (viz obrazek) jsou pies vldkno zavéSena dvé télesa o
hmotnostech m; = 1 kg a m, = 2 kg. Urcete zrychleni, s kterymi se télesa pohybuji a
silu napinajici vldkno. Hmotnost kladek a tfeni mezi kladkami a vldknem zanedbejte.

(

)
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Reseni:
Na zavéSena télesa pusobi sily dle obrazku:

P AT S S S SV S S S0 S SN S S S S S N S S S A S N S )

¥ Gy=mg

Tahovou silu ve vlaknu oznaéme T. Pohybova rovnice ma tvar F =ma, kde F je
vyslednice sil pisobicich na téleso F = ZFi .

Méme dvé télesa, proto napiSeme dveé pohybové rovnice (viz obrazek):

G, +2T=ma, , (1)
G,+T=m,a, . (2)
Pohyb téles neni nezédvisly, nebot’ mezi nimi existuje vazba. Za ¢as At urazi téleso 1
drahu As a téleso 2 drahu 24s. Nezavisle na hmotnosti téles pro jejich zrychleni musi
platit:
a,=-2a, . 3)

Rovnice (1) a (2) vyjadiime ve slozkach (volba kladného sméru osy y je vyznacena
na obrazku):

2T -mg=ma, , 4)
T-myg=ma,=m, (_ 2ayl) > (5)

kde jsme v rovnic (5) za a,; dosadili z rovnice (3). Rovnici (5) dale upravime:
—2T +2m,g =4ma,, . (6)

Sectéme rovnice (4) a (6). Ziskdme
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2m,g—mg = 41712ay1 +tma, .
Po tpravé

g(2m2 —ml)z ay1(4m2 + ml) ,
takze slozka zrychleni prvniho télesa je rovna

2m, — 2.2-1
a,=g—2""_10 =333 m-s”
4m, +m, 4.2+1

a slozka zrychleni druhého télesa
a,=-2a,=-2-333=-6,67 mes”

Velikost tahové sily 7 stanovime napt. z rovnice (4):

T :%(ay1 +g):%(3,33+10): 6,67 N.

Piiklad 2.2.3.

Dvé zavazi o hmotnosti m; a m; jsou spojena niti pfes kladku, jejiz hmotnost
muzeme zanedbat. Takovéto usporadani zdvazi lze pouzit k méfeni tihového
zrychleni g a pak se nazyva Atwoodilv stroj. Aby bylo mozné g zméfit presne, musi
byt hmotnosti m; a m, velmi blizké. Stanovte velikost g, jestlize pfi pokusu bylo m; =
0,4 kg, m, = 0,402 kg a zavazi urazila drahu 0,5 m za cas 6,4 s, pficemz na zacatku
byla v klidu.

ResSeni:

P S S S S S S S S S N N N S ')

- T == I,y

¥ & Fy

=l b

5 g |::|I”ﬂ1

mig
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Na kazdé¢ zavazi ptisobi jednak tihova sila G=m g a jednak tah vldkna T.
Pohybové rovnice zavazi jsou rovny

G, +T'=ma, |,
G,+T=m,a,

Zvolme soustavu soutfadnic (viz.obr.). V této soustaveé souradnic maji pohybové
rovnice ve slozkach tvar:

m,g—-T =m,a_,,

'—
mg-T'=ma

x1°

pfitom ovSem plati (vzhledem k tomu, Ze hmotnost kladky zanedbavame, je tah
vlakna stejny na ob¢ zavazi)

a,=-a, a T=T". (1)

Po dosazeni vztahii (1) za zrychleni a tah vldkna obdrzime

mg—-T=mya_, , (2)
mg-T=-ma, . (3)

Odecteme rovnici (3) od rovnice (2).Pak
(mz —-m )g = (mz +m, )ax2
Z této rovnice ur¢ime hledané g

o omy+m,
g - ax2
m, —m,

Pro dréhu s plati (rovnomérné zrychleny pohyb z klidu, odvozeni viz ptedchéazejici
ptiklady)

1
s = 5 ale‘2
Odtud
2s
axZ = _2

a po dosazeni

25 mytm 2:05 0402404
8 T —m 64 0402-04

=979 m-s>.
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Priklad 2.2.4.

Dva kvadry o hmotnosti m; = 3 kg a m, = 2 kg spojené niti leZi na naklonéné roviné
se sklonem o« = 37°. Koeficienty smykového tfeni mezi kvadry a rovinou jsou f; =
0,25 a f>=0,10. Vypoctéte zrychleni této soustavy a tahovou silu v niti.

ResSenti:

[Fa1 1= | F |

[Frg | = | Fu |
Fa =myg sin ) Fu=11.Fu

Fi =my g sinlx)
“Fy1 = my geos ()

Gi=mg

Fugz = mggeos ()

Gy=myg

Pohybova rovnice:
ZFI. =ma .
i=l
Nejprve je nutné zjistit,zda je nit’ napindna .Uvazuje kvadry samostatné (bez nit¢):

F, +F, =ma,,

F, +F, =m,a,,
Rozepiseme pohybové rovnice ve slozkach. Prvni rovnice ma tvar
m,g -sin(a)— fim,g- cos(a) =ma,,

a jejim feSenim zjistime zrychleni prvniho télesa, pokud by nebylo spojeno niti
s druhym télesem:
a, = g(sina — f;-cosar)=10(sin37°~0,25-c0s37°)= 4 ms ™,

X

Druha pohybova rovnice ma ve slozkach tvar

m,g - sin(a)— fom,g - cos(a) =m,a,,,
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a jejim feSenim zjistime zrychleni druhého télesa, pokud by nebylo niti spojené
s prvnim télesem:

a, = g(sin a— f,-cos a) = 10(sin 37°-0,1-cos 37°) =52 ms .
Protoze ax,> ayj, nit’ je napinana. Pak:
T=-T", (1)
a =a,=a (2)

a pohybové rovnice pro oba kvadry spojené niti jsou:

!
F+T +F, =ma,,
F,+T+F, =m,a,.

Pohybové rovnice lze s uvazenim rovnic (1) a (2) piepsat:

F-T+F, =ma,
F,+T+F, =m,a.

Posledni rovnice vyjadiime ve slozkach (T =—il', F,=-iF,, F,=-iF, )
ObdrZime:
K+T-F,=ma,,
By =T-F,=ma,
a po dosazeni za jednotlivé sily:
m,g-sin(a)+T - f,-mg-cos(a)=ma, 3)
m,g-sin(at) =T — f, -m,g -cos(a)=m,a, . 4)

Secteme rovnice (3) a (4) a po Upravé ziskame zrychleni téles spojenych niti:

a,= g(sin(a)— cos(a)M] = lO(sin 37°—cos 37°Mj =45 m-s”
m, +m, 3+2

T mizeme urcit napft. z rovnice (2):

T =ma, +g(f, cos(ar)—sin(a))]=3[4,5+10(0,25-cos37°—sin37°)]=1,44 N.
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Piiklad 2.2.5.

Stanovte tlakovou silu, kterou plisobi ¢lovek o hmotnosti m na
podlahu vytahu, jestlize:

a) vytah se pohybuje se zrychlenim a, vzhiru,

b) vytah je v klidu, nebo se pohybuje rovnomérné (a,=0 m.s™>),
¢) vytah se pohybuje se zrychlenim a, dola,

d) vytah pada volnym padem (pohyb se zrychlenim g dolit)

ResSenti:

FOm
gz n‘”

Fi1

a) Vytah se pohybuje se zrychlenim a, vzhiiru. Na ¢lovéka o hmotnosti m ve vytahu
jednak pisobi tihova sila G = mg a jednak normalova sila F, vyvolana podlahou jako
reakce na tlakovou silu Fy.

Pohybova rovnice ¢loveka ve vytahu ma tvar

F, +G=ma_

Po rozepsani ve slozkach (kladny smér osy x viz.obr.; index x pro zjednoduseni
zapisu v dal$im vSak vynechdme)

F —mg=ma, .
Po upravée
F =m(g+a,)>G .

Sila Fy je reakci k sile Fy, a proto je stejn¢ velka (ma vSak opacny smer)
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|Fﬂ| =

Fl’l

>|G| .

Tlakova sila je vétsi nez G, dochazi ke stavu pretiZzeni (¢lov€k ma subjektivni pocit,
Ze na n¢j pusobi vetsi tihova sila nez je G).

b) Vytah je v klidu nebo se pohybuje rovhomérné.V tomto ptipade je a;, =0 a
F =mg=G
a velikost tlakové sily je

|Fﬂ|:

Fn

=lg] -

Cloveék ma pocit ,ze na né¢j ptisobi normalni tihova sila G.

¢) Vytah se pohybuje se zrychlenim a; dolii.Pohybova rovnice ma nyni tvar

F, —-mg=-ma, |,
F,=m(g-a,)<G

a velikost tlakové sily

|Ft1| =

Fl‘l

<|Gl.

Tlakova sila je mensi nez G ,cloveék ma subjektivni pocit,ze na néj ptisobi mensi
tihové sila nez je G.

d) Ve zvlastnim ptipad€ volného padu kabiny vytahujea,=ga

F,|=|F

n

=0.

Clovék se nyni naléza v tzv. beztizném stavu. M4 subjektivni pocit, Ze na n¢j
nepuisobi tihova sila.
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Piiklad 2.2.6.

Pilot tryskového letadla leti po kruznici, ktera lezi v roviné kolmé na povrch Zemé
(provadi tzv. looping). Letadlo leti konstantni rychlosti 720 km.hod™” a polomér
kruznice je 1,5 km. Jaka je zdanliva tihova sila, kterou pilot pocituje:

b) kdyz letadlo prolétava nejvyssi bod kruznice.

Priklad feste v inercidlni vztazné soustaveé spojené se Zemi.

ResSeni:

Na pilota béhem letu pasobi dvé sily: tihova sila G a normalova sila Fy, kterou na
pilota vyvozuje sedacka jako reakci na tlakovou silu Fy, kterou je do sedacky
vtlatovan. Vyslednice téchto sil je rovna dostiedivé sile, ktera udrzuje pilota na
kruhové draze:

G+F,=F, .

cv v

Vv

kde je rovnéz vyznacen kladny smér osy x; index x vSak pro zjednoduseni zépisu v
dalSim budeme vynechévat)

a tudiz

Po dosazent:
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2002

00| pg 37
9,8-1500) e

Fy = mg[l +
Tlakova sila Fy ,kterou je pilot vtlaCovan do sedacky , je stejn€ velka jako Fy,ma
vSak obraceny smér (mifi do sedacky )
IF,| =[Fy|=3,7-mg.
Protoze tlakova sila je nyni 3,7 krat vétsi nez tlakova sila, kterou pilot pocituje, sedi-
li v nehybné sedacce na zemi, pilot fekne, Ze pocituje zdanlivou tihovou silu 3,7 krat

vEtsi, nez je jeho normalni tithova sila (nebo, ze pocituje pretizeni rovno 3,7g ).

b) Nyni se budeme zabyvat ptipadem, kdy pilot prolétava nejvyssi bod kruznice.

|

' AN

o

Na vrcholu kruznice plati (viz. obr. ¢)):

2
v
FN+mg:m7 ,

2
Fy :mg(—l+v—j ,
gr

200°
Fy=mg|—1+——|=mg-17 .
N g[ 9,8-1500} &

Zdanliva tihova sila, kterou pilot pocituje v nejvyssim bod¢ kruznice je 1,7 krat
vEtsi, nez jako normalni tihova sila. Poznamenejme ,ze nyni je pilot vtlacovan do
sedacky tlakovou silou Fy, kterd mifi vzhtru. Pilot proto miiZe mit dojem ,ze smér
gravitacni sily je pfevraceny — obloha je pod jeho nohama a Zemé¢ nad hlavou. Tento
pocit miiZze byt pro nezkuseného pilota velmi matouci.
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Priklad 2.2.7.

Stanovte uhel « odklonu zavazi od svislé osy Wattova odstfedivého reguldtoru (viz
obrazek) pii otalkach n = 150 min’'. Regulator je tvofen dvéma symetricky
umisténymi zavazimi o hmotnosti m rotujicimi na vyklopném rameni délky / = 0,1
m.

Reseni:

Dle zadani je:
[=0,] m, n=150 min™"
n 150
=—=—"—=25 5§
4 60 60
a="?
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Na zavazi ptsobi jednak tihova sila G a jednak tahova sila zavésu F. Tyto sily se
skladaji ve vyslednou dostiedivou silu Fq

F,=F+G ,
ktera udéluje zavazi dostfedivé zrychleni. Pohybova rovnice zdvazi ma proto tvar
F,=ma,

Dostiediva sila 1 dostfedivé zrychleni maji stejny smér, ktery zndme (viz obr.). Proto
muzeme opustit vektorovy zapis. Ozna¢me jako p polomér kruznice opisované
zavazim. Pak pohybovou rovnici mizeme piepsat ve tvaru

2 2
@

2
r =mpw’ =mpadr’ f*
p p

F,=m

Uhel, ktery svird zaves zavazi s osou rotace stanovime nasledovne¢:

tan(a):%: mp4z’ f* _sin(a)

mg cos(a)
Upravou této rovnice obdrzime
cos(a)= sin(a)% , (1)
pAr”f

kde sin(«) stanovime z délky zavésu / a poloméru kruznice p

sin(a) :?

Po dosazeni do rovnice (1) obdrzime

o Y 8 _P g _ 8
cosla )=sinla = =
( ) ( }p47r2f2 l,o47r2f2 47r2f21

Po dosazeni ¢iselnych hodnot ziskame

9,81

- 04 a=664"
0,1-477 2,5

cos(a)
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Piiklad 2.2.8.

Druzice hmotnosti m = 10° kg se pohybuje v ekvatorové roving po geostacionarni
dréze (tj. s dobou obéhu 24 h) okolo Zemé. Spoctéte polomér jeji drahy, jeji rychlost
a dostiedivou silu, kterd na ni piisobi. Hmotnost Zems je M = 5,98.10** kg, polomdr
Zems je R = 6,4.10° m a gravitaéni konstanta k= 6,67.10"" m’ kg".s™. Piiklad feste
v inercidlni vztazné soustave.

ResSeni:

Dle zadanti je:

m=10" kg

M =5,98-10" kg
Kk=6,67-10" m’.-kg” s’
T =24-3600=86400 s
r=%v="F =7

Vyjdeme z pohybové rovnice druzice:
F=m-a.

Na druzici plisobi jedina sila, a to sila gravitacni F, Tato sila ud€luje druzici
dostfedivé zrychleni ay4. Pohybovou rovnici proto miizeme ptepsat do tvaru

F, =ma,.
Dostrediva sila i dostiedivé zrychleni maji stejny smér - do stitedu Zemé. Protoze
smér vektorid zndme, miZzeme opustit vektorovy zapis. Velikost gravitacni sily je

dana Newtonovym gravitatnim zakonem

F :KmM

2
g r
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a velikost dostfedivého zrychleni vyjadiime pomoci vyrazu znamého z kinematiky

2
v
a, =—
r

Po dosazeni do pohybové rovnice obdrzime

mM v
K——=m—
r
odkud po uprave ziskame
M
K—=v" . (1)
r

Obvodovou rychlost druzice miiZeme vyjadfit pomoci vztahu

2rr
v =
T
Po dosazeni do vztahu (1) ziskdme
M 4xr? T?
k=T M ——
r T 4

Polomér ob¢hu druzice se proto rovna

2 2
7’=3\/K]\/[ T 5 =3\/6,67-10_11 -5,98-10* 864—020 =423-10° m,
4 4z

obvodova rychlost druzice pak je

2xr

V= =31-10° m-s™

a dostfediva sila

2
1%

F,=m—=2235 N
r

Vyska obéhu druZice nad povrchem Zemé je rovna

h=r—-R=423-10°-6,4-10°=359-10° m .
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2.3. Prdce a energie

Priklad 2.3.1.

Retizek hmotnosti m = 0.8 kg a délky / = 1,5 m lezi na vodorovném stole tak, Ze
jeden jeho konec visi pres hranu desky. Retizek zadne sam klouzat ze stolu, jestlize
ptes hranu visi 1/3 jeho délky. Jakou praci vykona sila tfeni pfi Uplném sklouznuti
fetizku?

Reseni:

Koeficient tfeni mezi fetizkem a stolem ozna¢me f. Hmotnosti pfipadajici na
elementy fetizku délky dx a dy jsou rovny

m m
LU
/ T

Velikost tihové sily ptipadajici na element fetizku dy (na obrazku je element této
tihové sily oznacen dF)

dG = g%dy
Velikost normalové sily ptipadajici na element fetizku dx
dF'= g?dx .

Tteci sila mezi stolem a elementem fetizku dx pak je rovna
dar, =dF, £ =E% 4

Podle zadani za¢ne fetizek sam sklouzavat, jestlize:
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|
_
Y73

Pak na stole leZi jeSté Cast fetizku o délce

1 2
I—y=|1-=|=21 .
y[ 3) 3

V okamziku, kdy tetizek za¢ne sklouzavat, je tthova sila G stejné velka jako sila tfeni
F}. Tyto sily nalezneme integraci:

2
2
F:IdF:]gmfdx:gmf_gljgmf
' ’ ! I 3 3
0

2

G:jdG:ig—dy:%-
0

Podle uvedené podminky pak plati:

G=F,
Po dosazeni
1 2
—gm=—gm
38 3gf

a po uprave ziskame velikost neznamého koeficientu treni
7 1
2

Prace vykonana silou tfeni piisobici na element dx pfi posunuti tohoto elementu o
vzdalenost Ar (pfirtistek polohového vektoru ) je rovna

"

d4, =dF, -Ar .
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Vyjadiim si vektorové veliciny ve slozkach (viz obrazek)
Ar=—xi ,
dF, =dF, -i .

Pak préci vykonanou tfeci silou pii posunuti elementu dx po draze x mizeme vyjadiit
(i=1):

dAt:—dF;.x:—g?f.x.dx

Celkova prace vykonana tieci silou pii sklouznuti fetizku délky (2/3)/ je pak rovna

2 2

m m 1251 2

A=|d4 =—g— f|lxdx=—g— f| —x =——gm
: I : glf£ glf[2 0 o &M

Ciselné:

A4 :—2-9,81-0,8-1-1,5=—1,308 J
9 2

t

Prace tieci sily je 4, < 0 protoze tfeci sila F; piisobi proti pohybu fetizku (brzdi
pohyb), fetizek kond préci na ukor své potencialni energie.Vykonana prace se projevi
prirtstkem vnitini energie stolu a fetizku.

Piiklad 2.3.2.

Na hmotny bod, ktery se pohybuje po trajektorii dané v SI rovnici r(7) = #i pusobi
sila dana v SI rovnici F(¢) = 2¢%i + 3tj. Uréete praci A, kterou tato sila vykona v dobg
mezi t; =3 s a t,= 6 s a primérny vykon P, této sily v dané dob¢. Jak velké byly
okamzité vykony zadané sily v Casech #; a 1,7 Je vykonand prace rovna pfirtstku
kinetické energie hmotného bodu? Hmotnost hmotného bodu je m = 5 kg.

Reseni:
4\
¥
r(3) r{f)
———— My
ﬁ'f //‘ 7 X
i

F(3) F (6
Praci kona jen tecna slozka sily

F, =2t
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Polohovy vektore hmotného bodu je dén rovnici

Ptirtstek polohového vektoru je pak roven

dr =2¢dri
a velikost ptirGstku polohového vektoru (kterd je rovna ptirtistku drahy)
dr=ds=2tdr .
Okam?Zitou rychlost stanovime z defini¢niho vztahu

V=£=2ti
dt

Prace vykonana silou F je rovna

A< TE-dr= [ Fds{arardi=fara At o6t o3t =1215 0
—J-r—IT—Jttt—_';tt—Zt——— .

r(n) 5 4 t

Primérny vykon sily F v ¢asovém intervalu od ¢; do ¢,

Okamzity vykon sily F stanovime ze vztahu
P(t)=F-v=Fv=21"2t =4

Okamzity vykon v ¢asech ¢, a ¢, je pak roven

P=4t =43 =108 W, P, =41 =4-6 =864 W
Velikost okamzité rychlosti je rovna

v(t)=2t

takze okamzita rychlost mé v Casech ¢, a ¢, velikost

v=2t,=2-3=6 m-s", v,=2,=2-6=12 m-s" .

Ptirtstek kinetické energie hmotného bodu je pak roven
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AEk=%m(v22—v12)= 5-(122-62)=270 J

1
2

Pov§imnéme si, Ze AE, # A. Odtud vyplyva, Ze na ptirtstek kinetické energie AEy

se spotfebuje jen ¢ast vykonané prace 4.

Priklad 2.3.3.

Pti akceleracnich zavodech se startuje z klidu a mé&ii se Cas, za ktery automobil urazi
drahu 400 m. Dosazeny cas je 8 s. Vypoctéte kone¢nou rychlost v, kone¢né zrychleni
automobilu a,; a vykon motoru P za piedpokladu, ze hmotnost automobilu je m =
2000 kg a vykon motoru je béhem jizdy konstantni. Tfeni zanedbejte. (Srovnejte s

ptikladem 2.2.1).

Reseni:
Prace vykonana motorem automobilu za ¢as ¢ je pti konstantnim vykonu motoru
rovna

A= Pt

Prirtstek kinetické energie automobilu, ktery se rozjizdi z klidu je roven

Prace vykonana motorem automobilu se pieméni na pfirtstek kinetické energie
A=AFE,

Po dosazeni ziskame

Pt =—m?

Z této rovnice vyjadiime rychlost automobilu

2Pt 2P
v=— = [— 12 .
m m

Draha ujeta automobilem je pak rovna

t t 1 3
s=fvdt=1/2—Pjt2dt= P25
0 m m 3

Upravou této rovnice ziskdme neznamy konstantni vykon motoru automobilu
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P=s 2%% —%2-103-(4-102)2~8‘3=7,05~105 W

Konec¢nou rychlost automobilu stanovime z dfive odvozeného vztahu

5
_ 2Pt= 2-7,05 130 8:75 m-s” =270 km-h™ .
\ m 2-10

Velikost tecného zrychleni automobilu na konci drahy je pak je rovna

2P 1 — 7,05-10°
@ V V Vz 2-10°-8

Pribéh velikosti zrychleni a velikosti okamzité rychlosti ziskané v tomto ptikladu
(Cervené kiivky) jsou porovnavany s prubéhy téchto veli¢in z piikladu 2.2.1 (zelené
ktivky) na nasledujicich obrazcich:

a1l P =kaonst.

Vi F =konst., a =konst. 1 /,?:/l;nst.

F =konat ,(a =konst. ), v = at

Piiklad 2.3.4.
Té€leso hmotnosti m = 1 kg se pfemisti z bodu A[0,-1,0] do bodu B[0,1,0] piisobenim
sily dané v SI rovnici

F=2)"i + X’j + 3yk

jednou po ose y, podruhé po lomené trajektorii urcené piimkami y = x-1 a y = -x+1.
Jakou préci vykona sila F ? Je tato sila konzervativni ?
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ReSeni:

Slozky sily jsou rovny:
F.= 2y2, F, =x2, F.=3y .

1) Pfemist'ovanim po piimce totozné s osou y se vykona prace:
B
4 = j Fdy=01J  (F=x"=0prox=0) .
A
2) Pfemistovanim po lomené trajektorii se vykona prace:
B B
A, = [Fdx+ | Fdy
A A

Premist'ovani se déje po ¢astech piimek:

y=-x+1

y=x-1 .

Ptislusné integraly jsou pak rovny:

B 0
J-dex :J.2y2dx:O J
A 0
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B 1 0 1

2
[Fdy=[xdy=[(+D’dy+[(-y+1)dy =5 7/
A -1 -1 0

kde jsme za x dosadili z rovnic ptimek.

Protoze A;#A4>, sila F neni konzervativni.

Piiklad 2.3.5.

Kulicka o hmotnosti m = 200 g je zavéSena na vlakné délky / = 0,5 m. Kulicka je
vychylena ze svislé polohy o thel @, = 60° a je ji udélena pocateéni obvodova
rychlost v, =2 m.s™ ve sméru k rovnovéazné poloze (svislé). Stanovte tahovou silu ve
vlakné a velikost zrychleni kulicky v okamziku, kdy vlakno svira uhel o= 30°.

Resenti:

Vyjdeme z pohybové rovnice

ZF:ma .

Na kulicku ptisobi tihova sila G a tahova sila ve vlakné T. Pak

G+T=ma .
Pohybovou rovnici pfepiSeme ve slozkach. Ve sméru normaly k trajektorii plati
T'-F,=ma, . (1)
Rozdil normalové a tahové sily je roven dostiedivé sile
F,=T-F, ,
kterd udéluje kuli¢ce dostiedivé zrychleni

2
v
a, =—
d
[
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Po dosazeni do rovnice (1) ziskame

2

T—mgcos(a)=mv7 ,

Odtud po upravé obdrzime
V2
T= m(g cos(a)+7]

Pro te¢nou slozku urychlujici sily plati :
F, =mgsin(a) ,
takze tecné zrychleni je rovno

a, = F = gsin(a) .
m

Rychlost kulicky v ur€ime ze zdkona zachovani energie:
L L
—mv, +mgh =—mv
p Mo TEN T
Po zkraceni
2 2
v =v, +2gh

Vyska & je rovna

h=hy,—h =1-1cos(a,)—(I—Icos(a))=I(cos(cx) - cos(er, )) .

Po dosazeni do rovnice (2) ziskame
v =v; +2gl(cos(a)—cos(a, )

Pak tahova sila ve vlédknu je rovna

v +2gl(cos(ar)—cos(e, )

T=m(gcos(a)+ ;

T = m[? + g(3 cos(a)— 2 COS(Olo ))

Po dosazeni ¢iselnych hodnot obdrzime
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2
T= o,z(%ﬂo(s-o,s—z-o,s)] =48 N .

Velikost tecného zrychleni stanovime ze vztahu
a, = gsin(@)=10-05=5 m-s~

a velikost dostfedivého zrychleni ze vztahu
2 2 2

ad:VT:v7°+2g(cos(a)—cos(a0))=%+2-10(cos30°—cos60°):15,4 m-s” .

b

Velikost okamzitého zrychleni je pak rovna

a=yla+a> =154 +5* =162 m-s>.

Reseni v ramci rotaé¢niho pohybu:

Tihova sila vyvolava moment (viz obrazek)
M=rxG .

Pohybovéa rovnice pfi rotacnim pohybu ma tvar

M=Je .
Velikost momentu sily je rovna

M = Glsin(a) = mglsin(a) .

Moment setrvacnosti kulicky lze zapsat

J=ml" .

Uhlové zrychleni a teéné zrychleni jsou vazany vztahem
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Po dosazeni do pohybové rovnice ziskame
. a
mglsin(c)=ml* =

odkud po upravé ziskdme te¢né zrychleni
a, = gsm(a) :
Zakon zachovani energie pii rotacnim pohybu lze zapsat ve tvaru

I, | R
—Jo; +tmgh=—Jo" ,
g "o THER =Y

kde mezi uhlovou rychlosti a obvodovou rychlosti plati vztah

v
=

Po dosazeni za moment setrvacnosti kulicky a thlovou rychlost obdrzime

2

| QP 1,7
—ml” —+mgh=—ml"—
M T,

e
odkud po upravé ziskdme vztah pro rychlost kulicky

v +2gh =7 .
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2.4. Dynamika soustavy hmotnych bodit

Piiklad 2.4.1.

Délo je upevnéno na ploSiné vagénu, ktery se pohybuje setrvacnosti po vodorovné
trati v pfimém sméru rychlosti v = 2 km/hod. Hlaveii déla mifi ve sméru pohybu
vagonu a svird s vodorovnou rovinou uhel a = 30°. Po vystielu z déla rychlost
vagonu klesla o 1/3 plivodni rychlosti. Urcete rychlost v; naboje vzhledem k mistu
vystielu. Hmotnost vystieleného naboje je m; = 5 kg a hmotnost vagénu s délem m =
30t.

ResSenti:

w1

’41-'1 o8 (i)
m]

¥ ” -
- v

FrTEr T A R e S LA S e B EE T

Vagon s délem a néboj predstavuji soustavu dvou hmotnych bodii. Na soustavu

nepusobi vnéjsi sily, proto 1ze pro feSeni ulohy pouzit zdkon zachovani hybnosti. Je-
li hybnost soustavy pied vystfelem

pOx:(ml-i_m)V >

pak po vystielu je soucet x-ovych slozek hybnosti roven
2
D =my, cos(a)+ m Ev
Ze zakona zachovani hybnosti pro x-ové slozky
2
(m, +m)v = my, cos(ar)+ mgv ,

odkud

3
V(ml +;m) 2000(5+ 50-10

m, cos(a) " 3600-5-cos30°

J=1284 m-s.

V1=
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Piiklad 2.4.2.

Ti#i lod’ky stejné hmotnosti M = 250 kg jedou za sebou stejnou rychlosti v =5 m.s™.
Z druhé lodky se soucasné vyhodi do prvé a tieti pytel hmotnosti m = 20 kg s
relativni rychlosti u =2 m.s™ vii&i druhé lodi. Jak se zméni rychlost lodék ?

ReSenti :

Pred dopadem

i v—u=5—2=3ms'1—} + tormto smér!

) v-u 2) v+u m 1)

mn
M? %Mﬂm fg% I
. = = . —
v v v

X

Fo dopadu

Mtm 3 Mo g M+m
L —=1 L = L —

Vztaznou soustavu spojime s vodou, kterou poklddame za nehybnou. Dle zadéani
mame nasledujici ¢iselné hodnoty:

M =250 kg
v=5m-s"
m =20 kg

u=2m-s"

Soustavu tfi lod€k 1 s pytli mizeme povazovat za tfi izolované soustavy hmotnych
bodi a pro kazdou z nich bude platit zdkon zachovani hybnosti

p = konst.

V ptipadé¢ prvni lodky bude proto platit, ze soucet hybnosti samotné¢ lodky a
samotného pytle pied jeho dopadem do lod’ky se musi rovnat hybnosti lod’ky a pytle
po dopadu

Mv+m(v+u):(M+m)vl ,

odkud po tpravé a po dosazeni ¢iselnych hodnot ziskdme rychlost lod’ky po dopadu
pytle

v, =v+u " =5+2L=5,15 m-s”
M +m 250+20
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V ptipadé druhé lod’ky bude platit, Ze hybnost lod’ky s pytli se musi rovnat souctu
hybnosti vyhozenych pytli a samotné lod’ky

(M +2m)v:Mv2 +m(v+u)+m(v—u) ,

odkud po upravé a po dosazeni ¢iselnych hodnot ziskdme rychlost lod’ky po
vyhozeni pytli

-1
Vv, =v=5 m-s

V ptipadé tieti lod’ky bude pak platit, ze soucet hybnosti samotné lod’ky a samotného
pytle pied jeho dopadem do lod’ky se musi rovnat hybnosti lod’ky a pytle po dopadu

Mv+m(v—u)=(M+m)v3 ,
odkud po upravé a po dosazeni ¢iselnych hodnot ziskame rychlost lod’ky po dopadu
pytle

M 5529 485 m.g"
M+m 250420
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Piiklad 2.4.3.

Na jednom konci lod¢ o délce / = 3,6 m a hmotnosti m, = 90 kg stoji ¢lovék o
hmotnosti m; = 70 kg. Jak daleko se lod’ka posune, ptejde-li cloveék na jeji opacny
konec ? Odpor vody zanedbejte.

Reseni:
Dle zadani jsou ¢iselné hodnoty:

[=3,6

m, = 70kg
m, =90kg
As, =7

Reseni ulohy nalezneme dvéma zpiisoby.

a) Vztaznou soustavu spojime s povrchem Zemé (bfehem).

wychor bod (napt. znaclka na b¥ehu)

et e,
¥
—_
L]
mz - mi ;,:._
7
A e
\AA A L A
i
] X

Pouzijeme zakon zachovani hybnosti izolované soustavy:

p = konst.

Izolovana soustava je tvofena dvéma télesy (Clovékem a lodi). Nez se ¢lovek dal do
pohybu, byly hybnosti obou téles rovny nule. Proto:

p,+p,=0 ,
mv,+m,v, =0,

mv, =-m,v,

Vektor v; ma opacny smér nez vektor v,. Zvolime soustavu soufadnic (viz obr.). Pak
ve slozkéch (slozka vektoru v; je zaporna, slozka vektoru v je kladna):
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-my, +m,v, =0 ,

Ny

V, - my

Clovek piejde lod’ za &as Ar. Pak viigi biehu jsou velikosti rychlosti (viz obr.):

As, As,
v=— a v, =——
At At
Po dosazeni a uprave:
As,
Yo At _ As, _m,
v, As, As, m,
At

Zaroven ale musi platit (viz obr.):

[Asi[ +|Asa| =]
Resenim (1) a (2) ziskdme:
As, =1- 1 :36-;:1575 m
: 1+ M2 , 1+% ’ ’
m, 70

As, =1—-As, =3,6-1575=2,025 m

b) Pii druhém zptsobu feseni ulohy pouzijeme Galileiho transformaci a Galileiho

princip skladani rychlosti. UvaZzujme dvé vztazné soustavy:

¥ 4 -
Vi Vi
— —
v v
—
Vi
=
_:‘—r
1
L
A
o b

(1)

2)



Necarkovana soustava je spojena s bichem, ¢arkovana s lodi. Carkovana soustava
(lod) se viici ne¢arkované pohybuje rychlosti vy. Transformaéni vztahy mezi
soustavami jsou:

r=r'+vyit+r,, v=v,+v, =t .
Pro ptirtstky polohovych vektori plati:
Ar =Ar, +Ar/, Ar =V At, Ar =vVAt, Ar' =vV'At,

kde vy — rychlost lodi vii¢i biehu,
v —rychlost ¢lovéka vici biehu,
v” —rychlost ¢loveka vici lodi,
Ary — zména polohy lodi viici biehu (A4s»),
Ar — zména polohy ¢loveka viici biehu (As;),
Ar”— zména polohy ¢lovéka vaci lodi (7).

Zakon zachovani hybnosti izolované soustavy lze zapsat ve tvaru:

mv+m,v, =0,
odkud po uprave ziskdme

m
Vy=——"-v
m,

Z Galileiho transformace ziskame pro pfiristky polohovych vektort:
Ar =Ar, +Ar’

Galileiho princip sklddani rychlosti fika:

V=v,+V
kde
Ar Ar, ,  Ar’
V=—, vy,=—, V=—o0
At At At

Po dosazeni (6) do (3) a vynasobeni rovnice At ziskame:
m,AY +m,Ar, =0

Po dosazeni (5) do (7) a uprave:
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m, m, + m,

(8)

Rovnice (4) a (8) udavaji smér vektora vy a Ary pro zadany smeér v a Ar” (je opacny

nez v a Ar’). Po dosazeni (8) do (5) a ipravé obdrzime:

m
Ar:Arr.—z
ml+m2

Pro velikosti ptirastkl vektort pak plati (4r" = [, Arg = As,, Ar = As)):

[-m ~ 3,6m-70kg

Ar, = 4s, = =
m, +m, 70kg+90kg

=L575m |,

[-m,  3,6m-90kg

Ar =A4s, = =
" m +m, 7T0kg+90kg

=2,025m

Ptislusné vektory jsou uvedeny na obrazku.

)

vy — rychlost lodi (¢arkované
soustavy) vuci biehu

v’ - rychlost ¢lovéka vici lodi
(v ¢arkované soustave)

v — rychlost ¢loveka viici biehu
(v necarkované soustave)

7 ki
-
v.l'
—
Vi
(A
O'l =
I
0 | . %
— Yo
| V’_:
I — — — —
| v v=wyt v
ki | yf
|
|
|
|
|
| Erars AT AT+ A
|
I A7
|
|
|

62

Arg - zména polohy lodi viici
bfehu

Ar” - zména polohy ¢loveka
vuci lodi

Ar — zména polohy ¢loveéka
vici biehu



Zde:
Ar'=1, Ar=As,, Ar, =As,.

Pro stanoveni rychlosti je nutné zadat A¢. Necht’ napt. 4¢ = 10 s. Pak

AL 38 036 mes,

At At 10

!

yy= o A% LSS 595 g

At At 10

CAr A, 2,025

M=—==— =0,2025 m-s™,
At A 10

v=v,-V'=0,157-0,36 =-0,2025 m-s'.

Piiklad 2.4.4.
Vyhledejte soufadnice hmotného stfedu soustavy hmotnych bod o hmotnostech m;

=5 kg, m; =20 kg a m3 = 10 kg, jez jsou umistény v bodech A[0,1,2], A,[1,2,-3] a
A;[-2,0,5].

Reseni:

LK

T

hil]

Celkova hmotnost soustavy hmotnych bodi je rovna
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m:imi:35 kg

i=l1

Soutadnice hmotného stiedu soustavy stanovime ze vztaht

1 3
Xp=— Y mx,
m i
1 3
Yr=—"2_M);
m i=1

Dle zadéni jsou ¢iselné hodnoty rovny:

m, =5kg x;=0m y,=1m
m, =20kg x,=1m y,=2m
m, =10kg X;=—2m y;=0m

Po dosazeni ziskame:

1

Xy =§(5-0+2o-1+10-0):0m

1

z,=2m
z,=-3m
zy=5m

b

v, :E(s-1+2o-2+10-0)=1,29m )

1

z; :5(5-2+20-(—3)+10-5):0m
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2.5. Mechanika tuhého télesa
Piiklad 2.5.1.
Urcete soufadnice hmotného stfedu tenkého dratu ohnutého do tvaru ptlkruhu o

poloméru R.

ReSeni:

Soutadnici hmotného stiedu y, nalezneme s pouzitim defini¢niho vztahu
1
== [ydm . (1)
M ()

Jestlize hmotnost dratu je m a délka dratu je [ = zR, pak hmotnost elementu dratu
délky d/ je rovna

m
dm=——-dl . 2
" TR @

Délku elementu d/ mtizeme vyjadrit v kartézskych soutadnicich (viz obrazek):
dl = d*x+d%y
Mezi proménnymi x a y existuje vazba (jsou navzajem zavislé)
X +y' =R,

takZe proménnou x mizeme vyloucit s pomoci vztahu
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a po uprave obdrzime

d.x 2 2

(d_yjz_x_z_Rz_yz‘R—z‘l ©
y y y

Vyraz (2) upravime a dosadime do n¢ho ze vztahu (3):

Tento vztah dosadime do rovnice (1). Ziskdme hledanou soutfadnici hmotného stfedu

R R
ydm:ljyﬂﬁdx:ijdxzz—R
) m*, TRy T T

1
Ve = ;(n_[

Priklad 2.5.2.
Urcete souradnice hmotného stiedu plochy polokoule o poloméru R.

Regeni:

Element plochy zvolme ve tvaru zkoseného mezikruzi o poloméru x a Sitce d/. Je-li
hustota materiélu, z které¢ho je polokoule vyrobena, rovna p, pak hmotnost zvoleného
elementu plochy je rovna (viz obréazek)

2
dm = p27x xdl = p27 x/d*x +d*z = p27 xdx 1+(%) . (1)

Mezi proménnymi x a z existuje vazba (jsou navzajem zavislé):
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xX*+z=R* . (2)

Tuto rovnici derivujeme. Po Uprave ziskdme

(Ejz_x_z R-Z_RB_

Tento vyraz dosadime do rovnice (1)

2

dm = p2 7 xdx 1+R—2—1 =p27rx£dx
z z

Hledanou soufadnici hmotného stfedu z; nalezneme po dosazeni ziskané¢ho vztahu
pro dm do defini¢niho vztahu

R

R 2R 2
zszijzdm: 1 zjszﬂxﬁdxzijdeZLX— _1R_R
m g, P2 Ry z Ry R| 2, 2

Priklad 2.5.3.
Urcete soufadnice hmotného stfedu homogenni polokoule o poloméru R.
Reseni:
z z
¥
4

Celkova hmotnost polokoule je rovna
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2 5
m=—rxR
3 P

Hmotnost elementu dV stanovime pomoci vztahu
dm=pdV

kde element dJ volime ve tvaru valeCku o poloméru zékladny x a vySce dz (viz
obrazek). Pak

dV =z x’dz
Mezi proménnymi x a z existuje vazba (jsou navzajem zavislé)
R =z"+x"
Proto
dV =z x’dz= 7r(R2 —z2)dz

Soufadnici hmotného stfedu z; nalezneme dosazenim do defini¢niho vztahu

1 3 R 3 R R
T e s G e

m (m) 0 2R’ 0 0

68



Priklad 2.54.
Stanovte moment setrvacnosti J homogenni koule k ose rotace prochazejici jejim
sttedem. Polomér koule je R =5 cm, hmotnost koule m = 4 kg.

ResSeni:
Dle zadani mame hodnoty

m=4kg
R=5cm

Reseni této ulohy nalezneme dvéma zpUisoby.
1. zpuisob:

Uvazujme elementarni valec o poloméru y (> = R* — x*) a vyice dx, ktery ma
moment setrvacnosti (moment setrvacnosti valce je odvozovan na prednaskach):

dJ:%dmyz :%pdVy2 :%pﬂyzdxy4 :%pﬂy4dx=%p7[(R2 —xz)zdx

Moment setrvacnosti koule pak ziskame integraci:

R R R
:pﬂ(R4'[dx—2R2jx2dx+jx4dx]:

=p7z(R5 —%RS +%R5j=pﬂR5%:§§ﬂR3pR2
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Vzhledem k tomu, Ze hmotnost koule je rovna (4/3)zR’p, pak posledni vyraz lze
zapsat ve tvaru

J:%mR2
5

Po dosazeni ¢iselnych hodnot obdrzime

J=§mR2 =§-4~(5-10-2)Z ~4.107 kg-m?

2. zpiisob:

Element dm volime ve tvaru dutého valce (viz obrazek). Hmotnost tohoto elementu
je rovna:

dm=2ry2xdyp . (1)
Moment setrvacnosti uré¢ime z defini¢niho vztahu

J=|ydm . (2)
(m)

Mezi proménnymi x a y existuje vazba
x2 +y2 — RZ

Do rovnice (2) dosadime vztah (1) a rovnici upravime s pomoci vazebni podminky

J= ]iy227zy2xdyp =4r p]i y'xdy =4rx p]i Y AR —y*dy
0 0 0
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Pro feSeni integralu pouZzijeme vzornik (napt. Dwight H. G.: Tables of Integrals and
other Mathematical Data, MacMillan Company, New York 1961, vzorec 353.01)

el
[y R —y2dy=—(R2 _5y2)2 _RTZ(RZ -y*p

Pak po dosazeni mezi integrace a uprave ziskame

8 s
J=—7xR
15 p

a po dalsi Gpravé koneén& obdrzime ((4/3)7R’p = m)

J:ng2
5

Obdrzeli jsme stejny vysledek, jako pii pouZiti postupu 1, ¢imz jsme si ovéfili, ze
jsme se pii feseni ulohy nedopustili chyb.

Piiklad 2.5.5.
PInd homogenni koule poloméru R a hmotnosti m se kutali po naklonéné rovin¢ bez
smykani. Na poc¢atku pohybu byla koule v klidu ve vySce 2 = 1 m nad vodorovnou

Vv orw

A%

Reseni:

Dle zadani mame:
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Zde jsme apostrofem oznacili rychlost tézist¢ koule, kterd se pouze smyka.

a) Pohyb bez smykani:
Potencialni energie koule na zacatku pohybu je rovna

E, =mgh
Kutalejici se koule ma kinetickou energii translacni a rotacni

E, Lo+ L ,
2 2

kde moment setrvacnosti koule je roven (viz piiklad 2.5.4)
J=2mR?
5

Uhlova rychlost kutalejici se koule je rovna

Pouzijeme zakon zachovani mechanické energie

E,=E,
Po dosazeni ziskame
2
mgh = —mv* +lng2 V—2 ,
2 25 R

A%

v:\/&gh =\/&-10-1 =38 m-s’
7 7

b) Pohyb se smykanim (bez valeni)
Na pocatku pohybu méla koule potencialni energii

E, =mgh

Smykajici se koule ma kinetickou energii
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1
E =—mv’

Opcét dosadime do zédkona zachovani mechanické energie. Ziskame
| I
mgh = Emv >,

odkud po upravé a dosazeni Ciselnych hodnot obdrzime

v'=,/2gh =420=4,5 m-s

Priklad 2.5.6.
Tenk4 homogenni ty¢ hmotnosti m = 2 kg a délky / = 1 m je uloZena na vodorovné
ose, prochazejici jejim koncovym bodem. Jakou silou F' je namahéana osa tyCe v

R4

nejvyssi polohy ?

Reseni:

h_'lll—l

i

cvwr

rovna
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F=G+F, ,

kde G = mg a F, je odstiediva sila, ktera je reakci na dostfedivou silu F;. Dostrediva

vvvvvvvv

Vv

Velikost uhlové rychlosti @ v nejnizsi poloze tyce stanovime ze zakona zachovani
mechanické energie

E,=E, ,
m l—lJa)2
8 5 s
w2:2mgl
J

Moment setrvacnosti ty€e J k ose rotace stanovime nasledovné. Je—li hmotnost tyce
m = p S [, pak hmotnost elementu ty¢e délky d/ ve vzdalenosti y od osy rotace je
rovna

dm = p Sdy

a tudiz
1 1 1 1
J=|ydm=pS|y’dy==pSI’ =—ml*
I[y P .([y Y 3/7 3

Po dosazeni do vyrazu pro o ziskame
, 2mgl 2mgl 6g
Q =—=—=—
J 1

~ml? !

3

a odstiediva sila je v nejnizsi poloze rovna

1
F =m——==3m
0 277 g

Osa rotace tyce je pak namahana silou

F=G+F, =mg+3mg=4mg=4-2-10=80 N
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Piiklad 2.5.7.

Na vodorovné umisténém homogennim kotouci hmotnosti M = 15 kg a poloméru R =
1,5 m, ktery je v klidu, stoji ¢lovék hmotnosti m = 80 kg. Kotou¢ se mlize otacet
kolem svislé osy prochazejici jeho stfedem. Jakou uhlovou rychlosti @, se bude
otacet kotou¢ vici Zemi, rozbehne-li se ¢lovék po kruznici o poloméru » = 1 m,
opsané kolem stiedu kotouée, relativni rychlosti v*=1,5 m.s™ vzhledem ke kotou&i ?

ResSeni:

iy

Oznacme:

®” - thlova rychlost ¢lovéka vici kotouci

® - uhlova rychlost ¢lovéka viici nehybné vztazné soustavé (Zemi)
@ - thlova rychlost kotouce vii¢i nehybné vztazné soustaveé (Zemi)

Pro feSeni této tilohy pouZijeme zdkon zachovani momentu hybnosti izolované
soustavy

b =konst.
Ozna¢me moment hybnosti ¢lovéka by, a moment hybnosti kotouce by. ProtoZe na
pocatku byla celkova hybnost soustavy b rovna 0 (¢lovék i kotou¢ byli v klidu), musi
platit
b=b,+b, =0

Po tpravé

b,=-b, . (1)
Dosad’'me za jednotlivé momenty hybnosti

bm = Jm('o’ bM = JM(DO

Galileiho princip skladani rychlosti plati i zde
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0=0,+0
Po tpravé ziskame pro moment hybnosti cloveka

b, = Jm(mo +®)

m
Dosad'me do rovnice (1). Ziskame

I ((00 + (‘)‘) =-J )0,
Resenim této rovnice ziskame

J

m

0,=-0—"—
J,+J,

Uhlova rychlost ay ma opacny smér nez @’. Dale plati

.
w'=—
r
1 .
Iy = EMRZ (moment setrvacnosti kotouce)
J, =mr’ (moment setrvacnosti ¢loveéka)
Po dosazeni:
v mr’ 1,5 80-1° | . .
Oy === -= ] =-1,24 rad-s” (kotouc vuci Zemi)
mr+—MR* 1 801+ -15.1,5°
2 2
. v L5 4 e e o "
w=—=—=15 rad-s” (Clovek vici kotouci)
r

w=w,+0w=-124+15=0,26 rad-s” (¢lovek viici Zemi)

Kotou¢ se bude otaget (thlovou rychlosti @= 1,24 rad s™ opa¢nym smérem, nez
pujde clovek.

Piiklad 2.5.8.

Kotou¢ poloméru R = 0.1 m a hmotnosti m; = 1 kg se mize otacet kolem
horizontalni osy. Na kotouci je navinuto vlakno, na jehoz konci je zavazi o hmotnosti
m = 0,5 kg. Jakou ma kotou¢ thlovou rychlost @, urazi-li zavazi svislou dréhu /4 = 1
m a pohyb zaéinal z klidu ? Ulohu feste: a) pomoci zakona zachovani mechanické
energie, b) z pohybové rovnice.
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Reseni:

Dle zadani mame:
R=0,1m

m, =1 kg

m, =0,5 kg

h=1m
w="7

a) Reseni pomoci zakona zachovani mechanické energie

w p

L

Zakon zachovani mechanické energie pro tento pfipad miizeme psat ve tvaru:

E,=E =E, +E, ,

kde:
1 , 1,
E, =m,gh, Ekzamzv +§Ja) ,
a dale
1
J=—mR> ,
2
v=oR
Po dosazeni:
1 , 11 , v’
m,gh=—m,v" +——mR —
2BH = Y Ty I R

4m,gh = 2m2v2 + mlv2 =? (2m2 + ml)

ResSenim ptedchdzejici rovnice ziskame
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v=2 _magh
m+2m,

a tudiz thlova rychlost kotouce bude rovna

a,_i_i mygh 2 0,5-10-1_1
R R\m+2-m, 01{1+2-0,5

b) Reseni pomoci pohybové rovnice

e
AR R o
I T
El:r I
3
H
mg [
g g h
[

Mame dvé télesa, pro ktera napiSeme dve€ samostatné pohybové rovnice:

Vyjdeme z pohybova rovnice kotouce:
M =Je

Za uhlové zrychleni dosadime vyraz

aT
e=—+
R
za moment pisobici tahové sily vztah
M=TR ,
a za moment setrvacnosti kotouce
1
J=—mR’
2

Po dosazeni do pohybové rovnice za M, J a ¢ ziskame
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Po tpravé obdrzime

Pohybova rovnice zavazi ma tvar (viz obrazek):
mg+T'=mya_ . 2)
Protoze
T=-T

Pak po dosazeni za tahovou silu ziskdme

mg—T=mya,
Vektory vyjadiime ve slozkach

T=iT, g=ig, a_=ia,_ ,

takze predchazejici rovnice ma ve slozkovém vyjadieni tvar

m,g =T =m,a,
Po upravé nalezneme tahovou silu

I'=m,g—ma,
Porovnanim rovnic (1) a (2) ziskdme

Emlar =mg—ma, ,
odkud po upravé obdrzime

a, (ml + 2m2) =2m,g

Tecné zrychleni je pak rovno

2m,

ﬁQ
I
oQ

m, +2m,
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Z kinematiky vime, ze dradha pfi rovnomérné zrychleném piimocarém pohybu je
rovna:

Po tpravé ziskame

Pak uhlova rychlost kotouce

w=g=22 2n _1 /2har=i Amgh 2 mz—gh=31,6 !
R\a R R\\m+2m, R\ m +2m,

Piiklad 2.5.9.

Kruhovy kotou¢ hmotnosti m = 5 kg a priméru d = 30 cm mame za Cas t = 0,5 s
otocit o 1 otaCku. Jakou silou F musime tangencialné plsobit na obvodu kotouce ?
Jakou préci A tato sila vykona ? Jaky vykon P odevzda tato sila v case ¢ ? Kotou¢ byl
na pocatku v klidu.

ResSeni:
F

Dle zadani mame:

m=>5kg F=?
d=0,3m A=?
t=05s P=?
p=2r

Vyjdeme z pohybové rovnice kotouce

80



M=Js

kde moment sily ptsobici na kotou¢ je roven
M=F d
2

Pro moment setrva¢nosti kotouce miizeme psat (odvozeni bylo provedeno na
pienaskach)
2
1 (d
J=—m| —

2 \2

Z kinematiky vime, ze tthlova draha pfi rovhomérné zrychleném pohybu je rovna
4 2

Po upravé ziskame

Uvedené vztahy dosadime do pohybové rovnice. Obdrzime

2
pd_1 fd) 2
2 2 \2) ¢

Po tpravé ziskame vyraz pro silu

p_lmdp 150327

> ——=6r=188 N
2t 2 05

Sila vykona mechanickou praci

A=M(0=F£g0=18,8- 0.3 2r=178 1

2 2
a odevzda v Case t mechanicky vykon
P=Mo=Flei=p920,_pd20 1880327 5 y
2 2t 2 ¢ 0,5
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2.6. Pevna télesa

Piiklad 2.6.1.

Dvé pruzné koule o hmotnostech m; a m, jsou zavéseny dle obrazku. Prvni kouli
vychylime a ta po uvolnéni narazi rychlosti v; do druhé. Po dokonale pruzném razu
se prvni koule bude pohybovat rychlosti ¢; a druha rychlosti c,. Stanovte pomér
rychlosti ¢; ku v; a ¢; ku v; za predpokladu, Ze:

a) m;=mp
b) mj; = 27’1’12
C) mp = 271’11.
-
/’_WL\}
i,
>
\ /
L,
Regeni:

Pro dokonale pruzny raz plati jednak zakon zachovani hybnosti
mv, =mc, +m,c, (1)
a jednak zdkon zachovani mechanické energie

1 2

Emlv1 =Em1012 +5m202 . 2)
Z rovnice (1) ziskame rychlost
¢, = my, —m,c, ’
m,
kterou dosadime do rovnice (2):
myv; =m, —(mlvl — 12112c2 J +m,c;

m
Postupnymi Upravami ziskame rychlost c;
mvi =m’v; = 2mm,v,c, + nic; +mcom,
2mm,v,c, = mic, +mcam,

2my, = myc, +c,m; = cz(m1 + mz) s
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C =V (3)
m, +m,
Dosazenim za ¢, do (1) obdrzime
2m,
my, = mc, + m,v,
m, +m,
odkud ziskame rychlost c;
2m m, +m, —2m
€=V l-——— =V 1 : z .,
m, +m, m, +m,
m, —m,
G =" . 4)
m, +m,

Uvazujme nyni jednotlivé ptipady a dosad’'me za m; a m; dle zadéani. Ziskame:

a) V ptipadé, ze m; = m», pak z rovnic (3) a (4) vyplyvé, Zze c;=v;ac; =0.

Prvni koule se po razu zastavi,druhé se bude pohybovat rychlosti v;.

b) V ptipad¢, ze m; = 2m;, pak z rovnic (3) a (4) vyplyva, ze c; = (4/3)v; ac; = v,/3.

s nizsi rychlosti, druhd koule naopak s rychlosti ¢; > v,.
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¢) V ptipad¢, ze m, = 2m,, pak z rovnic (3) a (4) vyplyva, ze c; = (2/3)v; ac; = -v,/3.

Prvni koule, ktera je nyni leh¢i, se po razu odrazi zpét, druha, tézsi koule, se bude
pohybovat rychlosti c; < v;.

Piiklad 2.6.2.

Beran bucharu o hmotnosti m; = 150 kg dopada z vysky 4 = 60 cm na kovany kus
spocivajici na kovadliné o hmotnosti m, = 2000 kg. Stanovte deformaéni praci a
ucinnost razu (U¢innost je dana pomérem prace vykonané zdviZzenim beranu ku praci
uzit¢ ke zplosténi kovaného kusu). Kovadlina je pruzné uloZena se znaénym
tlumenim (napft. do vany s piskem). Na pocatku razu proto miizeme predpokladat, ze
buchar a kovadlina s kovanym kusem se pohybuji spole¢né rychlosti c.

ResSeni:

v
S
L" 1t

Dle zadani mame:

m, =150 kg
m, =2000 kg
n="?
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Beran se pifi dopadu pohybuje rychlosti v, =,/2gh (volny pad z vysky h). Po
dopadnuti na kovany kus lezici na kovadlin¢ se beran s kovanym télesem a s
kovadlinou pohybuji spolecné, a to rychlosti c.

Protoze dochézi k deformaci kovaného télesa, jedné se o nepruzny réz, pro ktery plati
zakon zachovani hybnosti

my, = (ml + mz)c

Po tpravé ziskame

ml
c=v
m, +m,
Kineticka energie bucharu je rovna
1 2
E,=—my
kb 171
2

Ztrata kinetické energie bucharu pfi nepruzném razu je pak rovna:

1 1
AE, =5m1v12 _E(MI +m2)02 =
L2 (m, + m, v} un _ Ll i
2 ! e l(ml+mz)2 2 ! m, +m,
1 1
—Emﬂ’lz e =E,
m, +m, 1+
m,

Tento ubytek kinetické energie se prevazné preméni na deformacni praci, tudiz

A4, =AE;
Utinnost razu je pak rovna
1
E
¢ 1+
n= As _ m, _

Ly, Ey, 1+ ™
m,

Ciselné

v, =42gh =4/2:10-0,6 =35 m-s"
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1
c=v m 3,5 >0 =024 m-s”
motm, 150+ 2000

3

EM=%mﬁ=%HU&§=9BJSJ ,

1 1
A =E,——=91875-————=854,65 ]

1 150 ’
I+— +—
m, 2000
b h93-93%
T="Tq50 ~ 2772
14—
2000

Priklad 2.6.3.

Rychlost sttely lze urcit tak, Ze stfelu vstfelime do bedny s piskem (jedna se o
nepruznou srazku), ktera je zavésena na zavésech a sledujeme vychylku bedny. Jaka
je rychlost stfely o hmotnosti m = 10 g, vychyli-li se bedna hmotnosti M = 10 kg do
vySe h=3 cm?

Reseni:
™, . N
., ,
* ",
™, .,
™, ,
‘]_ M+m
L i I
m I Th I
IEV—:}- Il R b
-4
h

Dle zadani mame:

M =10 kg
m=10g
v, =7
h=3cm
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Pro nepruzny raz plati zdkon zachovani hybnosti, ktery v naSem piipadé¢ miizeme
zapsat ve tvaru

my,=(M +mly, . (1)

Nérazem stiely do bedny se bedna uvede do pohybu. Zakon zachovani energie pro
pohybujici se bednu s piskem a stfelou pak miizeme zapsat ve tvaru

AE, =AE,
Po dosazeni ziskame

SO m; (0 meh

odkud po upravé obdrzime rychlost bedny s piskem a stielou

v, =~/2gh

Po dosazeni do (1) a po Gprave ziskame rychlost stiely

vs:Mer\/zg ;M\,Zg :11)02 2-10-3-10* =775 m-s™
m m

Kinetick4 energie stiely je rovna

)

E, = %mvf =294 kJ
Kineticka energie bedny s piskem

2 2
Ey=imi=Lfy M) LMo p Mg 03004 )
2 2 m ‘ ‘

a potencialni energie vychylené bedny s piskem

E,=Mgh=294 ]
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2.7. Gravitacni pole

Piiklad 2.7.1.

Kulicka o hmotnosti m; = 10 g je vzdalena a = 0,1 m od pfimé homogenni tyce o
hmotnosti m, = 1 kg a délce / = 1 m. Stied kuli¢ky lezi na prodlouzené podélné ose
tyCe. Spoctéte gravitacni silu, kterou se ob¢ télesa pritahuji.

Reseni:

T :
WL/

Dle zadani mame:

m =10g
m, =1kg
a=0,1m
[=1m
F, =7

4

Kuli¢ku o hmotnosti m; a element ty¢e o hmotnosti dm, mizeme povazovat za
hmotné body. Silu mezi dvéma hmotnymi body ur¢ime z gravita¢niho zakona

m,dm
jF _ 1 2
g_K 2
by

Hmotnost elementu homogenni tyce je rovna

dm, =2 dx

Po dosazeni ziskdme pro element sily

mm, dx
ng =K%?

Celkovou gravitacni silu mezi kulickou a ty¢i ziskdme integraci
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a+l

a+l
mm, ¢ dx mm, | 1 mm, 1 mm,
FZK‘—J.—ZK'— -—| =k K
a

x’ [ X [ (a+l)a: (a+1)a

a

Po dosazeni ¢iselnych hodnot obdrzime

1071

=606 pN
(01+1)-10" P

F,=6,67-10""

Piiklad 2.7.2.

Spoctéte prvni a druhou kosmickou rychlost. Prvni kosmicka rychlost je obvodova
rychlost, kterou musime udé¢lit télesu o hmotnosti m ve vysi h«R. nad zemskym
povrchem, aby obihalo po kruznici kolem Zemé. Druha kosmicka rychlost je
rychlost, kterou musime udélit té€lesu svisle vzhlru, aby se nevratilo na Zem.
Hmotnost Zemé je M. = 6.10** kg, polomér Zemé R, = 6,37-10° m.

Regeni:
a) Prvni kosmicka rychlost (R, +h = R.)

Aby téleso obihalo po kruznici, musi na néj ptisobit dosttediva sila F,;. V ptipade
télesa obihajiciho okolo Zemé je dostfediva sila vyvolana gravitaéni silou Fj.
Podminka dynamické rovnovahy pak je:

F,=F, ,

v mM |
m——=K——;
RZ RZ

Po upravé ziskame vyraz pro prvni kosmickou rychlost a po dosazeni i jeji ¢iselnou
velikost:

M. 6-10*kg

6,37-10°m

v, = |k =79 km-s™

= \/6,67-10_“N-m2 kg™~

Z

b) Druhd kosmicka rychlost

Vyjdeme ze zdkona zachovani mechanické energie. Télesu na povrchu Zem¢ musime
udélit kinetickou energii E, tak velkou, aby mohlo doletét do nekonecna, kde bude
mit kinetickou energii Ej. . Na povrchu Zem¢ ma téleso potencidlni energii E,., v
nekone¢nu £, . Pak:

Ekz+E :Ekw+Epoo . (1)

Pz
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Na povrchu Zem¢ musime udélit télesu rychlost v,, v nekone¢nu mizeme polozit v.,
= 0. Pak:

1
Ekzzzmvg a E.. =0

Stanovme potencialni energii télesa o hmotnosti m v gravitatnim poli Zem¢.
Potencialni energie v bodé¢ r je podle definice rovna

Ep :A+Ep0 ,

kde A je prace vykonana vnéjSimi silami na premisténi télesa z referen¢niho bodu ry
do bodu r a E, je potencidlni energie v referenénim misté. Polozme E,, = 0. Pak:

Ep:A:f[F-dr

r0

v

Aby vnéjsi sila F mohla téleso v gravitaénim poli Zemé premist'ovat, musi byt

F=-F

g

Gravitacni sila F, je rovna

Po dosazeni do vyrazu pro potencialni energii:

2
r r

Ep :—.r[Fg . drzid\lzmj.ro -dr =ld42mjd—:=mzm{_l}"
Iy rnr

Iy 7o

EP:KMZm(i—lj . (2)
Referen¢ni bod se obvykle voli bud’ v nekone¢nu (ry) — o), nebo na povrchu Zemé
(ro = R-). VyfeSme E, pro ob¢ volby.
1) V ptipadé, Ze ry — «, pak ze vztahu (2) ziskame

M. m

r

E =-«x

P

Potencialni energie na povrchu Zemé je tudiz rovna
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E =-x—7+
pz
RZ
a v nekone¢nu
E, =E,=0
Po dosazeni do rovnice (1)
M. m
—mv; —K RZ =0 ,

odkud po upravé

v, = IZKA;Z =2v,=+2-79 km-s'=11,2 km-s™'.

2) V ptipadé, Ze zvolime ry = R., pak ze vztahu (2) obdrzime

11
E, = Id\lzm[———J
R

., T

a na povrchu Zemé

E, =E, =0,
piipadné v nekonecnu (» — o)
E, =k M. m
R

Po dosazeni do (1):

1 M
—mv; +0=x Rzm+0 ,

z

odkud po upravé a dosazeni ¢iselnych hodnot ziskame velikost druhé kosmické
rychlosti

M. 6-10*kg

6,37-10°m

v, = |2k =\/2-6,67.10“N-m2kg2. =11,2 km-s™

z
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3.2. Volné netlumené kmity

Priklad 3.2.1.

Zkumavka o priméru D = 1 cm zatizena broky o celkové hmotnosti m = 100 g plave
ve svislé poloze v kapaling hustoty p = 10° kg.m™. Stanovte dobu kmitu zkumavky,
kdyz ji byl udélen maly svisly impuls. Pohyb kapaliny a tfeni zanedbejte.

Reseni:

0=

7

Vratna sila F), je zde vztlakova sila. ZvétSi—li se ponofeni zkumavky o y, bude
vztlakova sila rovna

7 D?

4

F,=-pgSy=-pg y

Pohybova rovnice zkumavky ma tvar:
F -ma=0

Dosad me do pohybové rovnice za vratnou silu a zrychleni vyjadfeme jako druhou
derivaci vychylky podle ¢asu

Po tpravé ziskame

2 2
dg/+7rD pgy=0
dt 4m

Jak bylo odvozeno na piednaskach, soucinitel u druhého ¢lenu ma vyznam kvadratu

uhlového kmitoétu. Proto
e |ZD’Pg _D |zpg
4dm 2 m
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Doba kmitu pak je rovna
-1
T=2—7[=27r£ m =i zm _ 4_2 /7[310 —204 s
0] D\zpg D\pg 10 10710

Piiklad 3.2.2.

Rtut’ se naléza v trubici tvaru U. Vychyli-li se rtut’ z rovnovazné polohy, zac¢ne
vykonévat kmitavy pohyb. Urcete dobu kmitu rtuti, je-li délka sloupce rtuti v trubici /
=8 cm.

Reseni:

vl J
I 1

., y

Je-li kapalina v trubici vychylena, pak je v jednom rameni hladina snizena o
vychylku y proti rovnovéazné poloze, v druhém je o y zvySena.Vratna sila F), je dana
vahou sloupce rtuti o vySce rozdilu hladin, tj. 2y
F,=-pS2yg
Pohybova rovnice rtuti v trubici ma tvar (m = pSI)
F-ma=0 ,
takze po dosazeni

2

—pSZyg—pSl%zO

Po tpravé ziskame
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Soucinitel u druhého ¢lenu ma vyznam kvadratu thlového kmitoctu. Perioda téchto
kmith je proto rovna:

)
T=2_ﬂ-:27z' L:ﬂ' 4—1:7[ 2—Z=7Z' ﬂzOA S .
w 2g 2g g \ 10

Priklad 3.2.3.

Vagon o hmotnosti m = 2-10* kg rozjety rychlosti vp = 1,6 m.s” se ma zastavit
narazem na pevnou piekazku. Jakou tuhost K musi mit jeho naraznikové tlumice a
jakou dobu trva néraz, je-li dovolené zkraceni tlumice d = 10 cm? Piiklad feSte
jednak jako ulohu z kinematiky kmitani a jednak pomoci zédkona zachovani
mechanické energie.

ResSeni:
a) Kinematika kmitani

»=0, ;=0
" I
e AW
O O
X
K
" AW
] [

Kmitava soustava je tvofena vagonem o hmotnosti m a pruzinou naraznikového
tlumice o tuhosti K. V Case ¢t = 0 narazi tlumi¢ do pfekazky a pruzina se zacne
stlacovat. Mizeme proto psat:

»(0)=0,
v(0)=v, .

Za Cas At je pruzina tlumice stlaCena do maximalni polohy (amplitudy) a pohyb
vagonu se zastavi. Proto:

y4)=Y=d,
v(A4t)=0.
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Témto podminkam vyhovuji rovnice vychylky a rychlosti ve tvaru:

y=Ysin(wt) ,

v=d—= oY cos(wt)=V cos(wt)
t

Pribéhy vychylky a rychlosti harmonického kmitavého pohybu jsou uvedeny na
obrazku

Y
o = .
™ -
R
3 F /’I‘
it :
i T , i £
“ ’
4 . ,
-, -
T -
v
v .
g -~
v .
;
o I ) :
4 . ,
e -
\'\—\._ﬂ/
L ]

Z obrazku je zfejmé, ze
Atzg, Y=d,V=y,

Kvadrat thlového kmitoctu kmitavé soustavy je roven

=2
m
Pro amplitudu rychlosti déle plati:
V=Y ,

odkud
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Vv

Dosad’me vztah (2) do vztahu (1). Upravou ziskdme:

2 2 1\2
K=m[KJ =m(‘;’—°] =2-104kg~(mJ =5,12-10° N-m™ |

0,Im

Doba trvani narazu:

L 2z A& m_ z0lm
4 4o 2V 2v, 21,6 m-s°

At -=0,098 s.

b) Zakon zachovani mechanické energie
Vagon ma pred narazem kinetickou energii Ej, kterd se pfeméni béhem stlacovani
pruziny v elastickou potencialni energii E,. Proto:

E=E,

Po dosazeni za kinetickou a elastickou energii obdrzime

lmvg Lxy Ll
2 2 2

Po tpravé ziskame

2 -1 2
Kem 2] =210 ke 205 ] _512.10° N.m"
d 0,1 m

Déle plati:

2 \/?
w=—= e
T m
T=2r >
K

Po tpravé ziskame

a proto hledana doba trvani narazu

96



I =z |m_»x 2-10* kg

. m_r ——5__-0,098 s
4 2VK 2\512:10° N-m

Poznamka: ProtoZe jsou u vagénu tlumice dva, musi mit kazdy z nich tuhost
K'=2,56-10° N-m".

Piiklad 3.2.4.

Stanovte silu F, kterou piisobi pist spalovaciho motoru na klikovy hiidel v mrtvém
bod&. Hmotnost pistu je m = 1,2 kg, h¥idel mé otacky n = 200 min™, zdvih pistu je z
= 0,12 m. Pfedpokladejte, Ze pist kond harmonicky pohyb. Pro feSeni tlohy pouzijte
kinematiku kmitani.

Reseni:
V mrtvém bodé¢ je zrychleni maximalni a ma amplitudu

A=Y
Zrychleni 4 odpovida sila na klikovy hiidel
F=mAd=mo’Y

Amplituda vychylky je rovna polovin¢ zdvihu

Y =

SNV

a kruhovy kmitocet harmonického pohybu je

B 2w n _n
60 30
Pak hledana sila F
2.2 2 2
F:mﬂ-m 521,271' 200 0’12:31,6N

30° 2 30°-2
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Piiklad 3.2.5.

Na misku o hmotnosti M = 40 g, kterd je zavéSena na pruzin€ o tuhosti K =400 N.m"
! dopadne z vysky 4 = 0,4 m plastelinovéa kulicka o hmotnosti m = 10 g a ziistane
lezet zdeformovana na misce. Miska s kuli¢ckou za¢ne v diisledku udélené¢ho impulsu
konat kmitavy pohyb. Stanovte amplitudu vychylky Y tohoto pohybu. Zanedbejte
zménu rovnovazné polohy misky yy vlivem hmotnosti kuli¢ky a misky (zanedbani je
mozné, pokud yy « Y; ovéite, zda zanedbani je mozné).

Reseni:

=

Kulicka dopadne na misku rychlosti v;, kterou stanovime ze zdkona zachovani
mechanické energie:

mgh = %mvl2

Odtud

v, =+/2gh

Protoze se jednd o nepruzny rdz, pak ze zdkona zachovani hybnosti izolované
soustavy stanovime rychlost ¥, s kterou se za¢ne miska s kulickou pohybovat

mv, = (m + M)V,

m:Zghm

V=v,
m+M m+M

Miska s deformovanou kulickou zacne vykonavat harmonicky kmitavy pohyb

y = Ysin(wt)
Pro rychlost tohoto kmitavého pohybu plati

v:%:a)Ycos(a)t):Vcos(a)t) ,
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kde jsme oznacili amplitudu rychlosti

V = oY

Amplituda rychlosti V je rovna rychlosti, kterou méa miska s kulickou na zac¢atku
pohybu, tj. v;. Pro thlovy kmitocet kmitavého pohybu plati

Hledana amplituda vychylky je proto rovna

K_ zghm+M —m 2gh
o \/ K K(m+M)
m+M

Y =

Po dosazeni ¢iselnych hodnot obdrzime

)
Y=10" kg 210ms04m  _63) mm.
400N -m ' (1.10 *kg +4.10 *kg)

Pti vypoctu jsme zanedbali rovnovaznou vychylku yy. Proved’'me kontrolu. Pro
rovnovaznou vychylku plati

(m + Mg = Ky(] >
odkud po upravé ziskame

-2 -2
mM _ o 2:107kg+4.10 ke

10 > .
4-10°N-m

=8 =1,25 mm

Yo =125 mm<Y =6,32 mm

Zanedbanim rovnovazné vychylky yy jsme se nedopustili vétsi chyby.

Priklad 3.2.6.

Jaky je pomér kinetické a potencidlni energie hmotného bodu vykonavajiciho
harmonické kmity s po¢atecni nulovou fazi:

a)vCaset=T/12,

b) v okamziku, kdy vychylka je y = Y/4.
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Reseni:
Predpokladejme, Ze podle zadani hmotny bod vykonava harmonické kmity a Ze jeho
vychylku z rovnovazné polohy mizeme popsat rovnici

y= Ycos(a)t)

Na ptednaskach byly odvozeny vztahy pro kinetickou a potencidlni energii
harmonického kmitavého pohybu

E, = %KYZ sin” (et )
E = %KY2 cos” (o)

P

Pak hledany podil je v libovolném ¢asovém okamziku roven

1 . 1
E, _ EKYZ sin (ot ) _ sin?(r) _ 5(1 —cos(2at)) _ 1 cos(2ar) "
2
E, ;KYZ cos?(ar) O (cot) ;(l+cos(2a)t)) 1+ cos(2ar)
a) V prvém pripadé plati
T
f=—
12
Pak
wt = 27rl1 -
12 6

a po dosazeni do vztahu (1) ziskdme

1-cos| 27 1_1
E, 6 2 l

E 1
E, 1+cos(276[j l1+— 3

b) Ve druhém pripadeé podle zadani plati

y(t)=

=Y cos(a)t)

&~

Po kraceni Y ziskame

cos(a)t) =0,25
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a proto
ot = arccos(0,25) =1,318 rad
Hledany podil energii ma proto v tomto ptipad¢ velikost (dosadime do vztahu (1))

E, _ 1- cos(Za)t) _15
E, 1+ cos(2ar)

Piiklad 3.2.7.

Na dvou stejnych pruzinach jsou zavéSena dvé zavazi, jejichz hmotnosti jsou v
poméru m; : my; = 4:1. Zavazi dostala impuls ve svislém sméru a kmitaji se stejnymi
amplitudami Y; = Y,. V jakém poméru jsou a) periody jejich kmith 7;:7,, b) energie
kmitavych pohybil E;:E,?

Reseni:

Doba kmitu a energie kmitavého pohybu jsou rovny

T=27z\/i , E:lKY2
K 2

a) Pro pomér period kmitii ziskame

m
n_ Mk /ﬂ_ﬁ_z
o fm \m Vi1
K

tj.
1,:T,=2:1
b) Pro pomér energii ziskame
|
E 2t 1
E, 1 1
2 —Kle
t].
E E,=1:1
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3.3. Kyvadla

Piiklad 3.3.1.

Stanovte dobu kyvu obruce (dutého rotacniho valce) o rozmérech R; = 0,99 m, R, =
1 m a vySce v = 2 cm. Obruc se opira svoji vnitini sténou o bfit a kona malé kyvy s
uhlovou vychylkou o< 4 °.

Reseni:
J
o
m N
a = Rl

R, i
o=

E,

Kyvajici obru¢ miizeme povazovat za fyzické kyvadlo. Pro dobu kyvu fyzického
kyvadla byl na pfednaSce odvozen vztah

A%

setrvacnosti dutého vélce vzhledem k ose rotace prochazejici tézistém stanovime z
defini¢niho vztahu

J; = j-rzdm . (1)
(ﬂ'l)

Pro urceni J ze vztahu (1) volime element valce o hmotnosti dm ve tvaru dutého
valeCku o poloméru r, tloustce stény dr a vysSce v. Je-1i hustota materialu valce p, pak

dm=2rxrdrvp

Po dosazeni do vztahu (1) obdrzime

J, = 272’va1”3(11” = %EVP(R; _R14)
R
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Moment setrvacnosti k ose rotace o prochéazejici bodem zavésu a rovnobézné s osou
rotace prochazejici tézistém stanovime s pomoci Steinerovy véty

J=J, +ma’
Hmotnost dutého vélce je rovna
m= 7rv,0(R22 - Rlz)
Vzdélenost os rotace a je (viz obrazek)
a=R,

Po dosazeni
J =%;rvp(R; —R} )+ rvp(R2 - R*)R, = ;zvp(RjeRj +Rfj—%Rl4J

Doba kyvu obruce je pak rovna

Po dosazeni ¢iselnych hodnot ziskame

12(;12 +o,992j—§o,994
T, = 7\ —15 . =141 s
(1 -0,992)-10-0,99
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3.4. Skladani kmiti

Piiklad 3.4.1.

Naleznéte amplitudu vychylky Y a pocateéni fazi ¢y kmitani sloZzeného ze tii
harmonickych kmitl stejného sméru, které jsou popsany rovnicemi:

Y= Y]Sil’l(zﬂfl‘ + (01), Y= YgSil’l(27ﬁ— (pg) ays3= Y3Sil’l(27ﬁ + (03),

kde Y;=5mm, ¥, =10 mm, ¥; =8 mm, ¢; = 7/6 rad, ¢, = -7/6 rad a ¢3 = 1,39 rad.
Reseni:

Pro feSeni pouzijeme vektorovou metodu. Vektorova metoda sestava ze tii krokd. V
prvém kroku pfifadime jednotlivym kmitdnim rotujici vektory. V druhém kroku
provedeme secteni dil¢ich vektorti podle pravidel vektorového poctu. Ve tretim
kroku ptifadime vyslednému vektoru zpétn¢ harmonické kmitani.

1. Krok. Jednotlivym harmonickym kmitanim pfifadime vektory:

=Y, =i +jy, kde x; =Y cosp a y =Ysing
¥, > Y, =ix, +jy,, kde x,=Y,cosp, a y,=1,sing,
y3 > Yy =ix; +]y;, kde x;=Y,cosp; a y, =Y;sing,

2. Krok. Vektory secteme podle pravidel vektorového poc¢tu. ObdrZzime
b

T,

bc\.v,_d

Y

Y=Y +Y,+Y, :i(x1 + X, +x3)+j(y1 +, +y3):ix0 +iVo
kde slozka xy vysledného vektoru je rovna
X, =X, +Xx,+x; =Y cose, +Y,cosp, +Y, cosp,
a slozka yy

Vo=V ty,ty; =Y sing +Y,sing, +¥;sing; .
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Modul vysledného vektoru se tudiz rovna

Y = ng +yo = \/(Y1 cos@, + Y, cosg, + Y,cos, ) + (¥ sing, +Y,sing, + ¥;sing,
a thel, ktery svira vysledny vektor s osou x

120, =Y _ Vising +Y,sing, +¥;sin g,
Vo Y,cosg +Y,cosp,+7,cosp,

Po dosazeni ¢iselnych hodnot ziskame

Y =15,39 mm
@, =0,3563 rad

3. Krok. Vyslednému vektoru piifadime zpét harmonické kmitani tak, ze amplituda
kmitani je rovna modulu vektoru a pocatecni fazi kmitani je rovna uhlu, ktery
vysledny vektor svira s osou x:

Y - y=Ysin(wt+¢,)
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3.5. Volné tlumené kmity

Piiklad 3.5.1.

Perioda netlumenych kmitii je 7= 4 s, konstanta tlumeni 5= 0,4 s a pocate¢ni faze
¢y = 0 rad. Vychylka hmotného bodu v ¢ase ¢t = 7/8 je rovna y = 4,5 cm. Napiste
rovnici popisujici ¢asovy prabéh vychylky téchto kmiti.

Reseni:
Rovnice pro vychylku tlumenych kmiti ma obecny tvar:

y=Ye " cos(wt+g,) . (1)
V nasem ptipadé je
@, =0rad
a
0=04 s

Vlastni hlové frekvence netlumenych kmitl je rovna

a vlastni uhlova frekvence tlumenych kmitii ma proto velikost

2 2
o, =N’ -5’ :\/(% -5° =\/(2Tﬂj -0,4° =152 s’

V &ase t = T/8 je dle zadani vychylka y = 4,5 cm. Upravou rovnice (1) a po dosazeni
¢iselnych hodnot ziskdme velikost amplitudy

v - y(t)eb‘t B 4,560,4»0,5

= =758
cos(a)lt) cos(1,52~0,5) =0 ol

Rovnice popisujici casovy pribéh vychylky je pak rovna :

y(t)=0,0758¢"* cos(1,52¢)  [m] .

Piiklad 3.5.2.

Pocate¢ni velikost obalky amplitud kmitavého pohybu je Yy = 3 cm. Za dobu #;, = 10
s klesne obalka amplitud na velikost ¥; = 1 cm. V jakém case 7, bude obalka
amplitud rovna Y, =10,3 cm ?

Reseni:
Pro obalku amplitud tlumenych kmita plati:
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Y=Ye? ,

kde Yj je velikost obalky amplitud v ¢ase ¢t = 0, Y je velikost obalky v Case fa o je
konstanta tlumeni.

Pro ¢as #; plati

Yl — Yoefé‘l] ,
odkud ziskame

1. Y 1 Y
=——In—t=—In-=2

Y ot Y

Podobné pro ¢as t, plati
Y,=Ye’"
takZe

) lnﬁ

t,=——In-:=—In-—2=y¢ Yz

0 2 In=%

y

Po dosazeni ¢iselnych hodnot ziskame
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Piiklad 3.5.3.

Za jak dlouhou dobu At se energie kmitavého pohybu zvonici ladicky s frekvenci f; =
600 Hz zmensi milionkrat (n = 10° krat), je-li konstanta tlumeni ladi¢ky 5= 0,48 s 2
Regeni:

R
¥ ohilka amplitid ¥ =Vpe ™

N
TRYRYY

e |

At

Celkova energie kmitavého pohybu ladi¢ky je v libovolném okamziku rovna:
|
E=E +E, = EK Y-,

kde Y je obalka amplitud tlumeného kmitani, jejiz Casovou zavislost miizeme zapsat
ve tvaru

Y — )/Oe*(st
Pro pomér energii ladicky v Case ¢; a ¢, plati:

2

KY,

2
ﬂ_ _—Yl =n
2
E, KY22 Y,

N | =

N | —

Po upravé ziskame
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Jn, n=10°

Sl
Il

Dale

— 700
Y=Y, e

Y2 _ Yo . e—5t2 _ Yoe—a‘(t,JrAz) _ Yle—ﬁAt
Z této rovnice upravou ziskame

O At

Y

—=e

Y,
ReSenim této rovnice obdrzime hledanou dobu

1, v 1
At=—In-t=—In/n .
5 Y, o

Ciselné

1 1
At =——1Inv10° = ——1In10° = 14,4
0,48 0,48
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