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Kap. 0 — Podminky splnéni zkousky

* Pisemna ¢ast - feseni prikladd pomoci SW Matlab / Octave
— Student muze vyuzivat jakékoliv tisténé materialy
« Ustni ¢ast zabyvajici se teorii a feenymi pfiklady



0 — Pouzivani prikladu na cvicenich

Priklady jsou uloZzeny v adresarich se stejnym Cislem jako Cisla
kapitol ve skriptech.
Oznaceni prikladl ma strukturu Pxxyyzz, kde
— XX — predstavuje Cislo kapitoly ve skriptech
— yy — Ciselné oznaceni prikladu
— zz — muze mit nasledujici oznaceni
* Res —resSeni prikladu (skript)
e Nic —vstupni data, generator vstupnich dat
Napriklad priklady:
— P0312.mat — vstupni data prikladu 12 ze 3. kapitoly
— P0312res.m — matlabovsky skript reseni prikladu 12 ze 3. kapitoly
— P0312.m — generator vstupu pro priklad 12 ze 3. kapitoly
— P0405res.m — matlabovsky skript reseni prikladu 5 ze 4. kapitoly



0 — Pozadavky na SW

e Matlab

— Matlab alespon od roku 2010, v pripadé starsiho je nutné ulozit
soubory formatu xlsx jako xls

— Statisticky toolbox
e Alternativa
— Octave (neni zajisténa shodnost prikazt s matlabem).

Veve

 Statisticky toolbox se nahraje prikazem pkg load statistics
— R (prikazy nejsou shodné s matlabem)

Vewve

* Nedoporucuji Excel
— neuplnost mnoziny pouzivanych funkci,

— mozna chybna implementace nékterych prikazud, zvlasté pfi vétsim
mnozstvi vstupnich dat.



1. Kombinatorika

1.1 Faktorial

1.2 Zakladni kombinatoricka pravidla

1.3 Usporadané vybéry — variace, permutace
1.4 Neusporadané vybery — kombinace

1.5 Zakladni prikazy



1.1 Faktorial

Faktorial Cisla n je definovan pro nezaporna celd cisla:

n
n!=1_[ i=n-(n—1)---2-1
i=1
0l=1

Funkce v matlabu: factorial(n)

Vypocet pro velka n pomoci Stirlingova vzorce

n! = v2nn (g)n <1 + %)

Pro vypocet velkych hodnot faktorial( se doporucuje pocitat jeho logaritmus.
1
log(n!) = Elog(Znn) + nlog(n) — nlog(e)

RozSifeni na realna Cisla
z'=T(z+1)
— T'(2) je Gamma funkce
I'(2) = fooo t*te~tdt gamma(z)
— Napfiklad: factorial(4)=gamma(5)=24



1.2 Zakladni kombinatoricka pravidla

e 1.2.1 - Kombinatorickeé pravidlo soucinu
e 1.2.2 — Kombinatorické pravidlo souctu



1.2.1 Kombinatorické pravidlo soucinu

PocCet vSech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len Ize vybrat n: zpUsoby,
druhy ¢len po vybéru prvniho ¢lenu n: zpUsoby, az k-ty clen po vybéru
vSech predchazejicich ¢lenl n« zplUsoby, pricemz jednotlivé Cleny se
navzajem neovliviuji (jsou nezavislé), je roven nq *ny * -+ N,

Pr. Pri dlouhé sluzebni cesté projizdite tri mésta, kde se urcité zastavite na
jidle. V prvnim meésté znate 3 dobreé restaurace, vdruhém také 3 a ve
tfetim 4. Kolika druhy usporadani lze vybrat restaurace?

— Pocet vybranych restauraci je nezavisly na volbé predchozi restaurace.
— Restaurace v prvnim mésté oznacime: 12 3, vdruhém 1 2 3, ve tretim 1 2 3 4.
— MzZeme zvolit nasledujici usporadani restauraci:

111 112 113 114 121 122 123 124
131 132 133 134
211 212 213 214 221 222 223 224

231 232 233 234

311 312 313 314 321 322 323 324
331 332 333 334

— Celkem tedy 36 usporadani = 3*3*4,



1.2.1 Kombinatorické pravidlo soucinu

* Pf: Ceské bankovky obsahuji 1 pismeno oznacuijici serii
(celkem jich je v abecedé 26) a 8 Cislic. Kolik bankovek od
jednoho nominalu s rdznym oznacenim maZze CNB vydat.

— Oznaceni serie je z 26 moznosti
— Kazdé cislo mlze byt z 10 moznosti
— Vzajemneé jsou Cisla nezavisla
 zavislé by byly, jestlize by se nemohla opakovat stejna Cislice
— Celkovy pocet k-ticje: 26-10-10-+--- 10 = 2.6 - 10°

* Pr(vzajemné se ovlivnuiji): Hazite Sestisténnou kostkou,

jestlize hodite 6, hazite jesté jednou.

— Jestli probéhne druhy hod, zavisi na vysledku prvniho. Pokusy
jsou zavislé.



1.2.2 — Kombinatorické pravidlo souctu

* Jsou-li A4, A,, ..., A;; konecné mnoziny, které maji
po radeé p4, Py, ..., P, Prvku, a jsou-li kazdé dve
disjunktni, pak pocet prvku mnoziny
AiUA,U...UA, jerovenp; +py + -+ p,,.

* Pr.V prvnim osudi je 5 kouli ¢ervenych, 4 koule
modré a 3 koule Cerné. Kolik je v osudi ¢ervenych

a modrych kouli?




1.3 Usporadané vybéry — variace,
permutace

1.3.1 Variace k tridy bez opakovani
1.3.2 Permutace bez opakovani
1.3.3 Variace k tridy s opakovanim
1.3.4 Permutace s opakovanim



1.3.1 Variace k tridy bez opakovani

Necht M je libovolnd mnoZzina n prvk{. Kazda usporadana k-tice (skupina k prvka)
navzajem rlznych prvkd mnoziny M se nazyva variace k-té tfidy mnoziny M bez
opakovani. Pocet variaci k-té tfidy mnoziny M bez opakovani nazyvame variacni
Cislo a znaCime jej
n!
Vin k) =————

(n, 1) (n—k)!
Zalezi na poradi vylosovanych prvk.
Matlab/Octave: vypocet pres funkci faktorial

factorial(n)/factorial(n-k)

U variaci vzdy zalezi na poradi v jakém se prvky vybiraiji.

Pr. V osudi mame koule ocCislované 1 az 9. Vybirame 3 koule, pficemz je nevracime.
Kolik rdznych cisel mizeme vybrat? (zdlezi na poradi vybirani)
— Prvni kouli miZzeme vybrat z 9 moznosti, druhou jiz z 8 (pfedchozi jsme nevratili zpét) a
posledni ze 7. Celkem to je 9*8*7=504 zpUsobd.

— V(nk)— k),—6|=9*8*7=504

— Jednaseo komblnatorické pravidlo soucinu.




1.3.2 Permutace bez opakovani

 Permutace mnoziny M bez opakovani je kazdé
navzajem ruzné usporadani mnoziny M. Pocet
permutaci n prvkové mnoziny lze stanovit ze vztahu:

P(n) =V(n,n) =n!

* Pr. Vosudi mame koule ocCislované 1 az 9. Postupnée
vybirame vsechny koule, pricemz je nevracime. Kolik
riznych cisel mUzeme vybrat? (zdlezi na poradi
vybirani)

— P(9) =n! = 9! =362 880
— Prvni kouli vybereme z 9 moznosti, druhou z 8 atd.
Kombinatorické pravidlo soucinu.



1.3.3 Variace k tridy s opakovanim

Variaci k-té tridy s opakovanim se predpoklada kazda usporadana k-tice
prvkl mnoziny M, v niz se jednotlivé prvky mohou opakovat.

V*(n, k) = n”®
Zalezi na poradi vylosovanych prvkda.
Vzorec vychazi z kombinatorického pravidla soucinu — viz kapitola 1.2.1,
kdy kazdy pokus vybirame z n prvka.
Matlab/Octave n. k

Pr. Pfi zapisu pismene do pameéti pocitaCe pouzivame dvojstavovou logiku
— cifry 0 a 1. Kolik mUzeme zapsat rtznych pismen, kdyz pro zapsani
pismene pouzivame 8 bitd.
— Pfri zapsani slova zalezi na poradi cifer a cifry se mohou opakovat, proto variace
s opakovanim.
— n = {0,1}; k = 8 pokusii
— V*(2,8) = 28 = 256

— Prvek na 1. pozici ma dvé moznosti, na 2. pozici také dvé atd. Kombinatorické
pravidlo soucinu.



1.3.4 Permutace s opakovanim

Permutace s opakovanim jsou permutace, kde se prvky ve vybéru
mohou opakovat. PoCet permutaci s opakovanim je urcen:
n!

P*(ny,ny,...,ng) = ' ' '
Nyl *nyl* x|

, pricemz mezi vybranymi prvky je k skupin, které maji postupné nq, n,, ...,
ny stejnych prvkd a musi platit n = Z{-‘zlni.

Pr. Méjme slovo ,,ABECEDABECE". Kolika zplUsoby mlizZeme provést
prehozeni jednotlivych pismen tohoto slova.

— Pismeno A je v textu 2x; pismeno B 2x, pismeno C 2x, D 1x, E 4x
— Pocet pismenveslové jel1ll n =11
—m=24ng=2nc=2,np =1Lng =4

L _ 207900
21%21%21%11x4!

— P*(ny,ny, ..., ng) =



1.4 Neusporadané vybery — kombinace

 1.4.1 — Rozdil mezi usporadanymi a
neusporadanymi vybeéry

* 1.4.2 — Kombinace bez opakovani
* 1.4.3 —Kombinace s opakovanim



1.4.1 — Rozdil mezi usporadanymi a
neusporadanymi vybéry

* Usporadané vybery (variace a permutace)
— Zalezi na poradi
— Vlyb&r 14785 # 58741
* Neusporadané vybery (kombinace)
— Nezalezi na poradi
— Vybér 14785 = 58741

— Pr. Sportka — je jedno zda nami uhodnuté Cislo
bylo vylosovano jako prvni, nebo jako pate.



1.4.2 — Kombinace bez opakovani

Kombinaci k-tridy z n prvk( bez opakovani nazveme kazdou k prvkovou
podmnozinu z n prvkové mnoziny M. Pocet rliznych kombinaci znac¢ime C(n, k) =

n \"& 4
K a uré¢ime dle vzorce
n'

n :
coui) = () = (=T k!
, n .y v vy
Vyraz (k) nazyvame kombinacni Cislo.
Matlab/Octave: nchoosek(n,k)

Pro vypocet kombinacnich cisel s velkym Cislem n, k lze pouzit vypocet pomoci
Stirlingova vzorce, nebo vypocet provést pomoci logaritmu.

n n—k k
log(C(n, k)) = Z logi — Z logi — Z logi
i=2 i=2 i=2

Pt. Kolika zplsoby mUzZeme vyplnit tiket, kde vybereme 20 &isel z 80.

— Nezadlezi na poradi, protoze na odevzdaném tiketu nepozname, zda jsme Cislo 53 vyplnili
nejdrive nebo jako posledni. Jedna se proto o kombinace. Kdyby na poradi zalezelo, jednalo by
se o variace.

— (€(80,20) =

__ 80 _ _35353.1018
(80—20)!'20!



1.4.3 — Kombinace s opakovanim

Kombinaci k-tfidy z n prvkd s opakovanim nazveme kazdou k-¢lennou skupinu sestavenou z prvk(
mnoziny M tak, Ze se prvky ve skupiné mohou opakovat a prfitom nezalezi na jejich poradi. Pocet
kombinaci s opakovanim je dan vztahem:
_ n+k—1)!
k (n—1)! k!

Matlab: pomoci funkce nchoosek(n+k-1,k), pozor na zadavani spradvnych parametru.

PI. V restauraci mame moznost si vybrat ze 3 druh( piv — Svijany, Konrdd a Gambrinus. Navstévnik
vypil 5 piv. Kolika zptisoby mohl zkombinovat svoji konzumaci.

— Jedna se o kombinace s opakovanim, protoze nékterych piv mohl (dokonce musel) vypit vice a nezalezi na
poradi. Kdyby zalezelo na poradi v jakém vypije svoje pivo, jednalo by se o variace s opakovanim.

— n=3 —vybirdme ze 3 druh piv k=5 — zakaznik vypil 5 piv

— Svijany oznacime S, Konrdd K a Gambrinus G

5xS

4xS+K 4xS+G

3xS+2xK 3xS+2xG 3xS+K+G

2xS+3xK 2XS+2xK+G 2XS+K+2xG 2xS+3xG

1xS+4xK 1xS+3xK+G IxS+2xK+2xG 1xS+K+3xG 1xS+4xG

5xK 4AxK+1xG 3xK+2xG 2xK+3xG IxK+4xG 5xG
* 3+45-1 7!

- ¢35 =( : )=—=21



1.5 Zakladni prikazy v matlabu/octave

e Faktorial factorial(n)
* Gamma funkce gamma(n)
e Kombinacni cislo nchoosek(n,k)



2. Uvod do teorie pravdépodobnosti

2.1 Zakladni pojmy
2.2 Oznacovani jevu a operace mezi jevy
2.3 Pravdépodobnost a jeji vlastnosti

2.4 Nezavislost pokusu, podminéna
pravdepodobnost



2.1 Zakladni pojmy

Teorie pravdepodobnosti je matematicka disciplina, jejiz logicka
struktura je budovana axiomaticky. To znamena, Ze jeji zaklad tvori
nekolik tvrzeni, ktera vyjadruji zakladni vlastnosti pravdépodobnosti
a vsechna dalsi tvrzeni jsou z nich odvozena deduktivné.

— PF. Kolika zpusoby jsme schopni ..., kolik existuje kombinaci ...
— Vysledky ulohy jsou stejné, at spravné pocitd Tonda nebo Jarda.

Matematicka statistika je veéda zahrnujici studium dat vykazujicich
nahodna kolisani, at uz jde o data ziskand peclivé pfipravenym
pokusem provedenym pod stalou kontrolou experimentalnich
podminek v laboratori, Ci o data provozni, pripadné o data ziskana
pocitacovymi simulacemi (tzv. metodou Monte-Carlo).

— PY. Tonda i Jarda méli kazdy 10 vyrobk a zjistovali jejich dobu do
poruchy.

— Oba maji odlisné vysledky.



2.1 Zakladni pojmy

 Nahodny pokus - je kazdy dej, jehoz vysledek neni predem
jednoznacneée urcen podminkami, za kterych probiha.
— Napriklad hod minci Ci kostkou, zivotnost vyrobku, presna
velikost urcitého rozmeéru.
* Mnozina moznych vysledk( {w} pokusu, tzv. zakladni
prostor (2

— Mnozina moznych vysledkd musi byt volena tak, aby zadné z
nich nemohly nastat soucasné.

— Q) —rub, lic; hod kostkou 1,2,3,4,5,6

— () —doba do poruchy R* pocet poruch Z*+ {0}

— Zakladni prostor neni — sjednoceni mnozin lichych Cisel a Cisel
délitelnych tri beze zbytku.



2.1 Zakladni pojmy

* Nahodny jev predstavuje kazdou podmnozinu A
zakladniho prostoru ().
— Na kostce padne Cislo 3; vyska Cloveka je vyssi nez 180 cm
* Elementarni jev — jednoprvkové podmnoziny
zakladniho prostoru ().
— Na kostce padne Cislo 3 — nahodny jev jiz nelze dale
rozdeélit na dil¢i nahodné jevy.
* Slozeny jev —viceprvkové podmnoziny zakladniho
prostoru ().

— Na kostce padne sude Cislo. Jedna se o slozeny jev, protoze
mohou padnout &isla {2,4,6}. Cisla {2,4,6} tvofi

elementarni jevy.



2.2 Oznacovani jevu a operace
mezi jevy

* Jisty jev — jev, ktery nastane vzdy pri kazdé
realizaci nahodného pokusu.
— Pr. Pri hodu minci padne bud panna nebo orel.

* Nemozny jev — jev, ktery nemuze nikdy nastat.
— Pr. Vyska Clovéka je mensi nez -5 m.

* Jev A je podjevem jevu B - nastal-li jev A, nastane
vzdy také jev B.
—AcCB
— A —Cloveék je vyssi nez 180 cm, B — Clovek je vyssi nez

170 cm. Jev A je podjevem jevu B.



2.2 Oznacovani jevu a operace
mezi jevy

* Rovnost jevu A a B —nastal-li jev A, nastane vzdy
takeé jev B a naopak
-« A=B
* Jev AjesudéCislo, jev B je Cislo délitelné dvema beze zbytku.
* Disjunktni jevy A,B —dva jevy A a B nahodného
pokusu nemohou nikdy nastat soucasneé.
— Hod kostkou disjunktni jevy jsou padnuti Cisla 1 a 2.
 Doplnék jevu A —znaéi se A - Jev A nastane vzdy,
kdyz nenastane jev A.

— Pri hodu mince je doplnkovym jevem k jevu ,, padne
orel” ,padne panna“



2.2 Oznacovani jevu a operace
mezi jevy

* Prunik jevi A N B — nastane, jestlize
jevy A a B vzniknou soucasné.
— Pr. Na sestisténné kostce padne sudé
Cislo (jev A) a Cislo mensi rovno 3 (jev B).
Pak priinikem A N B = {2}.
* Sjednoceni jevu A U B — nastane, ‘@’
jestlize vysledkem bude jev A nebo jev
B

— Pr. Na sSestistéenné kostce padne sudé

cislo (jev A) a Cislo mensi rovno 3 (jev B). A .
Pak sjednocenim AU B = {1,2,3,4,6}.




2.2 Oznacovani jevu a operace mezi jevy
Zakladni pravidla pro operace s nahodnymi jevy:
— AUB=BUA ANB=BNA

— AUBUC)=(AUB)UC
— An(BNCO)={ANB)NC

— AUBNC)=(AUB)N (AU ()
— ANBUC)=(ANB)U(ANC(C)

— AUA=A ANA=A
— AuQ=0Q ANQ=A4
— AUB=ANB 1. de MorganQv zakon
— ANB=AURB 2. de Morgan(v zakon



2.3 Pravdépodobnost a jeji vlastnosti

2.3.1 Pravdépodobnost

2.3.2 Klasicka pravdépodobnost
2.3.3 Statisticka pravdépodobnost
2.3.4 Geometricka pravdépodobnost
2.3.5 Kolmogorova pravdépodobnost
2.3.6 Vlastnosti pravdepodobnosti



2.3.1 Pravdépodobnost

* Vysledek nahodného jevu nelze s jistotou
predpovedét. Pri castéjsich opakovani vsak
nékteré nahodné pokusy vykazuji zakonitosti a
pravidelnost vyskytu.

* Pravdépodobnosti oznacujeme miru
ocekavatelnosti vyskytu nahodného jevu.

S rostouci pravdepodobnosti roste i Sance, ze jev
nastane.

* Pravdépodobnost se obecné oznacuje Cislem z
intervalu (0,1).



2.3.2 Klasicka pravdépodobnost

e Je-li zakladni prostor konecna neprazdna mnozina

..o R . . 1
elementarnich jevu, které maji stejnou Sanci vyskytu =)
potom pravdépodobnost, ze pri reallzaC| nahodného

pokusu jev A nastane je P(4) = E kde m je pocet

vysledku priznivych jevu A, n pocet vSech moznych
vysledku.

* Pr. Pravdépodobnost, ze na Sestisténné kostce padne
jedno z Cisel 2,3,5 nebo 6.

— Kazdé z Cisel ma stejnou pravdépodobnost vyskytu

4 2
—P(A)=g=§



2.3.2 Klasicka pravdépodobnost

* Pr.Vosudije 10 ¢ernych a 5 bilych kouli. Jaka je
pravdépodobnost, ze pri vybéru 2 kouli budou
obé dvé cerné.

— Cerné koule si o¢islujeme 1 aZ 10, bilé 11 az 15.

— Celkem je v osudi 15 kouli a vybirame 2 z nich. Pocet
2ptsobi vbéru kouli je kombinagni &islo (125) —
== =105,

— Pocet vybéru cernych kouli je kombinacni Cislo

(120) % =45
45

— Pravdépodobnost je P(4) = el

N w



2.3.2 Klasicka pravdépodobnost

e Jaka je pravdépodobnost, ze z balicku 32

mariasovych karet vylosujeme 8 karet a

vsechny budou bud spodci, svrsci, kralové

nebo esa. Karty po vylosovani nevracime.
16 15 14 13 12 11 10 9

T 32 31 30 29 28 27 26 25=O'O122

— 1. ¢len — mam 16 priznivych karet ze 32 celkovych

— 2. ¢len —mam 15 priznivych karet ze 31

— Kombinatorické pravidlo soucinu




2.3.3 Statisticka pravdépodobnost

e Jestlize je nahodny pokus libovolnékrat opakovatelny za
stejnych podminek, pak Ize pravdépodobnost jevu
odhadnout na zakladé poctu jevu priznivych vysledk
pokusu.

 Provedeme-li n realizaci nahodného pokusu, pricemz
n(A4) je pocet priznivych realizaci, potom pravdépodobnost
jevu A lze odhadnout pomérem:

n(4)
P(A) = ——
n
— Odhad je tim presnégjsi, ¢im veétsi je pocet realizaci ndhodného

pokusu.

— Jedna se o odhad pravdépodobnosti, presna hodnota se obdrzi
limitné pri nekone¢ném poctu pokusu.



2.3.3 Statisticka pravdépodobnost

* Antonin Novak jezdi v MHD tzv. ,,na cerno®. Déla
si statistiku, za lonsky rok jel 2000x a z toho byl
28x chycen. Jaka je pravdepodobnost, ze je A.
Novak chycen revizorem.

n(4) 28

 Pokud si bude delat statistiku i letos, urcité mu
vyjde P(A) odlisna od lonské hodnoty. Se
zvysujicim se poctem nahodnych pokusu — jizd na
,cerno” se pravdepodobnost bude blizit presné
hodnoteé.



2.3.4 Geometricka pravdépodobnost

 Geometrickou pravdépodobnost Ize pouzit v pripadech, kdy
pocet vSech moznych vysledkd ndhodného pokusu je
nespocetny.

* Pravdépodobnost je zalozena na porovnani velikosti délek,
plochy, objemu.

e Definice: V prostoru je dana urcita oblast () a v ni podoblast
A. Pravdépodobnost vyskytu kazdéeho bodu v oblasti () je
shodna. Potom pravdépodobnost jevu A (nahodné zvoleny
bod lezi v oblasti A) lze zjistit dle vzorce:

Al

, kde |A| a |Q] jsou velikosti oblasti.



2.3.4 Geometricka pravdépodobnost

* Pr. Mate krychli ogdélce strany a. V krychli je umisténa
koule o pruméru - a. Vypoctéte pravdépodobnost, ze

nahodné zvoleny%od v krychli bude zaroven uvnitr
koule.

— Objem krychleje a3. Q| = a3

— Objem koule je gnr3. Polomeér koule jeZa. Objem koule je

tedy — a3, |A| = — ma3
128 128
— Pravdépodobnost je:
9 _ 3
Al _128™ _ 9

P(A) =

Q] a3 128



2.3.5 Kolmogorova pravdépodobnost

* Kolmogorova pravdépodobnost je zobecnéni definice
pravdepodobnosti.

e Je-li A jevové pole, pak pravdépodobnost na jevovém poli
A je realna funkce, pro kterou plati Kolmogorovy axiomy

pravdepodobnosti:

1. Pravdépodobnost kazdého jevu A € A je nezaporné realné
Cislo P(4) = 0.

2. Pravdépodobnost jistého jevu je rovna jedné P(Q) = 1.

3. Pravdépodobnost sjednoceni spocetného poctu vzajemné

nesluditelnych jevl je rovna souctu jejich pravdépodobnosti
AiEA,Vi AlnAJZQ,Vl,],l:/:]
P(U;4;) = X P(4;)



2.3.6 Vlastnosti pravdepodobnosti

e JewA,BeEA

— 1) Pravdépodobnost jevu je omezena 0 a 1 véetné

0<PA)<1
— 2) Pravdépodobnost nemozného jevu je O
P(@)=0
— 3) Pravdépodobnost doplnku k jevu A je
P(A) =1-P(4)
— 4) Jestlize A je podmnozZinou B, potom pravdépodobnost A je mensi nebo rovna B
AcB P(A) <P(B)
— 5) Rozdil jev( B-A je
P(B—A)=P(B)—-P(ANB)
— 6) Pravdépodobnost sjednoceni jevu A a B
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)

— 7)P(AUB)=1-P(ANB)

— 8)P(ANB)=1-P(AUB)
* Body 3 az 8 Ize jednoduse dokazat napriklad geometrickou pravdépodobnosti

na Ctverci o délce strany 1 a vyznacenim pravdépodobnosti jev(d A a B.

* Porovnej se zakladnimi pravidly s nahodnymi jevy.



2.4 Nezavislost pokusu, podminéna
pravdépodobnost

2.4.1 Nezavislost pokusu

2.4.2 Podminéna pravdépodobnost
2.4.3  Veta o uplné pravdépodobnosti
2.4.4  Bayesuv vzorec

2.4.5 Priklad



2.4.1 Nezavislost pokusu

* Provedeme nékolik pokusu. Jestlize
pravdépodobnost jevu A pri kazdém opakovani
nezavisi na vysledcich predchozich pokusu,
potom jsou tyto pokusy nezavislymi pokusy
vzhledem k jevu A.

— Napr. opakované hazeni sestisténnou hraci kostkou.
Vysledek hodu neni zavisly na predchozim hodu.

— Vybér ze souboru, kde prvky se vraci zpét.

* Pravdeépodobnost jevu A je pri vsech pokusech
stejna.



2.4.1 Nezavislost pokusu

e Zavislé pokusy — pravdépodobnost nastoupeni
jevu v urcitém pokusu je zavislé na
predchozich vysledcich.

— Losovani z osudi bez vraceni. Pred prvnim
pokusem je v osudi n micku, pred druhym jiz jen
n — 1. Podminky pokusu jsou odlisné.



2.4.1 Nezavislost pokusu

* Nezavislé pokusy

— Jaka je pravdépodobnost, ze pri dvou hodech minci
padne vzdy orel.

— Pravdépodobnost, ze pri jednom hodu padne orel je %

— Pravdépodobnost druhého pokusu, ze padne orel je
7’ 1 V4 7 /7 (] 7 7 /7
také > Vysledek neni zavisly na vysledku prvniho

pokusu.

 Kombinatorickeé pravidlo soucinu.

— PravqéplodoPnost, Ze u obou hodu padne orel je
P=-=-

2 2 4



2.4.1 Nezavislost pokusu

Pr. Zavislé pokusy
— V osudi je 10 kouli cernych a 5bilych. Vybereme 2
koule, které nevracime. Jaka je pravdépodobnost, ze ...

— Prvni pokus je vybér z 15 kouli , druhy pokus jiz jen ze
14.

— Pri prvnim pokusu byla vybrana bila. Pri druhém je

P, (bild) = = 3 P,(ternd) = —.
— Pri prvnim pokusu byla vybrana cerna. Pri druhém je
Ve N4 5 v Ve 9
P, (bila) = ” a P,(Cerna) = -

— Pravdépodobnosti pokusu P, jsou zavislé na vysledku
prvniho pokusu, a tim na sobé zavislé.



2.4.1 Nezavislost pokusu

°
Nezavislé jevy
obdélniky se protinaji v kFizi
o LM
2 2 0.25 0.5*0.5=0.25
o
)]
=
e
o
o
o~
e in
S o 0.25 0.25
j=
0.5 0.5
1. pokus
panna orel

Spojitost s geometrickou pravdépodobnosti

Zavislé jevy
obdélniky se neprotinaji v krizi

hila koule
5/14
4/14

2. pokus

cerna koule
9/14

10/14

c¢erna koule hila koule
10/15 5/15
1. pokus



2.4.2 Podminéna pravdépodobnost

* Pravdépodobnost, ze nastane jev A za podminky,
ze nastal jev B se vypocte podle vzorce:

P(ANB)
P(B)
* Podminéna pravdépodobnost se znaci P(A4|B)

» Ze vzorce lze odvodit pravdépodobnost priniku
dvou jevu

P(ANnB) =P(A|B) - P(B)
* U nezavislych jevu plati, Ze P(A|B) = P(A)

— Nastoupeni jevu B nema zadny vliv na jev A.

P(A|B) =



2.4.2 Podminéna pravdépodobnost

V 4 ° V4 L] V4 ° V4 °
* Nezavislé jevy e Zavislé jevy
e
:? e - )
= P(4 N B) — 85 oo
Q 0.5*0.5=0.25 B a5 NS
a, =
[¥5]
= e
r\'j N
D 53 e
5 2 e 3 S
S e & Pl
e = — i_ﬁ_,
(T Z o
0.5 0.5 ¢erna koule bila koule
p(4a) 1.pokus p(a) 10/15 5/15

1. pokus

P(ANB) = P(4) - P(B) P(C,nCy) = P(C,|Cy) - P(Cy)



2.4.3 Véta o uplné pravdepodobnosti

Pravdépodobnost, Ze nastane jev A za podminky, ze nastal jev B; se vypocte podle

vzorce P(A|B;) = sz;?)i)'

Odvozenim obdrzime P(A N B;) = P(A|B;) - P(B;)
Jestlize mame mnoZzinu vSech moznych jev(, které mohli nastat B;, potom jevu A
predchazel jeden z jevl B;. Plati };; P(B;) = 1

Uvazujme systém disjunktnich jeva By, B, ..., B,,, které zcela pokryvaji
pravdépodobnostni prostor. Pak pravdépodobnost libovolného jevu A Ize vypocitat
z pravdépodobnosti P(B;) a z podminénych pravdépodobnosti P(A|B;) podle
vzorce:

P(4) = ) P(AIB)-P(B)
i=1




2.4.4 Bayesuv vzorec

* Pomoci vety o uplné pravdépodobnosti lze
stanovit pravdépodobnost jevu A.

Predpokladejme, ze P(A4) # 0.

* Potom lze stanovit pravdépodobnost jevu

P(By|A), tj. urcit, ktery z jev( B, vedl k

nastoupeni jevu A.

P(A|By) - P(By)

PBIA) = S Sas) - p(By)




2.4.4 Bayesuv vzorec

Podminéna pravdépodobnost praniku A N By, Ize stanovit (kapitola 2.4.2):
P(A N By) = P(A|By) - P(By)

Podminéna pravdépodobnost prianiku B N A Ize stanovit (kapitola 2.4.2):
P(B, N A) = P(B,|A) - P(A)

PriCemz plati:

P(A|By) - P(By) = P(Bk|A) - P(A)
P(A|By) - P(By)
P(4)
Véta o Uplné pravdépodobnosti, jmenovatel Bayesova vzorce je roven P(A4).

P(A) = ) P(AIB) -P(B)
i=1

P(Bil4) =

Bayes(v vzorec:
P(A|By) - P(By)

. P(A|B;) -P(B;)

P(BylA) =



2.4.5 Priklad

* PokraCovani prikladu na zavislé pokusy

— V osudi je 10 kouli cernych a 5bilych. Vybereme 2 koule,
které nevracime. Jaka je pravdéepodobnost, ze ...

— Viz kapitola 2.4.2
* Pfi prvnim pokusu byla vybrana bila. Pri druhémf'g

pravdépodobnost P, (bila) = 114 a P,(Cerna) = e

* PFi prvnim pokusu byla vybrana ¢erna. Pri druhém je P, (bila) = %
a P,(Cerna) = iy

14
* P(B;|B;) = i P(C,|B,) = 1_2
¢ P(Bz|C1) = i P(Cz|él) = 1_94



2.4.5 Priklad

Pri druhém z pokusul padla ¢ernd. Jaka je pravdépodobnost, Ze i pfi prvnim
pokusu padla Cerna.

— P(By|By) = i P(Cy|By) = 1_2
— P(B,|y) _34 P(C,]¢1) ==
- P(B1)—E P(C1):i_(5)

Chceme zjistit: P(C1|C2)

— Pravdépodobnost, ze pfi prvni pokusu padla ¢erna, za predpokladu, ze pfi
druhém pokusu padla ¢erna.

P(B, |A) = P(A|By) - P(By)

P(A|B-) -P(B;)
P(C,|C;)= PGIC)P(E) | 4e Xl je bud By nebo C;.

¥, P(Ca|X:)P(xy)
9 10 90

p C 14 15 _ 210 _ i
1 2‘105 910—140—14-
14 15 14 15 210




3 Nahodna velicina

3.1 Distribucni funkce

3.2 Diskrétni nahodna velicina

3.3 Spojita nahodna velicina

3.4 Funkce nahodné veliCiny

3.5 Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny
3.6 Charakteristiky numerickych proménnych
3.7 Ildentifikace odlehlych méreni

3.8 Prikazy v Matlabu




3 Nahodna velicCina

V této kapitole si ukdZzeme jakym zplsobem lze popsat ndhodnou velicinu.

— Snazime se o zprehlednéni sbéru dat pomoci tabulky, grafu, nékolika popisnych hodnot.

— Je prehlednéjsi mit 1 graf ¢i tabulku nez vektor 1000 vysledkd ndhodného pokusu.
Nahodna velicina - je libovolna realna velic¢ina (vysledek ndhodného pokusu),
kterou je mozné opakované méfit u rliznych objektl, v riznych mistech ¢i ase a
jeji hodnoty podrobit zpracovani metodami teorie pravdépodobnosti nebo
statistiky.

— ZnaciseX, Y, Z, ...

— Muze byt diskrétni nebo spojita
Distribucni funkce — F(x) nebo F(X<x) — graf popisujici pravdépodobnost, Ze
nahodna veli¢ina X nabude mensi nebo rovna hodnoté x.

— Pravdépodobnost, Ze Zivotnost vyrobku je mensi nez t.

— Distribuéni funkce mze byt pro diskrétni i spojitou ndhodnou velicinu.
Pravdépodobnostni funkce — p(x) — pro diskrétni ndhodnou veli¢inu — graf
vyjadrujici pravdépodobnost, ze nahodna veli¢ina bude nabyvat primo hodnoty x.

— Pravdépodobnost, Ze pri hodu Sestisténnou kostkou mi padne 3.

Hustota pravdépodobnosti — f(x) — pro spojitou nahodnou veli¢inu — graf derivace
distribu¢ni funkce. Obdoba pravdépodobnostni funkce pro spojitou nahodnou
veli¢inu.

Bodové ukazatele ndhodné veliCiny - stredni hodnota, rozptyl, median
— popis nahodné velic¢iny pomoci nékolika hodnot.



5/6
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_ 36 -
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3.1 Distribucni funkce

Distribuc¢ni funkce — Necht X je ndhodna velic¢ina. Funkci F(x)
definovanou pro vsechna realna x vztahem:

F(x) =P(X <x)
nazyvame distribucni funkci nahodné veliciny X.

— Velkym pismenem oznacujeme nahodnou veli¢inu; malym hodnotu.

— Distribucni funkce prirazuje kazdému realnému x pravdépodobnost, ze
nahodna veliCina bude nabyvat hodnoty mensi nebo rovno x.

— Distribucni funkce maze byt bud' diskrétni nebo spojita.
— Neékdy je distribu¢ni funkce definovanai F(x) = P(X < x)

e 1
0,8
i —) !
) E 0,6
B —) 0,4
0 ’ . 0,2
1 2 3 4 5 6 7 -
2 0 2 4 b 8 10



3.1 Distribucni funkce

e Vlastnosti distribucni funkce

- 0<F(x)<1 Funkce je omezena

— VX1V, x1 < X9, F(x1) < F(x3) Funkce je neklesajici

— Funkce je zleva spojita

— lim F(x) =0 Funkce je zleva omezena
X—>—00

— limF(x)=1 Funkce je zprava omezena

X— 00

e Zvlastnosti distribucni funkce lze odvodit
— PX<a)=F(a)

— PX>a)=1-F(a) Doplnék distribucni funkce do 1
— P(a<X<b)=F0b)—F(a) Rozdil dvou pravdépodobnosti
— P(X=a) =F(a) — lim F(x) Funkce je zleva spojita
xX—a
Fix) Fix)
————————————————— . —— rm—— e |

Pla< X=sb

oy
e
N e

1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
—
[
o
1
|
|
|
|
|
|
|
|
B b



3.2 Diskrétni nahodna velicina

* Diskréetni nahodna veli¢ina nastava, jestlize
mnozina vysledkt nahodného pokusu nabyva
pouze diskrétnich hodnot (muze byt konecny i
spocetny pocet).

— Konecny pocet: orel/panna po hodu minci, pocet
bodU po hodu Sestisténné kostky,

— Spocetny pocet: pocet dopravnich nehod za jeden
den, pocet poruch zarizeni za jeden rok.



3.2 Diskrétni nahodna velicina

* Nahodna veli¢ina X ma diskrétni rozdéleni
pravdépodobnosti prave tehdy, kdyz nabyva
nejvyse spocetné mnoha hodnot {x4, x5, ... }
tak,Ze P(X =x;)) =2 0a )2 PX =x;) = 1.

* Funkci P(X = x;) = p(x;) nazyvame
pravdepodobnostni funkci nahodné veliCiny X.



3.2 Diskrétni nahodna velicina

e Pravdépodobnostni funkce mulze byt popsana:

R 5 _
— Matematickym predpisem: P(X = x) = ( ) - 0.2%-0.8°7%
X
— Tabulkou Pravdépodobnost nahodné veliciny
— Grafem 035
3::’ 0.3 L 4 .
:g 0.25
X 1 2 3 4 5 ‘é 0.2 ¢
P(x) 0.1 0.1 0.2 0.3 03 $o0is
5 014 o
;E 0.05
0

1 2 3 4 5
Namérené hodnoty

e Distribucni funkce ma vztah s pravdépodobnostni
funkei: F(x) = Sy ex P(X)



3.2 Diskrétni nahodna velicina

Vizualizace diskrétnich hodnot pomoci
histogramu
— X-0va osa intervaly namérenych hodnot
— y-ova osa Cetnost dat
Matlab: hist(x,M)
— X hamérena data
— M —skaldr pocéet rovnomérnych sloupcli v

histogramu
— M —vektor hranic mezi sloupci
Priklad
x=rand(1,1000);
hist(x,30) (obrazek nahore)
M=[0,0.2,0.4,0.52,0.6,0.8,1]
hist(x,M) (obrazek dole)

Obvykly pocet sloupct Ize odhadnout podle
vzorcU:

- M=+n
— M=33-Inn
— Pokud M neni uvedeno, predpoklada se, ze M=10

0
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1

250

200

150

100

50

0 o . o p— i
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12



3.3 Spojita nahodna velicina

e Spojita nahodna veliCina nastava, jestlize mnozina
vysledkt nahodného pokusu nabyva vsech
hodnot z urcitého intervalu (obecné nespocetny
pocet).

— Napriklad: zivotnost vyrobku, nahodné vybrané realné
cislo, presné namereny rozmer.

* Nahodna veli¢ina X ma spojité rozdeéleni
pravdépodobnosti prave tehdy, ma-li spojitou
distribucni funkci.

— Pro popis nelze pouzit pravdépodobnostni funkci,

protoze pravdepodobnost intervalu o délce O je
nulova.



3.3 Spojita nahodna velicina

Pro popis spojité nahodné veliCiny se pouziva hustota pravdépodobnosti f(t).

Hustota pravdépodobnosti f(t) spojité nahodné veliCiny je redlna nezdporna
funkce, ktera je definovana:

dF(t) a
f() = — FX=a)=[__f(tdt

Hustota pravdépodobnosti ma nasledujici e st prdspadtnost
vlastnosti: .
— f(t)=0 hustota je nezdporna 0al
- ffooof(t)dt =1 plocha pod kfivkou je %%
rovna 1 2 B
S 0250
— lim f(t) =1lim f(t) =0 2l
X——00 X—00 g
é 0.15
0.1
0.05

Poznamka: nahodna veliCina, ktera nabyva S S

hodnot v intervalu (0, ) oznacujeme t. cas



3.3 Spojita nahodna velicina

Pra= X=M -"A".
Zakladni vlastnosti:
b
- Pla<X<b)=[ f(x)dx
/ Y
. (NapF} pravdépodobnost, Ze se vyrobek poroucha v intervalu /f" '\\
a,b). —— o —
e f.\\\l
- PX<a)=["_ f(x)dx
* Pravdépodobnost, Ze se vyrobek porouchd do éasu t. uf
,/.’(, N
" I.-"“"-.
. a 'I A
- PX>a)=[ f)dx=1~-[__ f(x)dx [
* Pravdépodobnost, Ze Zivotnost vyrobku je vyssi nez a ;"'
LN




3.3 Spojita nahodna velicina

Hustota pravdépodobnosti je definovana funkci
f(t) = 0.5e7%5t, Zjistéte P(t > 3).
— Napriklad pravdépodobnost, Ze Zivotnost vyrobku je delSi nez 3 ¢asové jednotky
—  Funkci f(x) integrujeme. Dale hledame ¢ u primitivni funkce takové, aby platily limity lim F(x) =0a
lim F(x) = 1 e
- F(t)=-e%t+¢
— J1}_r)r(1)F(t)=O;F(T=O)=—1+c;c=1

- F({t)=1-—e70>

— P(t>3)= f3°° 05705t — _o=05t 4 .~ — [1-— e—0.5t]§o —
—  P(t>3)=02231

Zjistéte pravdépodobnost pro stejnou hustotu pravdépodobnosti, ale v intervalu <1,3>.

~ P(1<t<3)=[ 056705 =[1—e 053
- P(1<t<3)=0.3834
Zplsob vypoctu v matlabu
syms t inicializace symbolickych vypoctd v matlabu
f=0.5*exp(-0.5*t) definice funkce
F=int(f,1,3) meze od 1 do 3



3.3 Spojita nahodna velicina

Hustota pravdépodobnosti je definovéna pro nezapornd x funkci f(t) = 0.5e~%°t, Zjistéte
distribucni funkci.
Poznamka:

— argument t bude uvaZovan pro R™,

— argument x pro R.

F(t) = f(ff(t)dt = fot 0.5e705tdt = |—e_°'5":|t0 = —e 05t _(=1)=1—¢ 05t
Zkontroluji limity ltir% F(t) =0 L]im F(t) = 1, souhlasi proto posun ¢ = 0.

ZpUsob vypoctu v matlabu
syms t inicializace symbolickych vypoctl v matlabu
f=0.5*exp(-0.5*t) definice funkce
F=int(f,0,t) meze od 0 do t, F=1 - exp(-t/2)

Distribuéni funkce je dana pro nezdporna x funkci F(t) = 1 — e %>, Vypoctéte hustotu
pravdépodobnosti.

f(t) — dzgt) — (1 _ e—O.S't)l — 0.58—0.5'1:

Zplsob vypoctu v matlabu
syms t inicializace symbolickych vypoctl v matlabu
F=1-exp(-0.5*t) definice distribucni funkce
f=diff(F,t)



3.3 Spojita nahodna velicina

* Hustota pravdepodobnosti je popsana funkci
f(x) =c(1—x)(1+ x) vintervalu-1<x<1, mimo
interval je nulova. Vypocteéte velikost konstanty c.

— Nutno ovérit, ze je hustota pravdépodobnosti na
definovaném intervalu nezaporna.

— Hledame c takové, aby plocha pod hustotou byla 1.
— Matlab:

syms X definovani x
f=(1-x)*(1+x) hustota pravdépodobnosti f je funkce x

F=int(f,—1,1)=§ nutno znormovat, aby integral pod hustotou byl 1.
c=1/F distribucni funkce je omezena hodnotou 1.
c=3/4

— Hustota pravdépodobnosti je: f(x) =

W

1—-x)-(1+x)



3.3 Spojita nahodna velicina

* Spojita nahodna velicina ma hustotu pravdepodobnosti na
intervalu (—1,1): f(x) == (1 —x) - (1 + x). Vypoctéte
distribucni funkci.

— Distribucni funkce je:
F(x)=int(f) F(x) = i(—x3 +3x) +c¢
— cje nutno dopocditat, aby v bodé x=-1 byla F(x)=0, a zaroven v
bodé x=1 byla F(x)=1.
— Dosadim do vyrazu F(x) = —( x3 + 3x) levy kraj intervalu a

zjistim, zeF(x——l)——( X +3x)——%

— F(x = —1) se musi rovnat 0, proto ¢ =

p—
N_Ir—x

1
F(x) :Z(_XB +3x)+§



3.4 Transformace nahodné veliciny

 Zname rozdéleni nahodné veliCiny X a chceme zjistit rozdéleni
nahodné veliCiny Y, ktera je funkci nahodné veliciny X: Y = g(X).
— Napt. g(X)jeY =log(X),Y =5X+6,Y = X?
* Pro diskrétni nahodnou velicinu X s pravdépodobnostni funkci p,
ma transformovana nahodna veli¢ina Y = g(X) pravdépodobnostni

funkci:
OEDWIRC

* Pro spojitou nahodnou veliCinu X a spojité diferencovatelnou funkci
g je hustota pravdépodobnosti fy (y) nahodné veli¢iny Y rovna:

d -1
FrO) = filg 0N [




3.4.1 Transformace diskrétni nahodné
veliciny

* Priklad - transformace diskrétni nahodné veliCiny

— Pravdépodobnostni funkce nahodné veliciny X je:

T 2| -1 0 1 2
plxz) || 0,1 [ 025|015 |03 | 0,2

- Vytvoane pravdepodobnostni funkci pro nahodnou velicinu
Y=X°-1

— K tabulce pridame radek funkénich hodnot proménnéy po
transformaci

L v 3]0 ]-1]0]3]
x -2 -1 0 1 2
pla) | 0,1 10,25 0,15 | 0,3 | 0.2

— Tabulku vzestupné setridime podle y a sloucime sloupce se
stejnym y. Tim obdrzime pravdépodobnostni funkci proménné Y
[y [ 1 JoJo[3]3]

x 0 |-1 | 1|-2]| 2
p(z) || 0,15 |0.25] 0,3{0,1| 0,2

y | 1 0 3
ply) | 0.15| 0.55 0.3




3.4.2 Transformace spojité nah. vel.

Transformace spojité nahodné veliciny

-1
4 (y)
@) =fx(@ )
Co znamena transformace ndhodné veli¢iny Y = g(X)?
— Posunn.voa:Y=X-—a Vynasobeni konstantou n.v.c: Y = cX
— Logaritmovanin.v.: Y =InX Odmocninan.v.: Y = VX

Transformaéni funkce naptiklad Y = VX — 1
— Stanoveni g~1(y) - je inverzni funkce k transformaéni funkci
— g Y(y) ur&ime, kdyz upravime transformaéni funkci Y = f(X) do tvaru X = f(Y)
— NapiY=vVX—-1,maX= (Y +1)3?
Inverzni funkce je definovana v matlabu pomoci funkce g=finverse(f)
— >>symsX
- >>y=sqrt(x)-1;
— >> g=finverse(y)
- g=x+1"2

fx(g71(y)) — kazdé x v hustoté pdvodni funkce hustoty pravdépodobnosti nahradime funkci g~ (y)

-1
|—dg (y)| - zderivujeme funkci g~ (y) podle y a vysledek upravime absolutni hodnotou.



3.4.2 Transformace spojité nah. vel.

* Transformace spojité nahodné veliciny

ﬁﬂd—&w*@D‘

 Coznamena transformace nahodné veliCiny Y = g(X)?
— Posunoa:Y=X—a Vynasobeni konstantou c: Y = cX

— Logaritmovani:Y = In X Odmocnina: Y = VX

gt

Priklad: Méjte hustotu pravdépodobnosti f(x) = %x na intervalu (0,4). Mimo interval je

f(x) nulova.

Posurite hustotu pravdépodobnosti: Y = 2X — 5.

1)  Pretransformujeme definicni obor nahodné veliCiny. Transformace je prosta funkce.
Interval (0,4) se pretransformuje na (—5,3).

2)  Stanoveni g~1(y)
— g~ () je inverzni funkce k transformagni funkci
— g~ Y(y) urtime, kdyz upravime transformaéni funkci Y = f(X) do tvaru X = f(Y)

— NapiY =X — 1upravimenaX = (Y + 1)?

. ., . Y+5
— Vnadem pfikladutoje X = %



3.4.2 Transformace spojité nah. vel.

3) Uréeni fy (g~ 1(y)) dosadim za kazdé x v ptivodni hustoté pravdépodobnosti funkci g =1 (y)
1 y+5
-1 .2t

fxg= ) =5 —

cevy v s dg‘l(y) . -1 ,
4) Zjisténi |—dy , derivace g~ " (y) podle y a absolutni hodnota

dg—')| _(y+5) 1
dy | \ 2 ) 2
— Derivace je kladna, proto absolutni hodnota nema zadny vliv.
5) Nova hustota pravdépodobnosti je:

na intervalu < —5,3), jinde je nulova.
6) Spravnost hustoty lze ovérit pomoci vypoctu distribucni funkce a dosazeni krajnich intervald.

3
jg(y)=1
-5
y2 5y 9 15 25 (25)_40 16

F(y) =212 _ 2 2 22 (_Z2°
=232 32 & 32

32 62 !



3.4.2 Transformace spojité nah. vel.

© Pridad 2 FO) = (g™ o)) - [

«  Transformaéni funkce Y = X — 1; pavodni hustota pravdépodobnosti je: f(x) = e™*

, pro kladné x, jinde O.

1) Uréeni nového defini¢niho oboru:
- x=0 y=-1
— XxX=00 y = o0
—  Novy definiéni obor je (—1, o)

2) Stanoveni g~1(y) je inverzni funkce k transformaéni funkci: X = (Y + 1)?
3) Uréeni fx(g~1(y)) dosadim za kazdé x v ptivodni hustoté pravdépodobnosti funkci g ~1(y)

fx(g71() = e~ O+’

4) Zjigténi dg~t(y) . 1 ,
jisténi |———==|, derivace g~ (y) podle y a absolutni hodnota
dg™' ()
—| =2 1
& v+1)

—  Derivace je kladnd, proto absolutni hodnota nema zadny vliv.
5) Nova hustota pravdépodobnosti je:

gy) = e O 2(y + 1)
na intervalu < —1, ©), jinde je nulova.
6) Spradvnost hustoty lze ovéfit pomoci vypoctu distribu¢ni funkce a dosazeni krajnich interval(.
—  >>symsx
—  >>F=int(2¥*exp(-(x+1)*(x+1))*(x+1),-1,inf)
- F=1



3.4.3 Soucet nahodnych velicin

Zname rozdéleni nahodné veliCiny X; a X, a chceme zjistit rozdéleni
nahodné veliCiny Y, ktera je definovana: Y = X; + X,.

Nahodna veliCina X; ma hustotu f; a distribucni funkci F;. Obdobné
Xz ma fz d Fz.

Nahodna veli¢ina Y ma hustotu g a distribucni funkci G.

Jestlize X; a X, jsou nezavislé, |ze odvodit vyslednou hustotu
pravdépodobnosti a distribucni funkci, dle vztahu:

G) = [ Fy—x) fo(x2)dy, = [ fi(x1) - Fa(y — x1)dy,

gy) = f_oooo Ly —x3) 'fz(xz)dxz = f_oooo fi(x1) 2y — xl)dx1
Funkce g(v) predstavuje konvoluci funkci g = f; * f5.
— Matlab funkce conv



3.4.3 Soucet nahodnych velicin

Urcete pravdépodobnosti, Ze soucet bodl pri 7x hazeni kostkou bude X
1hod -P(X = k) = %

x=[11/6,21/6,31/6,41/6,51/6,61/6]
X2=conv(x,x) pravdépodobnosti souctu 2 hodl

x2 =[20.0278, 3 0.0556, 4 0.0833,50.1111, 6 0.1389, 70.1667, 8 0.1389,90.1111, 10 0.0833, 11
0.0556, 12 0.0278]

x4=conv(x2,x2) pravdépodobnost souctu 4 hod(

x4 = [4 0.0008, 5 0.0031, 6 0.0077, 7 0.0154, 8 0.0270, 9 0.0432, 10 0.0617, 11 0.0802, 12 0.0965,
13 0.1080, 14 0.1127, 15 0.1080, 16 0.0965, 17 0.0802, 18 0.0617, 19 0.0432, 20 0.0270, 21 0.0154,
22 0.0077, 23 0.0031, 24 0.0008]

x6=conv(x4,x2); pravdépodobnost souctu 6 hod(

x7=conv(x6,x) pravdépodobnost souctu 7 hod(l

x7 = [7 0.0000036, 8 0.000025, 9 0.0001, 10 0.0003, 11 0.0008, 12 0.0017, 13 0.0033, 14 0.0060, 15
0.0100, 16 0.0158, 17 0.0234, 18 0.0327, 19 0.0433, 20 0.0545, 21 0.0655, 22 0.0750, 23 0.0820,
24 0.0858, 25 0.0858, 26 0.0820, 27 0.0750, 28 0.0655, 29 0.0545, 30 0.0433, 31 0.0327, 32 0.0234,
33 0.0158, 34 0.0100, 35 0.0060, 36 0.0033, 37 0.0017, 38 0.0008, 39 0.0003, 40 0.0001, 41
0.000025, 42 0.0000036]



3.4.3 Soucet nahodnych velicin

Pravdépodobnost souctu dvou hodU na Sestisténné kostce:

— x2=[20.0278, 3 0.0556, 4 0.0833,50.1111, 6 0.1389, 7 0.1667, 8 0.1389, 9 0.1111,
10 0.0833, 11 0.0556, 12 0.0278]

— Soucet 2
— Soucet 3
— Soucet 4
— Soucet 5
— Soucet 6
— Soucet 7
— Soucet 8
— Soucet 9
— Soucet 10
— Soucet 11
— Soucet 12

11
12
13
14
15
16
26
36
46
56
66

21
22
23
24
25
35
45
55
65

31
32
33
34
44
54
64

41
42
43
53
63

51
52
62

61

1/36=0.0278
2/36=0.0556
3/36=0.0833
4/36=0.1111
5/36=0.1389
6/36=0.1667
5/36=0.1389
4/36=0.1111
3/36=0.0833
2/36=0.0556
1/36=0.0278



3.4.3 Transformace nahodné veliCiny

Pravdépodobnost souctu tfi hod( na Sestisténné kostce:

Soucet 3 -111 1 1/216
Soucet4-112 121211 3 3/216
Soucet5-113122 131212221311 6 6/216
Soucet6—114 123132 141213222 231312321411 10 10/216
Soucet 7—-115124 133 142 151214223 232241313 322331412 421511 15 15/216
Soucet8—-116 125134 143 152 161 215224 233 242 251314 323 332341413422 431512521611 21 21/216
Soucet9—126 135144 153 162 216 225 234 243 252 261 315 324 333 342 351 414 423 432 441513 522531612621 25 25/216
Soucet 10 — 136 145 154 163 226 235 244 253 262 316 325 334 343 352 361 415 424 433 442 451 514 523 532 541613 622631 27 27/216
Soucet 11 — 146 155 164 236 245 254 263 326 335 344 353 362 416 425 434 443 452 461 515 524 533 542 551 614 623 632641 27 27/216
Soucet 12 — 156 165 246 255 264 336 345 354 363 426 435 444 453 462 516 525 534 543 552 561 615 624 633 642 651 25 25/216
Soucet 13 — 166 256 265 346 355 364 436 445 454 463 526 535 544 553 562 616 625 634 643 652 661 21 21/216
Soucet 14 — 266 356 365 446 455 464 536 545 554 563 626 635 644 653 662 15 15/216
Soucet 15 — 366 456 465 546 555 564 636 645 654 663 10 10/216
Soucet 16 — 466 556 565 646 655 664 6 6/216
Soucet 17 — 566 656 665 3 3/216
Soucet 18 — 666 1 1/216



3.5 Ciselné charakteristiky nahodné

veliciny
3.5.1 Uvod do ¢&iselnych charakteristik
3.5.2 Obecné momenty

3.5.3 Stredni hodnota

3.54 Centralni momenty

3.5.5 Rozptyl a smérodatna odchylka
3.5.6  Sikmost

3.5.7  Spicatost

3.5.8 Kvantily

3.5.9 Modus



3.5.1 Uvod do ¢iselnych charakteristik

* Rozdéleni pravdépodobnosti je jednoznacné popsano
— distribucni funkci F (x),
— hustotou pravdépodobnosti f(x) spojita n.v.
— pravdépodobnostni funkci P(x) diskrétni n.v.

* Snahou je popsat rozdeleni pomoci nekolika malo Cisel,

které popisuji hlavni charakteristiky nahodné veliciny.
Jsou to napriklad:

— Stredni hodnota E (X)
— Rozptyl D(X)
— Smérodatna odchylka o (X)
e Vyse uvedené veliCiny vychazeji z obecnych a
centralnich momentu r-tého radu



3.5.2 Obecné momenty

e Obecny moment r-tého radu:
— Znacise E(X"), nebo u,
— Pro diskrétni nahodnou veliCinu je definovan:

Uy :ler'P(xi)

i
— Pro spojitou nahodnou velicinu je definovan:

Uy = f:xr - f(x)dx

* Velmi Casto se vyuziva 1. obecny moment —
stredni hodnota



3.5.3 Stredni hodnota

Stredni hodnota - E(X), 1. obecny moment
— Pro diskrétni nahodnou velicinu je definovan:

Mr=in'P(xi)

l
— Pro spojitou nahodnou veliCinu je definovan:

.

Interpretace — primér vSech realizaci nahodné veliCiny (pfi shodné vaze
kazdé realizace)

— Aritmeticky préimér vysledka, priimérny plat v CR, stfedni doba do poruchy
vyrobku

Vlastnosti stredni hodnoty:
— E(aX+b)=aEX)+Db Va,b
- EQuX) =X E(X;)
— E(LX) =1LE(X) jestlize X; jsou navzdjem nezdvislé



Stredni hodnota v matlabu

3.5.3 Stredni hodnota

>> Syms X
>> fx=0.25*exp(-x/4);
>> EX=int(x*fx,0,inf)

EX=4

definovani proménnych

definovani hustoty pravdépodobnosti
vypocet stfedni hodnoty,

dolni a horni mez, kde je hustota nenulova

Napriklad 3. obecny moment v matlabu

>> syms X

>> fx=0.25*exp(-x/4);
>> my3=int(x"*3*fx,0,inf)
my3 =384



3.5.4 Centralni momenty

e Centralni moment r-tého radu:
— Znadise u,.'
— U =EX —E(X))" pror=2,3,4,...

— Pro diskrétni nahodnou veliCinu je definovan:
ue' = Z(xi —EX))" - P(x;)
— Pro spojitou néhodnogjoveliéinu je definovan:
w'= | = B - fGdx

e Velmi Casto se vyuziva 2. centralni moment — rozptyl, nebo jeho
odmocnina smérodatna odchylka

* Vyuziva sei 3. a 4. centralni moment — Sikmost a Spicatost.



3.5.5 Rozptyl a smérodatna odchylka

Rozptyl - D(X) nebo také a2, 2. centralni moment
— Pro diskrétni nahodnou veli¢inu je definovan:

<ﬂ=2@ﬁMMVwm>

l
— Pro spojitou nahodnou veli¢inu je definovan:

o= [ - B0 FGdx
Casto se vyuZiva pro naméfena data vzorec:
o’ =E(X*) — (E(X))?

Rozptyl je parametr vyjadrujici variabilitu (rozptylenost) realizaci od stfedni hodnoty.
— Jednotkou rozptylu je kvadrat stfedni hodnoty. [m?, kg?, °C?] apod.

hustota pravdépodobnosti, rozptyl roven 1 hustota pravdépodobnosti, rozptyl roven 4




3.5.5 Rozptyl a smérodatna odchylka

Vlastnosti rozptylu:
— D(aX +b) =a*D(X) Va,b
- DX X)) =2;D(X;) jestlize X; jsou navzajem nezavislé

Vypocet v matlabu:
— >>syms X
— >>fx=0.25*exp(-x/4); nutno definovat hustotu pravd.
— >> EX=int(x*fx,0,inf)
— >> DX=int((x-EX)"2*fx,0,inf)

Z dlivodu nevhodnych jednotek se vyuzivda odmocnina z rozptylu —
smerodatna odchylka o

o =+d2=/DX)

Smeérodatna odchylka je obdobné jako rozptyl parametr vyjadrujici
variabilitu dat od stredni hodnoty



3.5.6 Sikmost

Sikmost je mirou symetrie rozdéleni pravdépodobnosti

Definovana je jako podil 3. centralniho momentu a treti mocniny smérodatné odchylky

!/
0 = H3
;=
g3
a3 = Osymetrické rozdéleni
a3 < Onegativné zeSikmené rozdéleni

a3 > Opozitivné zeSikmené rozdéleni

Matlab:
—  >>syms X
—  >>fx=0.25*%exp(-x/4);
—  >> EX=int(x*fx,0,inf)
—  >>sikmost=int((x-EX)*3*fx,0,inf)/(int((x-EX)*2*x,0,inf)*1.5)
— sikmost =2

f(x) je zde defin. pouze pro nezdporna Cisla

Priklad pro symetrické rozdéleni (hustota z minulého prikladu
je zrcadlena i do zapornych cisel)
>> syms X
>> fx=0.125*exp(-abs(x)/4);
>> EX=int(x*fx,-inf,inf)
>> sikmost=int((x-EX)A3*fx,-inf,inf)/(int((x-EX)A2*fx,-inf,inf)A1.5)
sikmost =0

hustota pravdépodobnosti, Sikmost = 2

0.25

0.2

0.15

f(x)

0.1

0.05

013
012
0.11
01
0.09
Zo.08
0.07
0.06
0.05

0041 ~

0.03




3.5.7 Spicatost

Spicatost je mirou koncentrace hodnot kolem stfedni hodnoty
Definovana je podilem ctvrtého centralniho momentu a ¢tvrté mocniny smérodatné odchylky.

a4 = 0Spicatost normalniho rozdéleni
a, < Omensi Spicatost nez u normalniho rozdéleni
a, > 0veétsi Spicatost nez u normalniho rozdéleni

v /ST v _ . .. v v . . / v v !
V nékteré literature je koeficient Spi¢atosti definovan odlisné a, = l;—i
Matlab
—  >>symsx
—  >>fx=0.25*exp(-x/4); hustota je zde definovana pouze pro nezdporna Cisla

—  >> EX=int(x*fx,0,inf)
—  >> spicatost=int((x-EX)*4*fx,0,inf)/(int((x-EX)A2*x,0,inf)A2) - 3



3.5.8 Kvantily

Znaci se xy,

Predstavuje takovou hodnotu, ze pravdépodobnost, ze nahodna velicina
nabude hodnoty mensi nez x,, je 100*p procent.

50% kvantil je nazyvan median

25% a 75% kvantil je nazyvan dolni / horni kvartil

1% kvantil je nazyvan percentil

Zpusob uréeni kvantilu Matlab:
Fx=1-exp(-0.1*t) %distribucni funkce

kvantil=solve(Fx==0.25) %dolni kvartil



3.5.9 Modus

Znaci se X.
Jedna se o nejcetnéjsi hodnotu

Pro diskretni nahodnou velicinu
PX=X)=PX=x;),Viel2,..,n
Pro spojitou nahodnou veliCinu

f(X) = f(x),Vx

Nahodna veli¢ina muze mit i vice modu.



3.6 Charakteristiky numerickych
promennych

3.6.1 Zakladni charakteristiky

3.6.2 Aritmeticky prumér

3.6.3 Harmonicky a geometricky prumér
3.6.4 Modus a shorth

3.6.5 Kvantily, kvartily a median

3.6.6 Vybérovy rozptyl, smérodatna odchylka
3.6.7 MAD

3.6.8 Vybérova Sikmost

3.6.9 Vybérova spicatost



3.6.1 Zakladni charakteristiky

Ptikazy pro stanoveni zdkladnich charakteristik v matlabu/Octave
— Maximum
max(x) — vrati maximum
nanmax(x) — zjisti maximum pouze z Cisel, ostatni ignoruje
— Minimum
min(x) — vrati minimum
nanmin(x) — zjisti minimum pouze z Cisel, ostatni ignoruje
— Rozdil maxima a minima
range(X) = Xmax — Xmin
— Soucet prvku ve vektoru
sum(x)
nansum(x) — zjisti soucet z Ciselnych hodnot, ostatni ignoruje
— Rozsah vybéru
length(x) — pocet prvkl ve vektoru
size (x) — velikost matice



3.6.2 Aritmeticky prumer

n
i=1Xi

n

X =

=
I

Vstupem jsou data:
— Xx; - vstupni data, n — pocet dat
Vstupem je ¢etnostni tabulka:

f _ xl-n1+x2-n2 +"'+Xk'nk

n1+n2+"'+nk
— n; - predstavuje bud vahu, ¢etnost, nebo procento vyskytu

— Xx; -data
Vstupem jsou pravdépodobnosti jevu X =X1"P1+ X3 Py + - +Xp Di
K _
i=1 pl =1
Matlab: mean(x)

nanmean(x) — pocita primeér pouze z Ciselnych hodnot
Vlastnosti stfredni hodnoty:

— Pricteme-li vSem datim konstantu c, stfedni hodnota se zvysi o konstantu c.
— Vynasobime-li vSechna data konstantou c, stfedni hodnota se c-krat zvysi.



3.6.3 Harmonicky a geometricky
prumer

Pro vypocet pruméru prevracenych hodnot se
vyuziva harmonicky prumeér:

S n
Pro data: H = Sh 1
i=1xl
k
v s —_— Z= n
Pro Eetnostni tabulku H=
Zi=1x_l

Vyuziti napriklad pro ulohy s neprimou umeérnosti
(Ulohy prace).

Matlab: harmmean(x)



3.6.3 Harmonicky a geometricky
prumer
Pro vypocet primeéru predstavujici relativni zmény se
vyuziva geometricky prumeér:

Pro data: Xg = /X1 Xy Xy
Pro Cetnostni tabulku

% —_— n xlnl . xznz " ecee ® xknk
n =21 M

Matlab: geomean(x)



3.6.4 Modus a shorth

Modus je nejcastéjsi hodnota
ze vstupniho souboru.

Matlab: mode(x)

— Pozn.: pfi vice modU funkce
vraci prvni

Shorth je nejmensi interval, v
némz lezi alespon 50 %
vstupnich dat.

x=normrnd (0,1,1,1001); %definovanl wvstupniho vektoru

delka=length (x) ; furédeni délky wvektoru

¥=s0rt (x) ! (zecfidéni od min po max

nejmensi rozdil=range (x); todhad maximalniho rozdilu

if mod(1001,2)==0
for i=l:delka/2
rozdil=x(i+delka/2)-=x(i):
if rozdil<nejmensi rozdil

tpro vektor sudé délky

nejmensi rozdil=rozdil;
min=i;
max=i+delka/2;
end
end
else tpro wvektor liché délky
delka=delka+l;
for i=1: (delka/2-1)
rozdil=x(i+delka/2)-x(1i):
if rozdil<nejmensi rozdil
nejmensi rozdil=rozdil;
min=i;
max=i+delka/2;
end
end
end
vysledek shorth=x(max)-x(min)



3.6.5 Kvantily, kvartily a median

* 100 - p % kvantil proménné x je hodnota,
ktera rozdéluje soubor na 100 - p % mensich
hodnot od zbytku. Znacime jej x,,.

— Kvantily tvori inverzni funkci k distribucni funkci.

— 50% kvantil se nazyva median

* rozdéluje datovy soubor na dvé skupiny takové, ze v
prvni je 50 % dat mensich nez median a obdobné v
druhé je 50 % dat veétsSich nez median.

— 25% kvantil se nazyva dolni kvartil
— 75% kvantil se nazyva horni kvantil



3.6.5 Kvantily, kvartily a median

* UrcCeni z nameérenych dat:

— Setridim data od min po max a stanovim jim poradi
Z1yZ2, ey Zpy.-

— 100p % kvantil je roven proménné s poradim:
z, =n-p+0.5
* Neni-li z, cele Cislo, pak kvantil urCime jako prumér prvku z
pofadim |z,| a |z,|.
* Interkvartilové rozpeéti
— Rozdil mezi hornim a dolnim kvartilem

— Pomoci interkvartilového rozpéti Ize porovnavat
variabilitu souboru.



3.6.5 Kvantily, kvartily a median

 Matlab
— median(x)
— nanmedian(x)

— quantile(x,p)
— prctile(x,p)

— iqr(x)

urci median z vektoru

urci median z Ciselnych hodnot ve
vektoru, ostatni ignoruje

urci p kvantil z dat

napf. quantile(x,0.5) je 50% kvantil
urci p% kvantil z dat

napr. prctile(x,50) je 50% kvantil
interkvartilové rozpéti



3.6.6 Vybérovy rozptyl, smérodatna
odchylka, variacni koeficient

e Vybérovy rozptyl a smérodatna odchylka popisuji
variabilitu dat kolem stredni hodnoty.

* Vlybérovy rozptyl je definovan:

n—1
— Citatel je soucet kvadratd odchylek od prdméru.
— Jmenovatel je zmensen o 1, protoze se ztraci jeden stupen

volnosti odhadem stredni hodnoty. Z jednoho Cisla nelze
vypocitat odchylku od stredni hodnoty.

— Ve statistice ¢asto, kdyZz odhadujeme k parametru se
zmensi pocet stupnit volnosti o k a statistika je napt.
délena n — k, kde n je poCet namérenych dat.

SZ



3.6.6 Vybérovy rozptyl, smérodatna
odchylka, variacni koeficient

e Zakladni vlastnosti vybérového rozptylu
— Konstantni hodnoty maji nulovy rozptyl
— Prictenim konstanty ke vSem datum se rozptyl
nezmeéni
— Vynasobime-li data konstantou k, rozptyl se zméni k?
krat.

* Nevyhoda rozptylu je, ze jednotky jsou v kvadratu
oproti stredni hodnote.

e Tuto nevyhodu odstranuje sméerodatna odchylka.



3.6.6 Vybérovy rozptyl, smérodatna
odchylka, variacni koeficient

* Vybérova smérodatna odchylka s

i=1(x; — X)?

n—1

s = \/ rozptylu =

e Matlab:

— Urceni libovolného centralniho momentu moment(x, rAd momentu)
— Vybérovy rozptyl var(x)
— Vybérova smérodatna odchylka std(x)

* Variacni koeficient

— Vhodny pro porovnani miry variabilit mezi sebou
— Naptiklad je vice variabilni plat v CR, nebo v Némecku

— Pouzitelny pouze pro kladné namérené hodnoty (zaporné vysledky nemohou
nastat)



3.6.6 Vybérovy rozptyl, smérodatna
odchylka, variacni koeficient

Rozptyl Smérodatna odch.
n )2 n —%)2
Vstupem jsou data: g2 — Ziz &0’ ¢ = [Zim(i®
n-1 n—1

—  Xx; - vstupni data, n — pocet dat
Vstupem je Cetnostni tabulka:

$2 = Yieq nit(xi—x)? ¢ = Yizq nir(xi—%)?
(Z?=1 ni)_l (Z?=1 ni)_l
— n; - predstavuje ¢etnost
— x;-data
Vstupem jsou pravdépodobnosti jevl (plati };i; p; = 1):
s? =Y p; (x; — X)? s =Xy i (x — %)?

* Rada ze zkuSenosti - vzdy se snazte pocitat statistické ukazatele pfimo z namérenych dat.
MizZete zjistit:
— Opticky odlehlé hodnoty,
— Data vznikla spojenim riznych souborti, mezi kterymi je systematicka chyba (posun stiednich hodnot),
— Odhadnout rozptyl a symetri¢nost dat.
— Vite s kolika namérenymi hodnotami pracujete.
* Vpraxi se Vam rada lidi bude snaZit ,,usnadnit praci“ dodanim pouze stfednich hodnot a
rozptyll a nikoliv nameérenych dat. Toto bylo uzitecné v dobé ,logaritmickych pravitek. Dnes
vSak SW vypocte statistické vysledky prakticky okamZité.



3.6.7 MAD

* MAD -
— a) Stredni hodnota absolutnich odchylek od stredni hodnoty
— b) Median absolutnich odchylek od medianu

e Zpusob vypoctu ad a:
— Setridime hodnoty od min po max a urcime stredni hodnotu

— Vypocteme rozdily v absolutni hodnoté nameérenych dat od
stredni hodnoty

— Z vysledku stanovime stfedni hodnotu

e Matlab

— mad(x,0) stfredni hodnota absolutnich odchylek od
stredni hodnoty

— mad(x,1) median absolutnich odchylek od medianu



3.6.8 Vybérova Sikmost

* Vlyjadruje symetrii rozlozeni hodnot kolem
prumeru

q = n _ i=1(x; — X)°
n—1)-(n—2) s3
—a = 0 data jsou kolem pruméru rozlozeny
symetricky —_— Tl
A : A

 Matlab: skewness(x)




3.6.9 Vybérova Spicatost

* Vlyjadruje koncentraci namérenych hodnot kolem jejiho
prumeéru a porovnava je s normalnim rozdélenim

b = n-(n+1) _ 7i1=1(xi_f)4
T m-1)-m-2)-(n—23) 54 a
- (n —1)*
(n—2)(n—3)

— b =0 Spicatost odpovida normalnimu rozdéleni
 Matlab: kurtosis(x)




3.7 ldentifikace odlehlych méreni

 |dentifikace odlehlych méreni je dulezité pro zjisténi
téch hodnot, které se mimoradné lisi od ostatnich a
ovliviuji tim vypovidajici hodnotu priméru.

* U vsSech identifikovanych dat je vhodné se zamyslet,
zda nedoslo k chybé meéreni.

* Prace s odlehlym mérenim
— 1) byla zjisténa chyba pri méreni — data odstranime

— 2) nebyla zjisténa chyba méreni — data ponechame a
zdUvodnime jejich ponechani

— 3) nebyla zjisténa chyba méreni — data odstranime a
zdlvodnime jejich odstranéni a uvedeme divod proc
nebyly ponechany.



3.7 ldentifikace odlehlych méreni

e Zpusob zjisténi odlehlych méreni T
or 1=1In
1) metoda z-souradnice z=abs (x (1) -mean (x} ) /std (x) ;
— Data z norm. rozdéleni i
1
— Data z normalniho rozdéleni, symetricka and
Xi—X end
—  Xodlehle: —ls | >3
* 2) metoda vnitfnich hradeb ::i:i;i?—mlm 5.25) 1. 5e1ae ()
— Data nesymetrické xhorni=quantile(x,0.75)+1.5%igr (X :
_ _ . for i=l:n
Xodlente < X025 — 1.5 IQR St x (%) <xdorn:
—  Xodiehle > Xo.75 + 1.5 IQR 1
end

if x(i)>xhorni
i

end
end
v . n=length (x)

* 3) xy5 souradnice cor imiinm
— Data nesynqetﬁcké z=abs (x(i)-median(x) )/ (1.483*mad(x)):

. s , . s 1 £ 3

— mad(x,1) medidn absolutnich odchylek od medidnu . Z;i"

end
Xi—Xo.5 end

—  Xodlehle: >3

1.483-MAD



3.7 ldentifikace odlehlych méreni

Namérena data: 4,7,10,11,12,12,12,13,13,15,22 (symetricka data)
Zakladni Ciselné veliCiny:

— Stfedni hodnota: 12 Rozptyl: 22.60 Smérodatna odchylka: 4.75 Medidn: 12
MAD
Stfedni hodnota absolutnich odchylek od stfedni hodnoty:

~ 85,2,1,0,0,0,1,1,3,10 MAD==
Median absolutnich odchylek od medianu:

- 8,5,2,100,0,1,1,3,10 Setfidény vektor 0,0,0,1,1,1,2,3,5,8,10 MAD=1

Zjisténi odlehlych hodnot
— Metoda z-souradnice

Xi—X
N

Xodiehle' >3
° Xodlehle < X—3s=12—-3-4.75=-2.25 Xodlehle = X+ 3s=12+3-4.75 = 26.25
— Metoda vnitinich hradeb
« X5 = 10.25 Xo75 = 13 IQR = 2.75
*  Xodiehle < X025 — 1.5 IQR = 6.125 Xodlehle = Xo.7s + 1.5-IQR = 17.125
—  Xp5 souradnice

. | Xi—Xo.5 |
1.483-MAD
Xodlehle < Xo5 — 4.45-MAD =12 —-445-1=7.55 Xodlehle > Xo.5 +445-MAD =12+ 4.45-1=16.45



3.7 ldentifikace odlehlych méreni

Namérena data: 4,7,10,16,18,22,28,35,49,65,81,145 (nesymetricka data)
Zakladni Ciselné veliCiny:
— Stfedni hodnota: 40 Rozptyl: 1659.1 Smérodatnd odchylka: 40.7 Medidn: 25

MAD
Stredni hodnota absolutnich odchylek od stfedni hodnoty:
— 36,33,30,24,22,18,12,5,9,25,41,105 MAD=30
Median absolutnich odchylek od medianu:
- 21,18,15,9,7,3,3,10,24,40,56,120 Setfidény vektor 3,3,7,9,10,15,18,21,24,40,56,120 MAD=16.5

Zjisténi odlehlych hodnot
— Metoda z-souradnice

. X=X
N

Xodiehle" >3
Xodlehle < X —35s =40—3-40.7 = -82.1 Xodlenle > X +35s =40+ 3-40.7 = 162.1
— Metoda vnitfnich hradeb

*  Xgo5 =13 Xg.75 =57 IQR = 44

*  Xodiehie < Xo25 — 1.5-IQR =13 — 66 = =53 Xodlehle = X075 + 1.5-IQR =57 + 66 = 123
— X5 souradnice

Xi—Xo.5
* Xodiehie < Xo5 — 4.45 - MAD = 25— 4.45-16.5 = —48.4 x,410n1e > Xo5 +4.45- MAD = 25 + 4.45-16.5 =984



3.8 Prikazy v Matlabu

* Symbolické vypocty

— Definovani proménnych  syms x

— Inverzni funkce finverse(x)

— Derivace funkce diff(x)

— Integral funkce int(x)

— Urcity integral int(x,dolni mez, horni mez)

— Stanoveni kvantilu solve(x==hodnota)



3.8 Prikazy v Matlabu

e Zakladni vypoclty

Maximum

Minimum

Rozdil maxima a minima
Soucet prvk( ve vektoru
Pocet prvku ve vektoru

. Vypocty Zz nameérenych dat

Aritmeticky primér
Harmonicky priimér
Geometricky pramér
Modus

Median

Kvantily
Interkvartilové rozpéti
Vybérovy rozptyl
Vybérovd smérodatnd odchylka
MAD

Vybérova Sikmost
Vybérova Spicatost

max(x) nanmax(x)
min(x) nanmin(x)
range(x)
sum(x) nansum(x)
length(x)

mean(x) nanmean(x)
harmmean(x)
geomean(x)

mode(x)

median(x) nanmedian(x)
guantile(x,p) prctile(x,p)
iqr(x)

var(x)

std(x)

mad(x,0) mad(x,1)
skewness(x)

kurtosis(x)



3.8 Prikazy v Matlabu

* Grafy —zalozka v horni listé plots

— Histogram histogram(x)
— Sloupcovy graf bar(x,y)
— Graf funkce plot(x,y)
— Vykresleni bodu scatter(x,y)
— KolacCovy graf pie(x)

* Popisky:
— Nazev grafu title(‘text’)
— X-ova osa xlabel(‘text’)

— Y-ova osa ylabel(‘text’)



4 Diskrétni rozdéleni
pravdépodobnosti

4.1 Hypergeometrickeé rozdéleni

4.2 Binomické rozdéleni

4.3 Rozdéleni odvozena z binomického rozdéleni
4.4 Multinomicke rozdéleni

4.5 Poissonovo rozdéleni

4.6 Aproximace diskrétnich rozdéleni



4.1 Hypergeometrickeé rozdéleni

 Hypergeometrické rozdéleni se pouziva v situacich, kdy je tfeba
vypocitat pravdépodobnost urcitého poctu Uspécht v n zavislych
pokusech.
e Popis pro zavislé pokusy — pri kazdém pokusu nastavaji jeho odlisné
podminky
— Zavislé pokusy:
* Pravdépodobnost, Ze pfi vytazeni 3 karet (bez vraceni) z bali¢ku budou 2 esa
* Pokusy s losovanim Cisel z osudi bez jejich vraceni (nemUze nastat dvakrat
vylosovani stejného Cisla)
* Tzv. pokusy bez vraceni, podminky pokusu jsou odlisné.
— Nezavislé pokusy:
* Pravdépodobnost, Ze pfi vytazeni 3 karet (karty vracime) z bali¢ku budou 2 esa
* Pokusy s losovanim cCisel z osudi s jejich vracenim (mUZze nastat dvakrat
vylosovani stejného cisla)
* Tzv. pokusy s vracenim, podminky pokusu jsou vzdy stejné.



4.1 Hypergeometrickeé rozdéleni

* Necht soubor N prvkd obsahuje M prvkd s urcitou
vlastnosti a zbylych N-M prvku tuto vlastnost
nemad. Nahodné se ze souboru vybere n prvku, z
nichz se zadny nevraci zpét. Potom
pravdépodobnost, ze z vylosovanych n prvkd ma
prave k prvku danou vlastnost ur¢cime pomoci
hypergeometrického rozdéleni dle vzorce:

()20

(i)

P(X = k) =




4.1 Hypergeometrickeé rozdéleni

(1) (2)

b
PX=k)= (k)((i?:f)_k)

(3)

(1) — poCet kombinaci, jak lze vybrat k prvku s danou
vlastnosti, z celkové M prvkl s danou vlastnosti.

(2) — poCet kombinaci, jak lze vybrat (n-k) prvku bez
dané vlastnosti z celkového mnozstvi (N-M) prvkd.

(3) — poCet kombinaci, jak lze vybrat n-tici z N prvku.
(1) a (2) — pocet priznivych pokus
(3) — pocet vSech pokusU




4.1 Hypergeometrickeé rozdéleni

* Distribucni funkce P(X <k) = z 0

e Stredni hodnota E(X) = nM

* Rozptyl D(X) =n— (1 ~ ﬁ) (N_:n)



4.1 Hypergeometrickeé rozdéleni

k — pocet vybranych prvki s danou vlastnosti N — celkovy pocet prvku
M — celkovy pocet prvkl s danou vlastnosti n — pocet vybranych prvk

Distribu¢ni funkce
—  F=hygecdf (k,N,M,n)
Pravdépodobnostni funkce
— P=hygepdf (k,N,M,n)
Inverzni distribu¢ni funkce
— x=hygeinv (pravd,N,M,n)
Stanoveni stredni hodnoty a rozptylu
— [MN,var]=hygestat(N,M,n)
Nahodna cisla z hypergeometrického rozdéleni
— hygernd(N,M,n)

POZOR: v dokumentaci k matlabu je M a N v jiném smyslu, neZ v téchto
elektronickych skriptech.



Distribucni funkce

09

08

inv

06

0.5

04r

4.1 Hypergeometrickeé rozdéleni

Souvislost prikazt v matlabu jednotlivych rozdéleni
— Predpona — typ rozdéleni
— Pripona — co potrebujeme vypocitat
— Napr. hygecdf — hyge — hypergeometrické rozdéleni,
cdf (cumulative density function) hodnotu distribuéni funkce.

Distribuéni funkce spojité n. v. . Hustota pravdépodobnosti spojité n. v.

0.9
08
0.7
0.6 |

05

Hustota pravdépodobnosti

215 2 25 3 35 4 45 5
MNamé&fené hodnoty

0 Cd'll:- 1 0 o.ls 1 pdf 2 2.l5 3

Namérené hodnoty



4.1 Hypergeometrickeé rozdéleni

Pr. V osudi je 10 ¢ernych micku a 15 bilych. Z osudi
vylosujeme 4 micky, které nevracime. Urcete
pravdepodobnost, ze 3 micky budou bilé a jeden Cerny.

N=25 (celkem je v osudi 25 mickul)

M=15 (15 bilych mickd, micky s uréitou vlastnosti)
n=4 (losujeme 4 micky)

k=3 (3 micky budou bilé)

(135)(25 15)
(5)

P(X =3) = =0.3597

Matlab:
hygepdf(3,25,15,4)



4.1 Hypergeometrickeé rozdéleni

(15)(25—15) * VSimnéte si, Ze nejpravdépodobnéjsi
P(X = 0) = ~22-4=02-00166 hodnota je vytaZeni 2 nebo 3 bilych micku.
(4) » Stfedni hodnota: E(X) —nd =22 _ 94
(15)(25—15) ' ) N N 25
P(X =1) = ~12.4=17_0 1473 * Nejpravdépodobnéjsi stavy priblizné
(245) odpovidaji stfedni hodnoté.
(15)(25—15)
P(X =2) =2 (2;})—2 =0.3735
4
(15)(25—15)
P(X=3)=-3 (2;})—3 =0.3597
4
(15)(25—15)
P(X =4) =-2-2-%4--0.1079

Uréete pravdépodobnost, Ze vylosujete 2 a méné bilych micku
hygecdf(2.5,25,15,4)=0.0166+0.1423+0.3735=0.5324
* Prvni parametr vzorce je 2.5. InZzenyrsky pristup, abychom méli jistotu, ze
vylosovani 2 bilych mickl bude skute¢né zapocitano. Je tim odstranén problém
v rozdilnych definicich distribuéni funkce bud F(x) = P(X < x) nebo
F(x)=P(X <x)



4.2 Binomické rozdéleni

* Binomické rozdéleni se pouziva v situacich, kdy je
treba vypocitat pravdepodobnost urcitého poctu
uspechu v n nezavislych pokusech.

— Hypergeometrickeé rozdéleni — zavislé pokusy

* Vysledek nahodného pokusu je zavisly na predchazejicich
vysledcich.

* Losovani mickd oznacenych Cisly z osudi bez vraceni.
NemuUze nastat, Ze by byl dvakrat vylosovan stejny.

— Binomické rozdéleni — nezavislé pokusy

* Vysledky nahodného pokusu nejsou zavislé na
predchazejicich vysledcich.

* Losovani mickd oznacenych Cisly z osudi s jejich vracenim.
MUZe nastat, Ze by byl dvakrat vylosovan stejny.



4.2 Binomické rozdéleni

Pravdépodobnost uspésneho pokusu je p, ktery
se opakuje n-krat, pricemz nahodny pokus je
nezavisly. Potom pravdépodobnost, ze nahodny
pokus bude prave k-krat uspésny lze stanovit
podle vzorce:

n

P(X =k) = ;) p*(1 — )"
n — pocet nahodnych pokusu
p — pravdepodobnost uspésného pokusu
k — pocet Uspésnych pokusu



4.2 Binomické rozdéleni

1) (2) (3)

PX =1k) = ()P (1 —p)"

(1) — poCet kombinaci, kolika zpUsoby muzeme vytvorit z n prvkd
k-tice.

(2) — pravdépodobnost uspéchu, ktery se opakuje k-krat
(3) — pravdépodobnost neuspéchu, ktery se opakuje (n-k) krat

Prvky (2 a 3) tvori kombinatorické pravidlo soucinu



4.2 Binomické rozdéleni

e Distribucni funkce

n : .
PIX <) =3k, (;)p'—p)"

e Stfedni hodnota E(X) =np

* Rozptyl D(X) =np(1—p)



4.2 Binomické rozdéleni

* k pocet Uspésnych pokust n pocet celkovych
ookusu

* p pravdépodobnost

e Matlab:

— Distribucni funkce F=binocdf (k,n,p)

— Pravdépodobnostni funkce P=binopdf (k,n,p)

— Inverzni distribucni funkce x=binoinv (pravd,n,p)

— Stanoveni stredni hodnoty a rozptylu
[MN,var]=binostat(n,p)

— Nahodna Cisla z binomického rozdéleni
binornd(n,p)

— Odhad parametrt rozdéleni p=binofit(k,n)




4.2 Binomické rozdéleni

* PI. Vosudije 10 ¢ernych mickl a 15 bilych. Z osudi vylosujeme 4 micky, které
vracime. UrCete pravdépodobnost, ze 3 micky budou bilé a jeden Cerny.
- p(ily) =2 =06
4

~ P(X=3)= (3
* Pro porovnani vysledkl s hypergeometrickym rozdélenim

— Binomické Hypergeometrické

— P(X=0)=0.0256 P(X =0) =0.0166

— P(X=1)=0.1536 P(X =0) = 0.1423

— P(X =2)=0.3456 P(X =0) =0.3735

— P(X=3)=0.3456  P(X =0) = 0.3597 _ cibumiike

) 0.63(1 — 0.6)*~3 = 0.3456

X

— P(X=4)=0.1296 P(X =0)=0.1079

o &y !
~
T T T

™
T

 Matlab:
— binopdf(3,4,0.6)

Pravdépodobnost
2 9o o o
w R (8]
T T

o
[N

o

S5O

1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3 35
Poget Gspéchl

=
n



4.3 Rozdéleni odvozena z binomického
rozdéleni

e 43.1 Alternativni rozdéleni
e 43.2 Geometrické rozdeleni
e 43.3 Negativné binomické rozdéleni



4.3.1 Alternativni rozdéleni

e Popisuje pravdépodobnost jednoho nahodného pokusu
* Binomické rozdéleni, kde parametr n=1

— P(X=1)=p P(X=0)=1-p
— E(X)=p D(X)=p(1-p)
 Matlab:
— k pocet Uspésnych pokus n pocet celkovych pokusu

p pravdépodobnost

DistribuCni funkce F=binocdf (k,1,p)
Pravdépodobnostni funkce P=binopdf (k,1,p)
Inverzni distribucni funkce x=binoinv (pravd,1,p)
Stanoveni stredni hodnoty a rozptylu [MN,var]=binostat(1,p)
Nahodna Cisla z binomického rozdéleni binornd(1,p)

Odhad parametr( rozdéleni p=binofit(k,1)



4.3.2 Geometrické rozdéleni

Popisuje pocet neuspésnych pokusul pred prvnim

uspéchem

— Prvnich n pokusu je bez Uspéchu, pravée (n+1) pokus je
uspesny.

— Pravdépodobnost je souc¢inem dvou binomickych
rozdéeleni (nezavislé pokusy). Prvni urcuje
pravdepodobnost neuspéchu v n pokusech, druhé
pravdépodobnost uspéchu v (n+1) pokusu
(alternativni rozdéleni)

— Ad 1) Binomické rozdéleni, kde k=0

— Ad 2) Alternativni rozdéleni P(X=1)=p



4.3.2 Geometrické rozdéleni

Pravdépodobnostni funkce
PX=n)=00-p)"p
Distribucni funkce

P(X <n) = pZm —p)’

L

Stfedni hodnota E(X) =

*“"d

—Dp)

Rozptyl D(X) = p



4.3.2 Geometrické rozdéleni

* X je pocet neuspésnych pokusu p pravdépodobnost
 Matlab
— Distribucni funkce F=geocdf (X,p)
— Pravdépodobnostni funkce P=geopdf (X,p)
— Inverzni distribucni funkce x=geoinv (pravd,p)
— Stanoveni stredni hodnoty a rozptylu
[M,var]=geostat(p)
— Nahodna Cisla z geometrického rozdéleni
geornd(p)



4.3.2 Geometrické rozdéleni

* Pr. Urcete pravdépodobnost, ze do patého
hodu sestistéenou kostkou padne 6.

— Pravdépodobnost Uuspéchu je 1/6

— Pravdépodobnost, ze maximalné 4x padne néco
jiného a hned potom padne 6

1 1\
° P(X < 5) — EZ?:O (1 — g) =(0.5981
» geocdf(4,1/6)



4.3.3 Negativnheé binomické rozdeéleni

* Popisuje pocet neuspésnych pokusu n, které
predchazi k-tému vyskytu udalosti
— Zobecnéni Geometrického rozdéleni.

— Geometrické rozdéleni ma prvnich (n-1) pokusu
neuspesnych.

— Neg. Binomické rozdéleni: prvnich (n+k-1) pokusu ma
(k-1) uspéchu, pravé (n+k) pokus je Uuspésny.

— Pravdépodobnost je souCinem dvou binomickych
rozdéleni (nezavislé pokusy). Prvni urcuje
pravdépodobnost (k-1) Uspécht v (n+k-1) pokusech,
druhé pravdépodobnost uspéchu v (n+k) pokusu
(alternativni rozdéleni)



4.3.3 Negativné binomické rozdéleni

Pravdépodobnostni funkce
. _(n +k—1 _ n . ..k
P(X—n)—( 1 )(1 p)"p

Distribucni funkce
n

_ i+ k—1 oND Lk
P(XSn)—Z:O( ) a=pip
L=
Stfedni hodnota E(X) = k(lp_p)
Rozptyl D(X) = k(lgp)

p



4.3.3 Negativné binomické rozdéleni

* n—pocet neuspésnych pokusu
* k—pocet Uspésnych pokusU
 p—pravdepodobnost uspésného pokusu

— Distribuéni funkce F=nbincdf (n,k,p)
— Pravdépodobnostni funkce  P=nbinpdf (n,k,p)
— Inverzni distribucéni funkce x=nbininv (pravd,k,p)

— Stanoveni stredni hodnoty a rozptylu
[M,var]=nbinstat(k,p)

— Nahodna Cisla z negativné binomického rozdéleni
nbinrnd(k,p)



4.3.3 Negativné binomické rozdéleni

* Pr. UrcCete pravdépodobnost, ze do 10 hodu
sestisténnou kostkou Vam padne prave 3x Sestka.

—n=0az7 k=3

+ k-1 :
_P(le()): ?zo(l-ll;—l )(1_p)l.pk=

L3N0 () = 022ee
— nbincdf(7,3,1/6)

* Pr. Urdete minimalni pocCet hodu, abyste na Sestisténné
kostce s pravdepodobnosti 0.95 obdrzeli trikrat 6.

nbininv(0.95,3,1/6)=33 neuspésnych hodd.



4.4 Multinomickeé rozdeéeleni

* Multinomické rozdéleni se pouziva v situacich,
kdy je treba vypocitat pravdépodobnost
urcitého poctu vice jevu v n nezavislych
pokusech.

— Multinomické rozdéleni je rozSirenim binomického
o vice druhu vysledkau.

— Neni jiz ano/ne, ale vice druh( vysledkd (kostka 1,
2,3,4,5, 6)

— Predpoklady: pokusy jsou nezavislé, z jevl musi
nastat prave jeden.



4.4 Multinomickeé rozdeéeleni

* Pravdépodobnostni funkce

n!

P(X =k) = X1, o0 X2, .. . ¥k
( ) xl'xZ'Xk'pl pz pk

 mnpdf(cetnost, pravdepodobnost)

— Cetnost — vektor s uvedenim &etnosti vysledkd

— Pravdépodobnost — vektor pravdépodobnosti jevu
 mnrnd(pocet prvku, pravdépodobnost)

— Pocet prvku — pocet vygenerovanych prvku
— Pravdépodobnost — vektor pravdépodobnosti jevl




4.4 Multinomickeé rozdeéeleni

* Hazite 6x Sestisténnou kostkou. Vypoctéete
pravdepodobnost, ze hodite prave 1x kazdé Cislo.

n! X X X
— P(X — k) — xlg.ng.....xk!pll . p22 . pkk
6! 1111 1 1
- PX =k) = 10111111111 (E ‘6 6 6 6 E)_O'0154

— mnpdf([1,1,1,1,1,1],[1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6])

e Hazite 21x Sestistéennou kostkou. Vypoctéete
pravdépodobnost, ze hodite prave 1x jednicku, 2x 2, 3x 3,

4x 4,5x 5 a 6x 6.
— - &~ .= ... — ) = . -5
- PX =k) = 11-:21:31.41-51:61 \6 62 63 6% 65 66) =9.3597-10

— mnpdf([1,2,3,4,5,6],[1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6])

21! (1 1 1 1 1 1



4.4 Multi-hypergeometrické rozdéleni

 Multinomické rozdéleni

— Nezavislé pokusy

— Vychazi z binomického rozdéleni
 Multi-hypergeometrické rozdéleni

— Zavislé pokusy

— Vychazi z hypergeometrického rozdéleni
* Pravdeépodobnostni funkce

Hﬁ:l(%)
(w)

— Plati: Yi_ M; =N, Yi_k; =n

— P(X — kl,kz, ,kl) —



4.4 Multi-hypergeometrické rozdéleni

e Pr.: Mate balicek 32 karet, ktery obsahuje 4 karty
7, 4 karty 8, 9, 10, spodky, filky, krale a 4 esa. Z
balicku vyberete 8 karet. Jaka je
pravdépodobnost, ze vylosujete prave 2 spodky, 2
filky, 2 krale a 2 esa.

e Karty nevracite.

My ()
.+ P(X =0,000.2222) = jv(") =
()

<:;>-<:§>-<3>-<gz>3-2<§>-<:>-<:>-<;*> IDST




4.5 Poissonovo rozdeleni

* Poissonuv proces popisuje pocet nahodnych udalosti v néjakém
pevném ,Casovém® intervalu.
— Termin ,,Casovém® |ze podle typu ulohy nahradit za ks, vzdalenost
apod.
* Predpoklady:
— Przivdépodobnost, Ze nastane vice jevl v limitné kratkém case je
nulova.

— Pravdépodobnost vyskytu jevu zavisi pouze na délce intervalu, nikoliv
na okamziku jeho zacatku.

— Pocty udalosti ve vzajemné disjunktnich intervalech jsou nezavislé.
— Napriklad u Zivotnosti vyrobkd:

* ad 1) nevzniknou dvé poruchy naraz (napfiklad vyssi hodnotou napéti v siti),

* ad 2) primérny pocet poruch auta Skoda 120 nebude odlidny p¥i najeti mezi
<10000,20000> km a <350000,360000> km.

» ad 3) nevznikaji poruchy se spolecnou pricinou, kdy vznik jedné poruchy ma za
nasledek vznik dalSich.



4.5 Poissonovo rozdeleni

* Parametrem Poissonova procesu je intenzita
A nahodného jevu.

— Pocet jevu za jednotku Casu (vzdalenosti, pocet
poruch na 1000 vyrobku apod.)

— Zakladni jednotky intenzity hod?, km, ks

— Soucin A - t je bezrozmérna veliCina, ktera je
zakladnim parametrem Poissonova procesul.



4.5 Poissonovo rozdeleni

Jestlize se definuje nahodny pokus jako Poissonlv proces s intenzitou 4,
potom nahodnou veli¢inu X Ize definovat jako pocet vyskytl udalosti v

casovém intervalu délky t. Nahodna veliCina X se popisuje Poissonovym
rozdélenim s parametrem At.

— Lze stanovit napriklad pravdépodobnost urcitého poctu poruch v 1000
vyrobcich.

e 1=0.0322%M + — 1000 vyrobki, At = 30
vyrobek

— Pocet dopravnich poruch na 8 km useku silnice za 30 dni.

e A=10"72% 4 = g.30 = 240 km den, At = 2.4 - 10 5nehody
km den

— Pocet bakterii v 16 ml vody.
e 1 =40022ETE 4 — 16 mi, At = 6400

1 mlvody

Pr. Pravdépodobnost vadného vyrobku je 1 %. Potom intenzita A = 0.01.

— Méjme v krabici t=50 vyrobk(. Potom Poissonovo rozdéleni ma parametr
At=0.01- 50=0.5.

— Méjme v krabici t=200 vyrobk(. Potom Poissonovo rozdéleni ma parametr
At=0.01- 200=2.

Chceme znat pravdépodobnost, ze v krabici jsou pravé 0, 1, 2, 3
porouchané vyrobky.




4.5 Poissonovo rozdeleni

Pravdépodobnostni funkce
(At)ke‘“

P(X =k) =—7

Distribucni funkce

PX < k) = Z(/lt)l

Stfedni hodnota E(X) = At
Rozptyl D(X) = At
At je jediny parametr Poissonova rozdéleni

At




4.5 Poissonovo rozdeleni

e Xje pocet pokusu, A intenzita nahodného jevu
 Matlab:
— Parametr lambda v matlabu predstavuje sou¢in A - t

— Distribuc¢ni funkce F=poisscdf (X,lambda)
— Pravdépodobnostni funkce P= poisspdf (X,lambda)
— Inverzni distribucni funkce x= poissinv (pravd,lambda)

— Stanoveni stredni hodnoty a rozptylu
[M,var]= poisstat(lambda)
— Nahodna Cisla z hypergeometrického rozdéleni
poissrnd(lambda)
— Stanoveni parametru lambda z dat
poissfit(data)



4.5 Poissonovo rozdeleni

e Pr.Z dat o poruchach stroje se zjistilo, ze za jednu
osmihodinovou sménu jsou v pruméru 2.4
poruchy. Stanovte pravdépodobnost, ze za 1.5
hodiny budou na stroji zjistény 2 poruchy.

— Primeérny pocet poruch za 8 hodin 2.4
— Primeérny pocet poruch za 1 hodinu 0.3
— Parametr At 0.3*1.5 0.45

— Pravdépodobnost zjistim z pravdépodobnostni funkce

0.3 1.5)% 0315
P(x=2) =" ) = 0.0646

2!
— poisspdf(2,0.45)




4.6 Aproximace diskrétnich rozdéleni

* Aproximace hypergeometrického rozdéleni binomickym

— Hypergeometrické — zavislé pokusy, odliSné podminky pokusu
* N prvkl vsouboru M prvk( s urcitou vlastnosti
* nprvkd se losuje  k pocet vylosovanych prvkd s vlastnosti

M\ /N —-M
() Gz k)
N
()
— Binomické — nezavislé pokusy, shodné podminky pokusu
* n—pocet ndhodnych pokusu

* p—pravdépodobnost Uspésného pokusu
* k—pocet Uspésnych pokusu

P& =1) = ()P ~p)" "

. n \&4 v . 7 v v .
e Je-li ~ mensi nez 0.05, Ize hypergeometrické rozdéleni nahradit
Mhyp

PX =k)=

binomickym s parametry: Ny, = Npyp, Ppin = N
hyp



4.6 Aproximace diskrétnich rozdéleni

V osudi je 20 bilych a 30 ¢ernych micku. Z osudi se losuje 5 mickd. Jaka je
pravdépodobnost, Ze se vylosuji prave 2 ¢erné.

Hypergeometrické: N =50, M=30, n=5, k=2
30\/20
- P(X=2) =—(22§3)
()
— hygepdf (k,N,M,n)=hygepdf(2,50,30,5)=0.2341
Binomické: n=5, p=0.6, k=2
_ oy _ (5 2 3
_ P(X=2)= (2) 0.62(1 — 0.6)

— binopdf (k,n,p)=binopdf(2,5,0.6)=0.2304

Nejsou zcela splnény predpoklady prechodu z hypergeometrického rozdéleni na
binomickeé, ale vysledky pravdépodobnosti jsou podobné.

Jestlize se Uloha upravi a bilych mickd bude 200, ¢ernych 300 a budu losovat 5
mickd bez vraceni, tak podminky tahu budou skoro stejné, jako bychom micky
vraceli.

— Hypergeometrické: N =500, M=300, n=5, k=2 hygepdf(2,500,300,5)=0.2308

— Binomické: binopdf(2,5,0.6)=0.2304



4.6 Aproximace diskrétnich rozdéleni

 Aproximace binomického rozdéeleni Poissonovym
— Binomické — nezavislé pokusy, shodné podminky pokusu
* n—pocet ndhodnych pokusut
* p— pravdépodobnost uspésného pokusu
* k—pocet Uspésnych pokusl

n
— —_ k -k
P(X=1k) =(})r*-p)"
— Poissonovo — poisson(lv proces,
* A —intenzita ndhodného jevu

k ,—At
P(X = k) = (At)k!e

Poissonovym rozdélenim Ize aproximovat binomické, jestlize n je véetsi
nez 30 a p<0.05

APOiSS = Npin " Pphin



4.6 Aproximace diskrétnich rozdéleni

* PY. Pri kontrole vyrobku je v priméru 1 % vyrobk( chybnych.
Vypoctéte pravdépodobnost, Zze 1000 vyrobkd bude mit maximalné
(véetné) 8 chybnych vyrobkd.

* Binomické rozdéleni

— n=1000 p=0.01 k=8

_P(X<k)=Y5, (10i00) 0.01(1 — 0.01)""

— P=binocdf(8.5,1000,0.01)=0.3317
* Prvni parametr je 8.5 — mame jistotu, Ze je zapocitano i 8 poruch vyrobku.
* Poissonovo rozdéleni
— At=10 k=8

1Oie—10

— P=poisscdf(8.5,10)=0.3328




4.7 Prehled diskrétnich rozdeéleni

Diskrétni rozdéleni
|

Nezavislé pokusy

Hypergeometrickeé e Binomicke e Poissonovo

rozdeleni rozdéleni rozdéleni

Zavislé pokusy Intenzita nahodného jevu

Odvozena od binomického
Alternativni rozdéleni
Geometricke rozdéleni
Neg. binomické rozdéleni
Multinomické rozdéleni



4.8 Zakladni prikazy v matlabu/octave

Hypergeometrické Binomické Poissonovo
Distribu¢ni funkce | hygecdf (k,N,M,n) binocdf (k,n,p) poisscdf (X,lambda)
Pravdépodobnostni | hygepdf (k,N,M,n) binopdf (k,n,p) poisspdf (X,lambda)
funkce
Inverzni distribucni hygeinv binoinv (pravd,n,p) | poissinv(pravd,lambda)
funkce (pravd,N,M,n)
Stanoveni stredni hygestat(N,M,n) binostat(n,p) poisstat(lambda)
hodnoty a rozptylu
Nahodna Cisla hygernd(N,M,n) binornd(n,p) poissrnd(lambda)
Odhad parametr( binofit(k,n) poissfit(data)




5. Spojita rozdéeleni pravdepodobnosti

5.1 Rovhomeérné rozdéleni

5.2 Exponencialni rozdéleni

5.3 Weibullovo rozdéleni

5.4 Erlangovo (Gamma) rozdéleni
5.5 Normalni rozdéleni

5.6 Normované normalni rozdeéleni
5.7 Logaritmicko-normalni rozdéleni

5.8 Grafické ovéreni, ze data pochazi z urcitého
spojitého rozdéleni



5.1 Rovhomeérneé rozdéleni

v v ., , e  Rovhomeérné rozdéleni: a=1 b=4
e  Rovnomérné rozdéleni ma konstantni hustotu

pravdépodobnosti na intervalu < a, b >

— Specidlnim pripadem je funkce ndhodné Cislo, ktera je =i

definovadna na intervalu < 0,1 > 025

— Hustota r§vdépodobnosti: -
£x) = {p-a <ab> g

— Oa jinde 015}

— Distribuéni funkce :

xX—a 005+

F(x) = o a a<x<bhb D

F(x) — O x < Cl; 0 05 1 1.'5 2 | 2X5 é 3.'5 4 45 5
F(x) =1 x>Db e
— Stfedni hodnota E(X) = aTer o
_ 2 07t
—  Rozptyl D(X) = (alf) osl
— Sikmost a=0 (je symetrické) Eosy

< .y 9
— Spicatost b = < 03}

L
0 05 45 5



5.1 Rovhomeérné rozdéleni

X parametr a,b minimum a maximum rovhomerného

rozdéleni

Matlab:

— Distribucni funkce

— Hustota pravdépodobnosti

— Inverze distribucni funkce

— Odhad parametru

— Stanoveni stredni hodnoty a rozptylu
— Nahodneé dislo

F=unifcdf(x,a,b)
f=unifpdf(x,a,b)
x=unifinv(pravd,a,b)
[a,b]=unifit(data)
[m,v]=unifstat(a,b)
unifrnd(a,b)



5.1 Rovhomeérné rozdéleni

* Souvislost prikazu v matlabu jednotlivych rozdéleni
— Predpona — typ rozdéleni
— Pripona — co potfebujeme vypocitat
— Napf. unifinv — unif — rovhomeérné rozdéleni, inv hodnotu kvantilu.

Distribucni funkce

1 — 1
09r i 0.9
.-"-’/
087 // 0.8t
|n_‘uf Iﬁd 8 0.7t
/ c
o)
/ )
06 B 06
Q
»@Q
0.5 B o5
J
a
04r o 0.4
2
0D3f %) nalt
? T3
|1.2 F 02r
0.1 0.1
D ! L 1 L 1 1 L L L 1 O = L L
ocdfF 1 215 2 25 3 35 a4 a5 5 o o5 1 pdf

Distribuéni funkce spojité n. v.

MNamé&fené hodnoty

Hustota pravdépodobnosti spojité n. v.

Namérené hodnoty



5.1 Rovhomeérné rozdéleni

* Pr. Vygenerujte 100 nahodnych Cisel z intervalu <0,1>, vypoctéte jejich
stredni hodnotu, rozptyl, Sikmost a SpiCatost a porovnejte s teoretickymi
hodnotami.

— >>x=unifrnd(0,1,1,100);

— >> EX=mean(x) EX= 0.4993
— >> DX=var(x) DX = 0.0765
— >> a=skewness(x) a= -0.1577
— >> b=kurtosis(x) b= 1.8648

— Teoretické hodnoty jsou: EX=0.5; DX=0.0833; a=0; b=1.8 (nékde se uvadii-1.2
po odecteni 3)

— Pri opakovani vypoctl se vysledky budou liSit, protoze nejsou pocitany pomoci
integrdl(, ale z namérenych dat. Jsou tedy zavislé na vygenerovanych
nahodnych Cislech.

— Cim vice se vygeneruje ndhodnych &isel, tim vice se stfedni hodnota, rozptyl,
Sikmost a Spicatost bude blizit teoretickym hodnotam.



5.2 Exponencialni rozdéleni

* Exponencialni rozdéleni se pouziva pro popis doby do
prvni udalosti Poissonova procesu (viz Poissonovo
rozdéleni) s intenzitou nahodného jevu A.

* Souvislost s Poissonovym rozdélenim

— Poissonovo rozdéleni — pravdepodobnost poctu udalosti za

dobu t.

* Pravdépodobnost vyskytu jevu zavisi pouze na délce intervalu,
nikoliv na okamziku jeho zacatku.

e Pocty udalosti ve vzajemné disjunktnich intervalech jsou nezavislé.
— Exponencialni rozdéleni — pravdépodobnost, ze prvni
udalost nastane do doby t.
* Napriklad pro popis doby do poruchy nedegradujiciho vyrobku.



5.2 Exponencialni rozdéleni

* Aplikovatelnost exponencialniho rozdeéleni:
— Neménna intenzita nahodného jevu na case
— Doba do poruchy nedegradujicich vyrobku

» Stredni doba do poruchy komponenty nezalezi, jak dlouho je v
provozu. Naopak degradujici vyrobek — stredni pocCet poruch za 1
rok se z délkou provozu zvysuje.

— Teorie front (doba cekani ve fronté).
* Obecné pouziti exponencialni funkce
— Rozdéleni bez paméti
— Rozpad radioaktivnich latek
— Nabijeni vybijeni kondenzatoru
— Reseni oby&ejnych diferencialnich rovnic 1. fadu



5.2 Exponencialni rozdéleni

A =0.25
H u StOta p ran é pOd Ob n OStI hustota pravdépodobnosti
0.25 T T T
f() =2, t>0 f()=0,t<0
Distribucni funkce 0|
Ft)y=1—e,t>0 F(t)=0,t<0
. i 1 015+
Stfedni hodnota E(X) = i g
1 01
Rozptyl D(X) = =
Sikmost a=2 o
Spicatost b=6 | |
DD 1 2 3 4 5 B 10
Exponencialni rozdéleni se ¢asto vyuziva ve spolehlivosti pro P it
modelovani Zivotnosti nedegradujicich vyrobka. os|
— Intenzita ndhodného jevu  A(t) = % = A neni zavisla na ¢ase Ej
— Pokud je intenzita ndhodného jevu konstantni, potom je rozdéleni tzv. 05|
bez paméti a Ize ho popsat pro Zivotnost nedegradujicich vyrobk( = 05
— Ve spolehlivosti AAt oznacuje pravdépodobnost, Ze se vyrobek 04l
porouchd v kratkém casovém intervalu At , za predpokladu, Ze na 0af
zacatku intervalu byl v provozuschopném stavu. —
— Distribu¢ni funkce predstavuje pravdépodobnost, Ze se vyrobek o1}
porouchd do ¢asu t ;



5.2 Exponencialni rozdéleni

Lambda parametr exponencialniho rozdéleni

V teorii spolehlivosti se pouziva misto intenzity jeji prevracena hodnota
predstavujici ¢as - ,,stfedni dobu do udalosti“.

Pocitani s intenzitami ma ve spolehlivosti vyhodu pfi razeni komponent do
vétsSich funkénich celkl (seriové, paralelni, m z n zalohovani)

Obdobné v matlabu se zadava cas t (nebo 1/lambda)

Distribucni funkce F=expcdf(x,1/lambda)
Hustota pravdépodobnosti f=exppdf(x, 1/lambda)
Inverze distribucni funkce x=expinv(pravd, 1/lambda)
Odhad parametrd expfit(data)

(zjisti se stredni hodnota a rozptyl)
Stanoveni stfedni hodnoty a rozptylu [m,v]=expstat(1/lambda)
Nahodné dislo exprnd(1/lambda)



5.2 Exponencialni rozdéleni

Doba do poruchy vyrobku je popsana exponencialnim rozdélenim.
Byly zjistény nasledujici doby do poruchy:
t=[123,167,195,213,258,324,387,423,541,630] dni.

Urcete stfedni dobu do poruchy vyrobku. Kolik procent vyrobk( se
poroucha mezi 200 a 400 dny provozu.

Redeni:
— >>1=[123,167,195,213,258,324,387,423,541,630]
— >> str_doba=expfit(t) str_doba = 326.1000

— >> pravd=expcdf(400,str_doba)-expcdf(200,str_doba)
— pravd = 0.2483

Stredni doba do poruchy vyrobku je 326.1 dne. Pravdépodobnost,
ze se vyrobek poroucha mezi 200 a 400 dny provozu je 0.2483.



5.2 Exponencialni rozdéleni

Pr. Doba do poruchy vyrobku je popsana exponencialnim
rozdélenim. Bylo zjiSténo, Zze do 24 mésicl se porouchd 10 %
vyrobkl. Uréete parametry exponencidlniho rozdéleni.

Nelze jednoduse pouzit matlabovské funkce, protoze nezname
presny tvar distribucni funkce. Lze resit bud'iteracné (napriklad
plUlenim intervalu), nebo dosazenim do distribucni funkce.

Redeni — nezname parametr lambda

F(24) = 0.1
1—e 2 =01
e 241 =09
—242 =1n0.9
A= In0.9 _ 0.00439
24 T

Stredni doba do poruchyje% = 228 mésicl



5.2 Exponencialni rozdéleni

e Zjisténi parametru exponencialniho rozdéleni
pro data o poruchach vyrobku

— Zkouska je ukoncena bud poruchou, nebo casem

o E(X) — i=1 li

r
— t; je doba do poruchy, nebo doba do ukonceni
zkousky

— n pocet vyrobku
— 1 pocet poruch



5.2 Exponencialni rozdéleni

e Zjisténi parametru exponencialniho rozdéleni
e EX=expfit(x,alpha,cens,freq)
— EX vypoctena stredni hodnota

— X doba, kdy doslo k poruse, nebo ukonceni zkousky

— alpha vysveéetleno v kapitole 8, zadavejte 0.05
(hladina vyznamnosti)

— Cens  zpusob ukonceni zkousky, O porucha, 1 ¢asem
— Freq  pocet vyskytu

* Vektory x, cens a freq museji byt stejné dlouhé.



5.2 Exponencialni rozdéleni

Mate 10 vyrobku a chcete zjistit stfedni dobu do poruchy. Zkouska probiha
1000 hodin. Za 1000 hodin se porouchalo 5 vyrobk v ¢asech 100, 200,
300, 500, 800 hodin. Po poruse nebyly nahrazeny. Zjistéte parametry
exponencialniho rozdéleni.

E(X) _ izrl t; _ 100+200+300+i00+800+5'1000 _ 69500 _ 1380 h
l=—— =1 —72.10"%p"L

E(X) 1380
Matlab:

— x=[100,200,300,500,800,1000];
— cens=[0,0,0,0,0,1]

— freg=[1,1,1,1,1,5];

— EX=expfit(x,0.05,cens,freq)

— EX =1380 hodin




5.3 Weibullovo rozdéleni

Weibullovo rozdéleni slouzi (obdobné jako exponencialni) k modelovani doby do
poruchy zarizeni. Na rozdil od exponencialniho je vSak obecnéjsi, protoze popisuje i
degradujici komponenty a tim nevyzaduje konstantni intenzitu nahodného jevu.

— Rozdéleni obsahuje dva parametry

a — parametr méritka b — parametr tvaru
Hustota pravdépodobnosti
peb=1 (L)’
f() = =€ a) ,a>0,b>0t=>0 f(t)=0,t<0

Distribucni funkce
t

b
F(t)=1—e‘(5),a>0,b>0,t20 F(t)=0,t<0

b = 1, prechazi Weibullovo rozdéleni na exponencialni.
b < 1, pro popis doby do poruchy vyrobk(, kde se projevuji €asné poruchy
b > 1, pro popis doby do poruchy vyrobk, kde se projevuji poruchy z opotrebeni.



012

01F

0.08

* 0.06

0.04

0.02

5.3 Weibullovo rozdéleni

Cim vétsi je parametr b, tim pozvolné&ji dochazi k ndstupu poruch, a naopak rychleji dochdzi k
poskozovani vyrobk( v obdobi degradace (porovnej zelenou a éervenou ¢aru)

VloZeny maly graf je hustota a distribu¢ni funkce exponencidlniho rozdéleni (Weibullovo s b=1)

hustota pravdépodobnosti

—— a:‘]U.b=2
— o=10,b=1.5
o a=1D.b=2.5

hustota pravdépodobnosti

F)

09

0.8

0.7

06

05

0.4

03

0.2

0.1

distribuéni funkce

—a=1U,b=2
m— o=10,b=15
u—ma=10'b=2'5

distribugni funkce




5.3 Weibullovo rozdéleni

e Stredni hodnota E(X)=a [F (1 T %)]
* Rozptyl _ -
D(X) = a? F(l _|_%) — ([‘(1 _|_%))2

kde I pFedstavuje gamma funkci, jedna se o
rozsireni funkce faktorial do oboru realnych cisel.

* Pro stanoveni stredni hodnoty a rozptylu
vyuzivame SW prostredku.



5.3 Weibullovo rozdéleni

* tparametr a-—parametr méritka b — parametr tvaru

 Matlab
— Distribucni funkce F=wblcdf(t,a,b)
— Hustota pravdépodobnosti f=wblpdf(t, a,b)
— Inverze distribucni funkce  x=wblinv(pravd, a,b)
— Odhad parametru a=wblfit(data)

— Stanoveni stredni hodnoty a rozptylu
[m,v]=wblstat(a,b)

— Nahodné dislo wblrnd(a,b)



5.3 Weibullovo rozdéleni

Doba do poruchy vyrobku je popsana Weibullovym rozdélenim. Byly zjistény
nasledujici doby do poruchy: t=[123,167,195,213,258,324,387,423,541,630] dni.
Zjistéte optimalni parametry Weibullova rozdéleni, vypoctéte stfedni hodnotu a
porovnejte vysledky s prikladem v kapitole 5.2.

Vysledek
>>1=[123,167,195,213,258,324,387,423,541,630]
— >> a=wblfit(t)

— a= 370.1311 2.2136 (a=370; b=2.21)
— >>[m,v]=wblstat(a(1),a(2))

— m= 327.8 stfedni hodnota

— v= 2.4469%e+04 rozptyl

Parametr b je dosti odlisSny od 1, u vyrobkd dochazi k degradaci a pro popis doby do
poruchy je vhodnéjsi popis Weibullovym rozdélenim. Stfedni doba do poruchy je 328
dni.

Jedna z uloh statistiky je stanovit, zda parametr b je natolik odlisny od 1, Ze je vhodné
pro popis doby do poruchy pouzit Weibullovo rozdéleni. Re$eno v kapltole 8.



5.3 Weibullovo rozdéleni

ZjiSténi parametrt Weibullova rozdéleni pro data o poruchach
vyrobk, kde zkouska je ukoncena bud poruchou, nebo ¢asem

— t; je doba do poruchy, nebo doba do ukonceni zkousky
— n pocet vyrobku
— 1 pocet poruch

par=wblfit(x,alpha,cens,freq)

par
X
alpha

Cens
Freq

vypoctené parametry Weibullova rozdéleni
doba, kdy doslo k poruse, nebo ukonceni zkousky

vysvetleno v kapitole 8, zadavejte 0.05
(hladina vyznamnosti)

zpusob ukonceni zkousky, O porucha, 1 casem
pocet vyskyt(

Vektory x, cens a freq museji byt stejné dlouhé



5.3 Weibullovo rozdéleni

 Mate 10 vyrobku a chcete zjistit parametry Weibullova rozdéleni.
Zkouska probiha 1000 hodin. Za 1000 hodin se porouchalo 5
vyrobkl v ¢asech 100, 200, 300, 500, 800 hodin. Po poruse nebyly
nahrazeny. Zjistéte jeho parametry.

 Matlab:
— x=[100,200,300,500,800,1000];
— cens=[0,0,0,0,0,1]
— freg=[1,1,1,1,1,5];
— a=wbilfit(x,0.05,cens,freq)

— a(1)=1378.8
— a(2)=1.0017
— Parametry W. r. jsou:
a=1378, b=1.0017




5.4 Erlangovo (Gamma) rozdéleni

Popisuje v Poissonové procesu dobu do k-té poruchy.
— Je odvozeno z exponencialniho rozdéleni

— Obsahuje dva parametry:
* 1/lambda — stfedni doba do poruchy
* k—k-ty pocet poruch
— FUStOtL)J pravdépodobnosti Ize ziskat konvoluci exponencialnich rozdéleni
slozité

Hustota pravdépodobnosti

_ar (A1
f(t) = Ae ’“((kz—l)!,tzo f=0,t<0

DistribucCni funkce

F(t) =1—e Mt yks 1“1_? t>0 F(t)=0,t<0
Strednihodnota  E(X) =&
Rozptyl D(X) =

>a|,¢>»|



5.4 Erlangovo (Gamma) rozdeéleni

* tparametr k — kolikata udalost

vy 1
 b—parametr méritkab = P

e Vypocet v Matlabu

— Distribucni funkce F=gamcdf(t,k,b)

— Hustota pravdépodobnosti f=gampdf(t, k,b)

— Inverze distribucni funkce x=gaminv(pravd, k,b)
— Odhad parametru k,b]=gamfit(data)

— Stanoveni stfredni hodnoty a rozptylQ
'm,v]=gamstat(k,b)

— Nahodné cislo gamrnd(k,b)




5.4 Erlangovo (Gamma) rozdéleni

e Pr. Stredni doba do poruchy nedegradujiciho
zarizeni je 1000 hodin. Urcete
pravdepodobnost, ze doba do 10. poruchy
bude kratsi nez 8000 hodin.

* Pravdépodobnost se vypocte: F=gamcdf(t,k,b)

* P=gamcdf(8000,10,1000)

. P=0.2834
e S pravdépodobnosti 28.3 % bude doba do 10.
poruchy kratsi nez 8000 h.



5.5 Normalni rozdéleni

Casto je oznacovano jako Gaussovo rozdéleni

Jedna se o nejpouzivanéjsi pravdépodobnostni
rozdéleni.

Pouziti pro popis nahodnych veliCin, které |ze
interpretovat jako sumarni vysledek mnoha
nepatrnych a vzajemné nezavislych vlivu.

Za urcitych podminek lze pomoci normalniho
rozdéleni aproximovat radu jinych spojitych i
nespojitych rozdéleni.



5.5 Normalni rozdéleni

* Normalni rozdéleni ma dva parametry
— u —stredni hodnota
— 02 —rozptyl

— Il Pozor v SW matlab se zadava odmocnina z rozptylu
— smeérodatna odchylka.

e Jestlize data jsou z normalniho rozdéleni, tak
zapisujeme N (u, 62)
* Normalni rozdéleni je natolik vyznamné, ze jeho:

— stredni hodnotu oznacujeme U

— rozptyl g’



5.5 Normalni rozdéleni

Hustota pravdépodobnosti

£ @) o
xX) = e 20
oV 21
Distribuc¢ni funkce
—(t—p)?*
F(x) = e 202 dt

0\/_

— Hustotu pravdépodobnosti nelze analyticky mtegrovat, proto se vyuziva softwaru, ktery ma
tuto funkci implementovanu.

— Historicky, v dobach kdy nebyla funkce implementovana v pocitaci, se pouzivaly tabulky a
transformace normalniho rozdéleni na normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 0 a rozptylem
1. (tzv. normované normalni rozdéleni)

Stredni hodnota E(X)=u

Rozptyl D(X) = o*

Sikmost a=0 rozdéleni je symetrické
Spicatost b=3

— Spicatost mdze nabyvat pouze nezapornych hodnot, proto se ¢asto od vysledku ode&ita 3, aby
Spicatost normalniho rozdéleni byla nulova.



5.5 Normalni rozdéleni

/meéna stredni hodnoty posune hustotu rozdéleni, bez
zmeny jejiho tvaru

Zmeéna smérodatné odchylky zvétsi/zmensi hustotu
rozdéleni, bez zmeény stredni hodnoty

hustota pravdépodobnosti
04r

=0, sigma=1
m— mu=0,sigma=5
|| =2 sigma=1
|| — =2 sigma=5

0.35F

03F

0251

fi(x)

02F

0.15F

01F

0.05F




5.5 Normalni rozdéleni

X parametr
u — stredni hodnota
o — smerodatna odchylka, pozor nezadava se rozptyl

Matlab

— Distribucni funkce F=normcdf(x, u, o)

— Hustota pravdépodobnosti f=normpdf(x, u, o)

— Inverze distribucni funkce x=norminv(pravd, u, o)

— Odhad parametrd [, o]=normfit(data)

— Stanoveni stredni hodnoty a rozptyl( [, o]l=normstat(u, o)

— Nahodné Cislo normrnd(u, o)



5.5 Normalni rozdéleni

* Pl.1: Vygenerujte 100 hodnot z normalniho rozdéleni s parametry mu=5,
sigma=4.
— >>x=normrnd(5,4,1,100);

e Pr. 2: Mate namérena data
x=[1.34,1.36,1.42,1.44,1.45,1.48,1.52,1.57,1.57,1.59], zjistéte

— a) parametry rozdéleni,
— b) pravdépodobnost, Ze namérena data budou mensi nez 1;
— c¢) pravdépodobnost, Ze data budou v intervalu <1.3,1.6>.

— Vypocet
— >>x=[1.34,1.36,1.42,1.44,1.45,1.48,1.52,1.57,1.57,1.59]
— a) [mu,sigma]=normfit(x)

mu = 1.4740
sigma = 0.0880
— b) pl=normcdf(1,a,b) Pravdépodobnost je extrémné mal3, protoze 1
pl= 3.55e-08 se ani zdaleka nepfriblizuje nejmensimu Cislu
— ¢) p2=normcdf(1.6,a,b)-normcdf(1.3,a,b)
p2 = 0.9000 Pravdépodobnost je vysoka, protoze vsechna

namérena data jsou mezi (1.3,1.6)



5.6 Normované normalni rozdéleni

* Normované normalni rozdéleni je specialni
pripad normalniho rozdéleni, kdy stredni
hodnota u = 0 a rozptyl 6% = 1.

* Normované normalni rozdéleni se vyuziva pro:

— 1) jednoduchy prevod z normalnich rozdéleni a
jejich vzajemné porovnavani.

— 2) funkce je tabelovana a lze pomoci ni provést
vypocet distribucni funkce s obecnymi parametry.

— 3) velky vyznam zejména ve statistice.



5.6 Normované normalni rozdéleni

Hustota pravdeépodobnosti:
2

1 =z
f(Z)=\/T—7T€ 2

Distribucni funkce:
_t2
F(z) = j
N
Hustota pravdépodobnosti normovaného
normalniho rozdéleni je nékdy oznacovana @(z).

Distribucni funkce normovaného normalniho
rozdéleni je nékdy oznacovana O(z)



5.6 Normované normalni rozdéleni

e Normovani normalniho rozdéleni

— N&hodna veli¢ina X = N(u, 02) lze pretransformovat na
nahodnou veli¢inu Z = N(0,1) pomoci transformace
A
o
e K transformaci dat na normované normalni rozdéleni
se pouziva vyse uvedené transformace, a vysledek se
nazyva z-skore.

0.4r

035

025F

0.05F




Distribuc¢ni funkce normovaného normalniho
rozdéleni ©(x) pro = > 0

5.6 Normovaneé 1 e

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

V4 V4 \"4 V4
n O r m a n I rOZ e e n I 0,0 | 0,500 | 0,504 | 0,508 | 0,512 | 0,516 | 0,520 | 0,524 | 0528 | 0,532 | 0,536
0,1 | 0,540 | 0,544 | 0,548 | 0,552 | 0,556 | 0,560 | 0,564 | 0567 | 0,571 | 0,575
0,2 | 0,579 | 0,583 | 0,587 | 0,591 | 0,595 | 0,599 | 0,603 | 0,606 | 0,610 | 0,614

03 | 0618 | 0,622 | 0,626 | 0,629 | 0,633 | 0,637 | 0,641 | 0644 | 0,648 | 0,652
Tabu|ka uvadl hodnotu dlstrlbucnl 04 | 0,655 | 0,659 | 0,663 | 0,666 | 0,670 | 0,674 | 0,677 | 0681 | 0,684 | 0,688

funkce (Oznaéujeme @) normovaného 0,5 | 0,691 | 0,605 | 0,698 | 0,702 | 0,705 | 0,709 | 0,712 | 0,716 | 0,719 | 0,722

0,6 | 0,726 | 0,729 | 0,732 | 0,736 | 0,739 | 0,742 | 0,745 | 0,749 | 0,752 | 0,755

normalnlho rOZdeIem 0,7 | 0,758 | 0,761 | 0,764 | 0,767 | 0,770 | 0,773 | 0,776 | 0,779 | 0,782 | 0,785
S|OU pec dI"Uhé desetinné mI,StO 0.8 | 0,788 | 0,791 | 0,794 | 0,797 | 0,800 | 0,802 | 0,805 | 0,808 | 0,811 | 0,813
o 09 | 0,816 | 0,819 | 0821 | 0,824 | 0,826 | 0,829 | 0,831 | 0,834 | 0,836 | 0,839
Radek Celé éllslo ad prvnll desetinné 1.0 | 0.841 | 0,844 | 0,846 | 0.848 | 0,851 | 0,853 | 0,855 | 0858 | 0,860 | 0,862
mI'StO 1,1 | 0,864 | 0,87 | 0,869 | 0,871 | 0,873 | 0,875 | 0,877 | 0879 | 0,881 | 0,883

1,2 | 0,885 | 0,887 | 0,889 | 0,891 | 0,893 | 0,894 | 0,896 | 0,898 | 0,900 | 0,901
V tabulce z pouze kladné, ® > 0.5 1.3 | 0903 | 095 | 0907 | 0,908 | 0,910 [ 0911 | 0913 [ 0915 | 0,916 | 0918

1.4 | 0919 | 0921 | 0,922 | 0,924 | 0925 | 0,926 | 0928 | 0929 | 0,931 | 0,932
1.5 | 0,933 | 0934 | 0,936 | 0,937 | 0938 ]| 0,939 | 0941 | 0942 | 0,943 | 0,944

zzéporné => zjistime@prozkladnéa 1.6 | 0,945 | 0946 | 0,947 | 0,948 | 0949 | 0,951 | 0,952 | 0953 | 0,954 | 0,954

v 7 v s 1,7 [ 0955 | 0956 | 0,957 | 0,958 | 0,959 | 0,960 | 0961 | 0962 | 0,962 | 0,963
SkUtecne 8_1_®OdeCteneZtabUIky 1.8 | 0,964 | 0,965 | 0,966 | 0,966 | 0,967 | 0,968 | 0,969 | 0969 [ 0,970 | 0,971

®<05=> vypoéteme 1- ® 3 hleddme 19 | 0971 | 0972 0,973 | 0,974 | 0,974 | 0975 | 0976 | 0,976 | 0977

v,I v s t b I Sk t v 7 _ 2,0 1 0,977 | 0,978 | 0,978 | 0,979 | 0,979 | 0,980 | 0,980 | 0981 | 0,981 | 0,982
prls usne z v tabuice. utecne z =-z 2.1 | 0,982 | 0,983 | 0983 | 0,983 | 0,984 | 0984 | 0,985 | 0,985 | 0,985 | 0,986

odecCtené z ta bulky 22 | 0986 | 0986 | 0,987 | 0,987 | 0,987 | 0,988 | 0,988 | 0,988 | 0,989 | 0,989
23 | 0989 | 0,990 | 0,990 | 0.990 | 0,990 [ 0,991 | 0991 [ 0991 | 0991 [ 0,992
24 | 0992 [ 0,992 | 0992 | 0,992 | 0993 | 0,993 | 0,993 [ 0993 | 0,993 [ 0,994

p‘r’-: Z=1.92 @ =0973 2.5 ] 0,994 | 0,994 | 0,994 | 0,994 | 0,994 | 0,995 | 0,995 | 0995 | 0,995 [ 0,995
y 2.6 | 0,995 | 0,995 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0996 | 0,996 | 0,996
Pf:@=0.90 Z=1.28 2.7 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0997 | 0,997 | 0,997
v, o__ _ _ 2.8 | 0,997 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998
Pr: z=-1.92 @ =1-0.973=0.027 29 | 0,998 [ 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,999 | 0,999 | 0,999
P‘r’-: @:0_10:1_0.9 Z=-1.28 3.0 | 0,999 | 0999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0999 | 0,999 | 0,999

3.1 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999
3.2 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999
33 | 1,000 | 1,000 | 1,000 § 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1.000 | 1,000




5.6 Normované normalni rozdéleni

e ZpUsob vypoctu s tabulkami

— Nah.vel. X Z Z
N(u,0%) © N(0,1) < tabulky
— Zjistime  F(x) 0(z) 0(2)

* Prevedeni libovolného normalniho rozdéleni
na hormované normalni rozdéleni:
X_
7 =="F X =zo + L.

o



5.6 Normované normalni rozdéleni

Pr. Stredni hodnota je 5 a vite, Ze 90 % dat je mensSich nez 8. Zjistéte
pravdépodobnost, Ze data budou vétsi nez 10. Data jsou z
normalniho rozdéleni.

Zname X:N(u,0%) = N(5,0%)
90% dat je mensich nez 8
Nezname rozptyl, proto nelze pouzit funkci v Matlabu.

Zacheme z normovaného normalniho rozdéleni. 90 % kvantilu
odpovida: z=norminv(0.9,0,1)=1.2816. 90 % dat je vzdaleno 0 1.28 ¢
od stredni hodnoty

Prevedeme na normalni rozdéleni a zjistime smérodatnou odchylku

X=z0c+Uu
Sl Y
CT T T128  “

Urcime pravdépodobnost, ze data budou véetsi nez 10
— P=1-normcdf(10,5,2.34)=1.63 %



5.6 Normované normalni rozdéleni

Pl. Data jsou z normalniho rozdéleni s parametry u = 5 a

o = 3. Vypoctéte z-skore pro nasledujici data:
x=[-2,0,2,4,5,6,8,10,12].

Vypoctete pravdepodobnost, ze namérena data jsou mensi

nez vyse uvedené hodnoty.

— >>x=[-2,0,2,4,5,6,8,10,12]

— >> zskore=(x-5)./3

— zskore = -2.3333 -1.6667 -1.0000 -0.3333 0 0.3333
1.0000 1.6e667 2.3333

— >> pravd=normcdf(x,5,3)

— pravd= 0.0098 0.0478 0.1587 0.3694 0.5000 0.6306
0.8413 0.9522 0.9902



5.6 Normované normalni rozdéleni

* Vypoctéte pravdépodobnost, Ze namérena data z normalniho rozdéleni jsou v rozmezi
(u—o,u+o),{u—20,u+20);{u—30,u+30)al{u—40,u+40).
» Jakékoliv normalni rozdéleni Ize pretransformovat na normované normalni rozdéleni.

_ 7 =XH
g
— (u—o,u+o) 7=ETF_—_1 >> pl=normcdf(1,0,1)-normcdf(-1,0,1)
pl= 06827
- (I,l - 20-, u + 20) p2 = 0.9545 04Hustota pravdépodobnosti normovaného normalniho rozdéleni
— {(u—30,u+ 30) p3= 0.9973 Y .
— (u—4o,u+ 40) p4d = 0.9999

o
w

°
N
3

 Casto se vyuziva pravidlo 60, které fika, ze v daném
intervalu je 99.73 % namérenych dat. (data musi byt z
normalniho rozdéleni)

» Znalosti pravdépodobnosti intrvall (u — o, u + o);
(U —20,u+ 20);{(u—30,u+ 30) lze vyuiit pro
rychlé odhady spravnosti vypoctu

o
-
o

68,27 %/

Hustota pravdépodobnost f(z)
o
N

o
-

o
(=
o

(=}
'

PR R
Z 95.45 %

o
£
<

99.73 %




5.6 Normované normalni rozdéleni

* Pro normalni rozdéleni plati, ze vzdalenostem o
zo odpovida hodnota distribucni funkce:

—40P=0.0000317

—30P=0.00135

—20P=0.02275

—10P=0.159

Oc

P=0.5 z=0
P=0.2 z=-0.8416
P=0.1 z=-1.282
P=0.05 z=-1.645
P=0.02 z=-2.054
P=0.01 z=-2.326

S jistou mirou nepresnosti plati i pro symetricka rozdéleni

4o
30
20
lo
P=0.500

P=0.9999683
P=0.99865
P=0.97725

P=0.841

P=0.8
P=0.9
P=0.95
P=0.98
P=0.99

z=0.8416
z=1.282
z=1.645
z=2.054
2=2.326

Hustota pravdépodobnost f(z)

0.4

035

R I i

Hustota pravdépodobnosti normovaného normalniho rozdéleni

0.135 %
2.275%
159 %
50%
84.1%

97.725%
99.865 %




5.7 Logaritmicko-normalni rozdéleni

* Logaritmicko-normalni rozdéleni vznikne, jestlize
nahodnou velicinu X s normalnim rozdélenim

transformujeme na Y = e?.

— Pouziti pro popis nahodnych velicin, které lze
interpretovat jako multiplikativni vysledek mnoha
nepatrnych a vzajemné nezavislych vlivu.

— Jestlize data jsou z logaritmicko-normalniho rozdéleni,
tak zapisujeme LN (i, 0%)
e (Casto data zlogaritmujeme a potom se k nim
chovame jako z normalniho rozdéleni.

— Poznamka z vlastni zkusenosti — pomaha to s
prehlednosti dat



5.7 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Hustota pravdépodobnosti

—(In x—p)*
fx) = e 202 ,x>0
XoV 21 )
Stfedni hodnota E(X)=et"z
Rozptyl D(X) = g2Ht0o* (e”2 - 1)

Rozdéleni je znacné nesymetrické: a = (e“z + 2)\/602 —1




5.7 Logaritmicko-normalni rozdéleni

°* X parametr

* u—stredni hodnota norm. rozdéleni o —smeérodatna odchylka
norm. rozdéleni

 Matlab:
— Distribucni funkce F=logncdf(x, u, o)
— Hustota pravdépodobnosti f=lognpdf(x, u, o)
— Inverze distribucni funkce x=logninv(pravd, u, o)
— Odhad parametrd [, o]=lognfit(data)

— Stanoveni stredni hodnoty a rozptyl(
(1, o]=lognstat(u, o)
— Nahodné cislo lognrnd(u, o)



5.7 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Primérnad velikost zrn pisku je 0.5 mm. Je popsana log-normalnim rozdélenim.
90 % zrn ma mensi prameér nez 0.8 mm. Urcete pravdépodobnost, Ze zrno bude
mensi nez 1.2 mm

Data jsou z log normalniho rozdéleni, |épe se pracuje s jeho logaritmem, proto
znama data zlogaritmujeme

— PrUmérna velikost zrn -3.301
— 90 % zrn je menSich nez -3.0969
— Chceme znat kolik procent zrn je mensSich nez 1.2 mm -2.9208

Stredni hodnota je -3.301

Smérodatnou odchylku nezndame, ale vime ze 90 % je mensich nez -3.0969
Zjistéte pravdépodobnost, Ze data budou mensi nez -2.9208

Postupujeme dale viz priklad z kapitoly 5.6

— 90 % kvantil normovaného normalniho rozdéleni odpovida: z=norminv(0.9,0,1)=1.2816.
— 90 % dat je vzdaleno 0 1.28 o od stfedni hodnoty

— Prevedeme na norm(élnl' ro)zdélem’ a zjistime smérodatnou odchylku
X— —3.0969—(-3.301
c="t= — = 0.1595

Z
— Urcéime pravdépodobnost, Ze nah. veli¢ina bude mensi nez -2.9208
— P=normcdf(-2.9208,-3.301,0.1595)=99.14 %

— 99.1 % zrn je mensich nez 1.2 mm.



5.8 Graficke oveéreni, ze data pochazi z
urcitého spojitého rozdéleni

5.8.1 Empiricka distribucni funkce

5.8.2  Weibulltv pravdépodobnostni papir
5.8.3 Normalni pravdépodobnostni papir
5.8.4  Obecny pravdépodobnostni papir
5.8.5 QQplot

5.8.6 Krabicovy graf



58.1 E

mpiricka distribucni funkce

* Empirickou distribucni funkci lze pouzit:
— Odecteni kvantild nahodné proménné
— Oveéreni, zda data mohou byt z urcitého rozdéleni

e Ziskani empi

rické distribucni funkce

— 1) setrfidime namérena data od min po max.

—2)F(x) =4

[ 0,x < xq
i

1,x > x,

— 3) empirickou distribucni funkci graficky zobrazime

e Matlab

ecdf(x)



5.8.1  Empiricka distribucni funkce

* Pr. Vygenerujte 10 dat z normalniho rozdéleni s parametry
u =75,0% = 4 avykreslete empirickou distribuéni funkci.
— >>x=normrnd(5,2,1,10)
— x= 4.63 6.07 4.24 7.25 5,70 7.87 4.52 4.19 9.00 1.85
— >> ecdf(x)

09F

08

07t
06}
=05t
L
0.4F
03f
02+t

01F




5.8.2 Weibulltv pravdépodobnostni

papir

 Umoznuje opticky urcit, zda data
mohou pochazet z exponencialniho
nebo Weibullova rozdéleni

e Zakladni princip:

Na vodorovné ose se zadavaji Casy
udalosti / namérené hodnoty

Na svislé ose se zaznamenava
pravdépodobnost hypotetické
distribucni funkce

Krfizky oznacuji namérené hodnoty
Cervena Cara predstavuje proloZeni
krizk( primkou.

Podle sklonu a polohy ¢ervené ¢ary
|ze zjistit parametry daného rozdéleni
Krizky lezi v blizkosti Cervené Cary —
data pochazeji z daného rozdéleni
KFizky netvofi primku (tvar S,
konkavni nebo konvexni funkce) data
nelze prolozit danym typem rozdéleni

 Matlab wblplot(data)

Pravdépodobnost

0.99

0.96
0.90

0.74

0.50

0.25

0.10

0.05

0.02

0.01 1-----;

Weibulliv pravdépodobnostni papir

Cas udalosti



5.8.2 WeibullGv pravdépodobnostni
papir

* Princip exponencialniho papiru (zjednoduseni
Weibullova)
— Z distribu¢ni funkce F(t) = 1 — e *wvyjadrit ¢as t jako
funkci F(t).
— F;(t) je teoreticka distribu¢ni funkce, ktera se vynasi na
svislou osu (svisla osa je nelinearni)
e_/lt — 1 — Ft(t)
At = —In(1 — F;(t))
. —In(1 — F:(t))
a A
— Jestlize distribu¢ni funkce F (t) zjisténa z dat je blizka
teoretickeé distribucni funkci, potom data pochazi z
exponencialniho rozdéleni




5.8.2 Weibulltv pravdépodobnostni
papir

(1)(-1-)| SRR g
(AL o A

Matlab funkce: wblplot(data) =

050F---

Weibull Probability Plot

D25 it Pl e

% horni obrazek, data z Weibullova
rozdéleni

data=wblrnd(50,1.5,100,1); P S 1
wblplot(data) oyl =
wblfit(data) Sl i it

Probability

VT SIS

005k e R e i : -

% levy dolni obrazek
% data nejsou z Weibullova rozdéleni  oep
data=normrnd(50,20,100,1); o
wblplot(data) o0
whblfit(data) 5 o

010k e

Weibull Probability Plot

I 099}
075}

o10f-

Probability
Probability

0osf 0.05

% pravy dolni obrazek e
% data nejsou z Weibullova rozd&leni oot oo DT | 5
data=unifrnd(30,70,100,1); SN (REEEI | N T _— e
wblplot(data)
wblfit(data)

b

0o1h-




5.8.3 Normalni pravdepodobnostni
papir

* Obdobny princip jako WeibullGv
pravdepodobnostni papir

— Matlab: normplot(data)
data=normrnd(50,20,100,1);

normplot(data) 099}
098}

normfit(data) (ER

090}
0.75}:

050 F:

Probability

0.25F:

0A0f:
005 f:
AL
o1

0.003 k-




5.8.4 Obecny pravdépodobnostni papir

* Pravdéepodobnostni papiry i pro dalsi rozdéleni
— Matlab funkce: probplot(typ rozdéleni,data)
— Umoznuje vypocet pro nasledujici typy rozdeéleni:

e Exponencialni ‘exponential’
* Lognormalni ‘lognormal’
* Normalni ‘normal’

* Weibullovo ‘weibull’

— Pr: probplot('lognormal’,data)



5.8.5 QQ plot

* QQ plot umoznuje stanovit,
zda data pochazi z

120

normalniho rozdéleni.

mple

80

— Vodorovna osa — teoretické z-
skore normovaného
normalniho rozdéleni

60|

Quantiles of Input Sa

— Svisld osa — nameérena data S —

Standard Normal Quantiles

— Matlab funkce: ggplot(data)

* Jestlize data jsou na primce,
jsou z normalniho rozdéleni



5.8.5 QQ plot

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal

Vysled ky: .
Normalni rozdéleni i A
il A
primka " P

ﬁf Data z Weibullova rozdéleni

- M data=exprnd(50,100,1);
Lo+ ++ : qgplot(data);

i

— Normalni rozdéleni s odlehlymi daty
primka s koncovymi daty mimo

o

Quantiles of Input Sample
@
o

v, N Exponencidlni rozdéleni: Sikmost =2 S3picatost=6
tuto prlmku o - Normalni rozdélent: Sikmost=0 3$picatost = 3
— Kladna sikmost dat - e
konvexnl’ tvar Standard Normal Quantiles
— Zdaporna Sikmost dat
kon kévnll tva r 66 QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
— VysSi Spic¢atost neZ ma normalni Ny
rozdéleni .
* konkavni a pak konvexni tvar -
— NiZ3i $pi¢atost nez md normalni <o _
v ’ 8 Data symetricka s vyssi Spicatosti (Spicatost je 6)
rOZdeler“ § 200 datal=exprnd(50,10000,1);
e konvexni a pak konkavni tvar © data2=-exprnd(50,10000,1); data=[datal;data2]
v . wgr qqgplot(data);
* Jevidét, pokud data maji nulovou nebo

skoro nulovou Sikmost B » 4 4 § Bt a =

Standard Normal Quantiles



5.8.6 Krabicovy graf

Krabicovy graf se vyuziva pro rychlé

zobrazeni:
— Medianu -
s V4 o | [ ] —_— odle e.: )
— Dolniho a horniho kvartilu pozorovéni
113_ T D E— max’

— Minima a maxima
— Odlehlych dat.

Lze stanovit T 9
. O 44—  horni kvartil
— Velikost rozptylu — z | s
interkvartilového rozpéti _ r < —
- Symetr“ 73+ +— dolni kvartil

e Shoda priméru a medianu
* Rozdil xq 75 — Xo5 ® X5 — X025

Matlab — bOXp'Ot(X) 53-_ - «——  mir




5.8.6 Krabicovy graf

* Pfivice ndhodnych vybéru lze pomoci krabicového
grafu stanovit trend strednich hodnot a velikost

rozptylu.
* boxplot(x,y)
— X vektor nameéerenych hodnot
—y vektor k jakému meéreni hodnoty patri

* Pf: x=[1,2,3,4,5,6,7, 8,9,10]

Krabicovy graf pro 2 méreni

v=1,1,1,1,1,1,1, 2,2,2]

15

; I

Naméfené hodnoty

Stredni hodnota prvniho vybéru je mensi nez druhého
Rozptyl prvniho vybéru je vétsi nez druhého

- ~N w R w (=2} ~ o o

Méreni 1a 2



5.9 Zakladni prikazy v matlabu/octave

Rovnhom. Exponenc. | Weibull. Erlang. Normalni Lognorm.
rozdéleni rozdéleni rozdéleni rozdéleni rozdéleni rozdeleni
Distribu¢ni | unifcdf expcdf wblcdf gamcdf normcdf logncdf
funkce
Hustota unifpdf exppdf wblpdf gampdf normpdf lognpdf
pravdép.
Inverzni unifinv expinv wblinv gaminv norminv Logninv
Funkce
Odhad unifit expfit wblfit gamfit normfit lognfit
parametrd
Stred hod. | unifstat expstat wblstat gamstat normstat lognstat
a rozptyl
Nahod. unifrnd exprnd wblrnd gamrnd normrnd lognrnd

Cislo




5.9 Zakladni prikazy v matlabu/octave

* Empiricka distribucni funkce ecdf
* Weibulltiv pravdépodobnostni papir wblplot
 Normalni pravdépodobnostni papir normplot

* Obecny pravdépodobnostni papir probplot

* QQ plot qgplot
* Krabicovy graf boxplot



6 Vybérové charakteristiky

6.1 Vybérové charakteristiky
6.2 Vybérovy prumeér

6.3 Limitni véty

6.4 Rozdil vybérovych prumeru
6.5 Relativni Cetnost

6.6 Rozdil vybérovych cetnosti
6.7 Spojita rozdéleni uzivana ve statistice



6.1 Vybérové charakteristiky

* Pravdépodobnost
— Pravdépodobnost kazdého jevu je predem dana a je neménna — konstantni
hodnota
* PF. Hod minci 50 % orel, 50 % panna
* Pravdépodobnost vyhry v sdzkovych hrach

— Vysledek — pravdépodobnost, Zze v 10 nahodnych pokusech nastane uspéch
praveé k-krat

— Charakteristiky: stredni hodnota, rozptyl, smérodatna odchylka, median,
pravdépodobnost

e Statistika

— Pravdépodobnost Uspéchu jevu se snazime zjistit za pomoci namérenych dat —
stochasticka hodnota

* Stfedni doba do poruchy n vyrobkid — méfime dobu do poruchy a z dat vypocteme stfedni
hodnotu. U jiného souboru shodnych vyrobk( obdrzime odlisné vysledky.

s Prdmérny plat 20 pracuijicich v CR.
— Obdrzime vybérové charakteristiky nahodnych velicin

* Vybérova stredni hodnota, vybérovy rozptyl, vybérova smérodatna odchylka, vybérovy
median, relativni ¢etnost



6.1 Vybérové charakteristiky

Pravdépodobnost Statistika
Stiedni hodnota E(X), u  Vybérovy primér X
Rozptyl D(X), o2 Vybé&rovy rozptyl s

Smeérodatna odchylka o
Vybérova smérodatna odchylka s

Pravdépodobnost jevum  Relativni Cetnost p
Median x; ¢ Vybérovy median X, ¢



6.1 Vybérové charakteristiky

* Priklad:
— 1) Zeptejte se 10 lidi zda preferuji ¢aj nebo kavu. Obdrzite
néjakou relativni Cetnost p;.

— 2) Zeptejte se 1000 lidi na stejnou otazku. Opét obdrzite
néjakou relativni ¢etnost p,.

— 3) Nechme hlasovat viechny lidi v CR na stejnou otazku,
obdrzime pravdépodobnost jevu 7.

e QOtazka:

— Bude se (obecné) vice odliSovat od pravdépodobnosti jevu
7 relativni Cetnost p4, nebo relativni cetnost p,?

— Pravdépodobné se vice bude odlisovat relativni cetnost p4,
protoze se ptame malého mnozstvi lidi a bude zde velky
rozptyl vysledku od skutecnosti.



6.2 Soucet nahodnych velicin a
V 4 \Y4 V 4 o \Y4
vybérovy prumer

Vlastnosti stredni hodnoty a rozptylu nezavislych

nahodnych velicin

- EQ, X)) =X, E(X)) vysledna stfedni hodnota je dana
souctem nezavislych strednich hodnot
nahodnych veliCin

— D(2; X;) = 2; D(X;) vysledny rozptyl je dan souctem
rozptylU nezavislych ndhodnych velicin

— E(aX) = aE(X) vynasobeni ndhodné veliciny
konstantou, se vysledna stredni
hodnota také vynasobi konstantou

— D(aX) = a’D(X) vynasobeni ndhodné veli¢iny

konstantou a, se vysledny rozptyl
vynasobi a?.



6.2 Soucet nahodnych velicin a
vybérovy prumer
© EQuX) =2 E(X)) D(X; Xi) = 2 D(X;)
e E(aX) =aE(X) D(aX) = a’D(X)

e Qvéreni na prikladu

— Pravdépodobnost uspéchu v 1 tahu je p a Ize popsat alternativnim rozdélenim
* E(X) =p; DX)=p-(1—-p)
— Pravdépodobnost, ze budu uspésny prave k krat v n tazich lze popsat
binomickym rozdélenim.
« EX)=n"p; DX)=n-p-(1-p)
* Hody jsou vzajemné nezavislé

* Stfedni hodnota u binomického rozdéleni je n krat vyssi nez u alternativniho. Stejné tak
pro rozptyl.

— Chceme znat rozdéleni vybérového primeéru, tj. mame n tahd (pokusi) a k
krat jsme byli Uspésni. Chceme odhadnout pravdépodobnost uspéchu v

primérném tahu (nasobime —) a jak moc se mlUzeme zmylit (rozptyl).
X\ _np _ X\ _npQ-p) _ pQ-p)
- E(@)=2 = b(5) =224 -

n n n n2 n




\Y4 V 4 V4 o Ve
6.2 Soucet nahodnych velicin a
V 4 A4 V 4 (o] \4
vybérovy prumer
 Priklad 2
* Doba do poruchy vyrobku je popsana exponencialnim rozdélenim a je 10000
hodin, tj. A = 10~ *h~1.
— Pro exponencidlni rozdéleni plati, Ze:
+ E(X) =2=10000" D(X) = 35 = 10%h2
— Doba do 5. poruchy (poruchy se vzajemné neovliviuji, jsou nezavislé) vyrobku by méla byt:
* EQi X)) =X;E(X;) = 50000 h
« DX X)=Y;D(X;)=5"108h?

. 10-% Hustota pravdépodobnosti doby do 1. a 5. poruchy

1.2 ]

 Doba do paté poruchy je popsana Erlangovym

doba do 1. poruchy

doba do 5. poruchy

=

5

rozdélenim, které ma:
== 50000 h

— Stfedni hodnotu E(X) =
5

—  Rozptyl DX)=5=5=5" 108h?
— Smérodatnd odchylka o(X) = 22300 h
* Poznamka: vSimnéte si, Zze rozdéleni doby do 5.
poruchy se stava vice symetrictéjsi nez do 1.

poruchy (exponencialniho rozdéleni).

e
(=4}

|amlw

o
(=2}

hustota pravdépodobnosti f(x)
=}
F-N

<
N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Doba do poruchy [h] <104

o
o



6.2 Soucet nahodnych velicin a
vybérovy prumer

Pokracovani prlkladu 2: Doba do poruchy vyrobku je popsana exponencialnim
rozdélenim a je 10000 hodin, tj. A = 10~ *h~1.

— Pro exponencialni rozdéleni plati, Ze:

E(X) =% = 10000 h D(X) = = = 108h?
— Doba do 5. poruchy (poruchy se vzajemné neovllanJl, jsou nezavislé) vyrobku by méla byt:
- E(X,X;) = 50000 h D(Z;X;) =5 - 108h?

Jak bude rozdélena stredni doba do poruchy?

— Strfedni doba do poruchy se vypocéte ==— e -, kde t; jsou doby do poruchy a n je pocet poruch
— Ze znalosti vlastnosti stfedni hodnoty pIat| E(aX) = aE(X)
— Ze znalosti vlastnosti rozptylu plati : D(aX) = a?D(X)

Stredni doba do poruchy zjisténa z 5 poruch bude mit:
- E (%X) = %E(X) = 2999 _ 10000 hod (porovnej pro 1 vyrobek je to 10000 hod)
— Rozptyl tohoto odhadu bude:
- D (%X) = —D(X) = 519 _ 0.2 108 hod? (porovnej pro 1 vyrobek je to 108 hod?)




6.2 Soucet nahodnych velicin a
vybérovy prumer

Zobecnéné: Méjme nahodny vybér X4, X5, ... X;; z nahodné veliciny
X s distribucni funkci F(x). Oznacme uy stredni hodnotu a gy
smerodatnou odchylku nahodné veliCiny X;. Potom vybérovy
priamér nahodného vybéru X4, X, ... X,, rozumime nahodnou

veli¢inu: X = 1 X, majici E(X) =uxaD(X) = GX

Véta obsahUJe Jeste dalsi predpoklady: Predpokladejme dale, ze
vsechny dvojice nahodnych velicin jsou nezavislé. A ze vSechny
nahodné veliciny X; maji stejnou a konecnou stredni hodnotu i
smerodatnou odchylku.

Pochazi- I| nahodny vybeér Xl,Xz, ... X, znormalniho rozdéleni
N (uy, O'X) pak vyberovy prumeér ma normalnl rozdéleni s

parametry N(MX, n



6.2 Soucet nahodnych velicin a
vybérovy prumer

U kOI RozloZeni vibérového priméru, zékladni data z normovaného normalniho rozdéleni
: R

datal

 Generujme 16 hodnot z normovaného | — data
normalniho rozdéleni. 25| i — dat3

* datad
* Vygenerované hodnoty sectéme a jejich
soucCet vydélme 16. (obdrzime 1 realizaci z
vybérového primeéru)
* Pokus opakujme mnohokrat.
e Vytvorme hustotu pravdépodobnosti.

4R

hustota pravdépodobnosti

05k

* Totéz opakujte pro 64 a 256 hodnot.
* Obdrzime rozloZzeni vybérového priiméru. 0

RozloZeni vybérového primeéru pro (vybér je z
normovaného normalniho rozdéleni):
1 hodnota — slaba modra 16 hodnot — Cervena
64 hodnot — silnda modra 256 hodnot — zelena



6.3 Limitni véty

* 6.3.1 Zakon velkych Cisel
* 6.3.2 Centralni limitni véta
* 6.3.3 Priklady na centralni limitni vetu



6.3.1 Zakon velkych Cisel

e Jestlize vybér pochazi z normalniho rozdéleni, pak s
rostoucim rozsahem vybeéru se vybérovy prumeér
soustreduje kolem stredni hodnoty. (vlastnost
vybérového prumeéru).

* Méjme nekonecny nahodny vybér X, X,, ... z rozdelem
se stfredni hodnotou iy a konecnym rozptylem O'X, kde
X1, X5, ... jsou nezavislé nahodné veliciny. Potom plati,
e vybérovv prumér X,, vypocitany z prvnich n
pozorovani se pro n — oo blizi ke stfedni hodnoté uy.

lim [P(|X,, — ux| > €)] =0 Ve >0
Nn—o>00

— VSimnéte si, Ze ve vété se vubec nemluvi o typu rozdéleni



6.3.1 Zakon velkych Cisel

* Pravdépodobnost uspéchu nahodného pokusu je 0.75.
Tento nahodny pokus opakujeme n-krat (n je proménné).
Spoctete pravdepodobnost, ze relativni Cetnost nahodného
jevu bude pfi n pokusu mensi nebo rovna 0.7.

— n krat opakovany pokus Ize popsat binomickym rozdélenim.
— lim[P(|X,, — ux| > )] =0 Ve > 0
Nn—o>00

— binocdf(0.7*n,n,0.75)

n pravdépodobnost
10 0.4744
100 0.1495
1000 1.9359E-4
10000 6.1496E-30
100000 1.2049E-280




6.3.2 Centralni limitni véta

Soucet nahodnych velicin

Centralni limitni véta rozsifuje zakon velkych Cisel o tvrzeni, ze za urcitych

podminek Ize soucet nahodnych velic¢in, nebo vybérovy primér popsat pomoci
normalniho rozdéleni.

Méjme X; nezavislé nahodné veliCiny ze stejného rozdéleni, se stejnou stredni
hodnotou a s konecnym rozptylem. Pak soucet n ndhodnych veli¢in ma pfri
dostate¢né velkém poctu pozorovani pfiblizné normalni rozdéleni, at X; pochazi z
libovolného rozdéleni. Normalni rozdéleni ma parametry:

n
Z X;~N(n-uyn-of)
i=1

nebo pouzitim transformace na normované normalni rozdéleni
n :
i:lXi —n-u

Vn - oy

— Obvykle se za dostatecné velké oznacuji vybéry o rozsahu 30 a vétsi.

— Pro vybérové rozdéleni symetrické, unimodalni, které neobsahuje odlehla pozorovani staci
vybér o rozsahu minimalné 15 dat.

X ~N(0,1)



6.3.2 Centralni limitni véta
Vybérovy prameér

Centralni limitni véta rozsifuje zakon velkych Cisel o tvrzeni, ze za urcitych

podminek Ize soucet nahodnych velic¢in, nebo vybérovy primér popsat pomoci
normalniho rozdéleni.

Méjme X; nezavislé nahodné veliCiny ze stejného rozdéleni, se stejnou stredni
hodnotou a s kone¢nym rozptylem. Pak vybérovy primeér ma pri dostatecné
velkém poctu pozorovani pfiblizné normalni rozdéleni, at X; pochazi z libovolného
rozdéleni. Normalni rozdéleni ma parametry:

2

_ Oy
X~N —
Ux, n

nebo pouzitim transformace na normované normalni rozdéleni

X —
— X N (0,1)

X

— Obvykle se za dostatecné velké oznacuji vybéry o rozsahu 30 a vétsi.

— Pro vybérové rozdéleni symetrické, unimodalni, které neobsahuje odlehla pozorovani staci
vybér o rozsahu minimalné 15 dat.



6.3.2 Centralni limitni véta

e Qvéreni na prikladu

— Budete hazet Sestisténnou kostkou

* E(X)=3.5

o(X) = 1.708

— Budete hazet 100x a body sectete. Jaka je stfedni hodnota a jaky rozptyl.

* E(X) =350

Porovnejte , hustotu” presného

rozdéleni s normalnim rozdéleni

parametry (/,t = 350,02 = @

>)

35
3500

o
=}
()

<
=}
a2
3]

msS

hustota pravdépodobnosti f(x)
=}
=

pravdépodobnostni funkce p(x)

0.005

o(X) = 17.08

Pravdépodobnostni funkce souétu bodu pfi 100 hodech kostkou
251

presny vypocet
normalni rozdéleni

‘/, ‘»,“.‘

0
280

300 320 340 360 380 400 420
soucet bodu pii 100 hodech



6.3.2 Centralni limitni véta

Ljapunovova véeta - Soucet nahodnych velicin

Méjme X; nezavislé nahodné veliciny s konecnou stfedni hodnotou, rozptylem a
necht plati podminka vysledné symetrie ( lim (2, #a P

o B, DX
velkém poctu ma soucet nahodnych nahodnych velicin pfiblizné normalni
rozdéleni, které ma parametry:

n n n
ZXi ~N y,ui,S‘az
i=1 i=1

= 0), pak pfi dostatecné

nebo pouZitim transformace na normované normalni rozdéleni
n
X — i E(X;)
n

~N(0,1)

— Obvykle se za dostatecné velké oznacuji vybéry o rozsahu 30 a vétsi.

— Pro vybérové rozdéleni symetrické, unimodalni, které neobsahuje odlehla pozorovani staci
vybér o rozsahu minimalné 15 dat.



6.3.2 Centralni limitni véta

Ljapunovova véta - Vybérovy prameér
Méjme X; nezavislé nahodné veliciny s konecnou stfedni hodnotou, rozptylem a

necht plati podminka vysledné symetrie ( lim (2, #a P

n=eo 2?=1D(Xi)
velkém poctu ma soucet nahodnych nahodnych velicin pfiblizné normalni
rozdéleni, které ma parametry:

n
n n 2
i=1 Hi 2ij=10;
inNN( n ' n? >
i=1

nebo pouZitim transformace na normované normalni rozdéleni
TlX Zl 1:ul

n 2
,/ i=10j

— Obvykle se za dostatec¢né velké oznacuji vybéry o rozsahu 30 a vétsi.

— Pro vybérové rozdéleni symetrické, unimodalni, které neobsahuje odlehla pozorovani staci
vybér o rozsahu minimalné 15 dat.

= 0), pak pfi dostatecné

~N(0,1)



6.3.2 Centralni limitni véta

Ljapunovova véta - Soucet nahodnych velicin

Priklad

«  Chceme se presunout z TUL do Ceskych Bud&jovic. Celou cestu mizeme rozdélit na nasledujici Useky. U
kazdého je uvedena stfedni doba, rozptyl a typ rozdéleni. Na prikladu ovérte platnost centrdlni limitni véty.

*  Maximalni rozdil obou distribuc¢nich funkci je 1.05%

Usek Stf. doba | Rozptyl rozdéleni Distribuéni funkce doby do pfijezdu z TUL do CB
[min] [min?] ir
TUL — Fugnerova 20 100/12 Rovnomérné (a=15, b=25) 09r
Fugnerova cekani 15 400/12 Rovnomérné (a=5, b=25) 08
Bus do Prahy 70 25 Normalni (mu=70, sigma=5) 0.7
Cekani na metro 4 4 Normalni (mu=4, sigma=2) 06
Metro B 20 1 Normalni (mu=20, sigma=1) § 05
Prestup na C 8 3 Rovnomérné (a=5, b=11) 04
Metro C a vystup 5 4/12 Rovnomérné (a=4, b=6) 03} presna dist. funkee
. L, L. dist. fce z norm. rozd.
Cekani na vlak 30 300 Rovnomérné (a=0, b=60) 02t
Jizda vlakem 150 100 Normalni (mu=150, sigma=10) 04t
Cesta od vlaku 40 100 Normalni (mu=40, sigma = 10) 0 . . i : . : . )
. j . 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440
Soucet 362 min 575 min? Diba g6 Bz




6.3.3 Priklady na centralni limitni vétu

Priklad 1:

Zivotnost zafizeni ma exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 5 let. Uréete
pravdépodobnost, ze primérna Zivotnost 100 prodanych zarizeni bude vyssi nez 5.6 let.

Exponencidlni rozdéleni ma 1 parametr—- A1

1 _
A= Eroku 1
1

E(X) = %=5 rokd D(X) =5 = 25 rokii?

Z CLV plati, Ze pramérna zZivotnost bude popsana normalnim rozdélenim.

> 0)2( . . o 0)2( 25 )
X~N (MX, 7) =N (,uX =5 roku,7 = Eroku )
— N(5 1ok, 0.25 rokt?)
— Smérodatna odchylka je 0.5 roku.
— Matlab: P=1-normcdf(5.6,5,0.5)
— P=0.1587

— Pravdépodobnost, Zze 100 zarizeni bude mit vétsi stredni hodnotu zivotnosti nez 5.6 let je 0.1587.



6.3.3 Priklady na centralni limitni vétu

Priklad 2

 Cas pro odhaleni poruchy a jeji opravu trva 1 hodinu se smérodatnou
odchylkou 0.5 hod. Urcete pravdépodobnost, ze doba potrebna k odhaleni
a opraveni 100 nezavislych poruch neprekroci 110 hodin.

— Zname stredni hodnotu =1 hod a smérodatnou odchylkou 6=0.5 hod.,
a2 = 0.25 hod?

— Chceme znat rozdéleni souctu 100 nezavislych poruch a pravdépodobnost
P(X<110 hod)

— Z CLV plati, Ze soucet Casu k opraveni 100 vyrobk( Ize popsat normalnim
rozdélenim .

— Parametry rozdéleni: N(100 - i, 100 - 62) = N(100,25)
— Do Matlabu se zadava smérodatna odchylka

— Matlab: P(X < 110) = normcdf(110,100,5)

— P(X < 110)=0.9772



6.3.3 Priklady na centralni limitni vétu

*  Priklad 3:
¢  Stary turisticky most ma nosnost 2000 kg. Kolik na most mGze maximalné vstoupit lidi, jestlize chceme aby

pravdepodobnost prekroéeni hmotnosti byla 1E-6. Clovék ma préimérnou hmotnost 80 kg, smérodatna
odchylka je 30 kg.

— nejsou splnény vsechny predpoklady CLV, protoZe prvni odhad poctu lidi na mosté 2000/80=25, cozZ je méné nez 30.
— u=280kg o =30kg 0?2 =900 kg2
— ZCLV plati, Ze soucet hmotnosti Ize popsat normdlnim rozdélenim

— P(X>2000) = 0.000 001 - N(n-u,n-c?) maximalizujeme n
- P(X<2000) =0.999999 > N(n-u,n- a?)

*  Pocetni reseni — prevedeme normalni rozdéleni na normované normalni rozdéleni a dale pocitame s nim

— X~N(n-puy,n-og)
— Pravdépodobnosti 0.999999 odpovidd u normovaného normadlniho rozdéleni z-skore 4.75342, ktery zjistime pomoci
pfikazu norminv(0.999999,0,1)

— Prevedeme parametry normalniho rozdéleni na normované normalni rozdéleni pomoci transformace = N(0,1).
X—u
= 4.75342

2000—n-80
- T = 475342

— Resime dale iracionalni rovnici (pozor u Fesenf je nutnost provést zkousku!!!)
— Presny vypocet vyjde 17.54



6.3.3 Priklady na centralni limitni vétu

Matlabovsky skript
Zvysujeme pocet lidi na mosté o 1 a zjistujeme, kdy pravdépodobnost
prekroceni hmotnosti se zvysi nad hranici 0.000 001.
i=0; pravd=1;
while pravd>0.999999
i=i+1;
pravd=normcdf(2000,i*80,sqrt(i*900));
end
i-1
17 lidi na mosté s pravdépodobnosti 1E-6 neprekroci hmotnost 2000 kg.



6.3.3 Priklady na centralni limitni vétu

Pr. 4
Vypoctéte pravdépodobnost, Zze pri 60x opakovaném hodu Sestisténnou kostkou
bude soucet bodu v intervalu <190,230>.

Pravdépodobnost hodu:  P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = %

1+2+3+4+5+6 _ 21

Stfedni hodnota jednoho hoduje E(X) = - =—= 3.5.

(1-3.5)%+(2-3.5)%+-+(6-3.5)> _ 35
6 12

Rozptyl jednoho hodu je D(X) =

60x opakovanim nahodného jevu mlizeme vyuzit centralni limitni vétu pro
soucet nahodnych velicin.

EX)=n-uyy DX)=n-of X~N(n-ux,n-ox)
— N(60-E(X),60-D(X)) = N(210,175)
Pravdépodobnost se urci pomoci Matlabu:

— pravd=normcdf(230,210,sqrt(175))-normcdf(190,210,sqrt(175))
— pravd = 0.8694



6.3.3 Priklady na centralni limitni vétu

Pr. 5

600x hazite hraci kostkou. UrcCete pravdépodobnost, ze
hodite Sestku 110x a vice
Vypocet pomoci binomického rozdéleni

— P=1-binocdf(109.5, 600, 1/6)

— P=0.1492
Vypocet pomoci CLV

— Binomické rozdéleni ma E(X)=np a D(X)=np(1-p)

— E(X)=600*1/6=100 D(X)=600*1/6*5/6=500/6
— Toto jsou parametry normalniho rozdéleni

— P=1-normcdf(109.5,100,sqrt(500/6))

— P=0.1490



6.4 Rozdil vybérovych pruméru

*  Méjme nahodny vybér X141, X1, ..., X15, Z rozdéleni se stfedni hodnotou p; a nahodny vybér
X51,X59, v, Xopn, zrozdéleni se stfedni hodnotou U, . PFi splnéni pozadavk( uvedenych nize, ma
rozdil vy'/bérovy'/c?] primérd nasledujici vlastnosti:

EX; —X3) = py — Uy

N
DK ~T) =+ =
t oz,
. of 03
X, — X)~N(y — phy, — + =
(X, 2)~N(uy .Uzn1 le)

*  Predpoklady:
— Vybéry jsou navzdjem nezdvislé, tj. hodnoty pozorovani z 1. populace nejsou ovlivnény pozorovanim z 2.
populace, a naopak
— Plati predpoklady CLV, Ze kazdy z vybér( pochazi z normalniho rozdéleni, nebo rozsah kazdého z vybéra je
vétsi nez 30.
*  3.vzorec lze pretransformovat na:
(X1 — X2) — (U1 — uz)

~N(0,1)
0-_12 + 0_22)
ng np



6.5 Relativni cetnost

Nahodny jev A se vyskytuje s pravdépodobnosti . Predpokladejme, ze
provadime opakovana nezavisla pozorovani tohoto jevu. Potom vybérovy
prumér X vypocteny z prvnich n pozorovani oznacCujeme relativni cetnosti
a znacime ji p.

Y= X

n
— Nahodny jev A je popsan alternativnim rozdélenim, n-krat opakovanim jevu A
prechazime k binomickému rozdéleni.
- (1-1)

Vlastnosti relativni Cetnosti: E(p) =  D(p) = -
Z centrdlni limitni véty (pozadavky uvedeny nize) Ize odvodit, zZe:

p—T
~N (0,1
\/n-(l—n) 1)
n

— Dostatecna velikost vybéru: n >

Predpoklady:

p(1-p)



6.6 Rozdil vybérovych Cetnosti

* Nahodny jev A se vyskytuje s pravdépodobnosti ;. Nahodny jev B se vyskytuje s
pravdépodobnosti ,. Pfedpokladame, Ze provadime opakovana nezavisla
pozorovani téchto jeva.

* Potom rozdil relativnich ¢etnosti obou vybérl ma nasledujici vlastnosti:

E(py —pz) =my —m,
7T1'(1_7T1)+7T2'(1_7T2)

D(p, — —
(p1 — p2) , ,

(1 — (1 —
(9 — p,)~N <7‘[1 _m, m (nl 1) n Uy, (nz ﬂz))
(p1 —p2) — (my — 1)

7T1'(1_7T1)_|_7T2'(1_7T2)
nq n;

~N(0,1)

* Predpoklady:

9
p2'(1-p2)’

— Vybéry z obou populaci jsou dostatecné velké n; > D) an, >
1'\1=P1

— Vybéry musi byt nezavislé, tj. nejsou vzajemné ovlivnény.



6.7 Spojita rozdéleni uzivana ve
statistice

¢ 6.7.1  x* rozdéleni
e 6.7.2 Studentovo rozdeéleni
e 6.7.3 Fisher Snedecorovo rozdéleni



6.7.1 y* rozdéleni

Méjme nezavislé nahodné veliciny Zy,23 .y 2ln nichz kazda ma
normované normalm rozdéleni. Soucet Etverct techto nahodnych velicin —
X ma rozdéleni y? s n stupni voInostl

X=zzi2 > X

x? rozdéleni se ¢te ,,chi kvadrat rozdelem nékdy téz Pearsonovym
rozdélenim

Veli¢ina s timto rozdélenim muiZze nabyvat pouze nezapornych hodnot.
Rozdéleni je nesymetrické

Ma parametr n — pocet stupn volnosti, ktery vychazi z poctu namérenych
dat. Casto pro n namé¥enych dat, porovnavdme vysledek s n — 1 stupni
volnosti.

Rozdéleni se velmi ¢asto vyuziva ve statistice pri testovani velicin.



6.7.1 y* rozdéleni

e Zakladni vlastnosti
— Hustota pravdépodobnosti je slozita.

— Stfedni hodnota rozdéleni y# s n stupni volnosti je:
E(X)=n
— Rozptyl rozdéleni y? s n stupni volnosti je:
DX)=2'n
— Vlivem centralni limitni véty se se vzristajicim poctem
stupfil volnosti rozdéleni y# s n stupni volnosti bliZi

normalnimu rozdéleni s parametry:
N(u=n,0%=2n)



6.7.1 y* rozdéleni

x? rozdéleni v matlabu
n — pocet stupnu volnosti

Matlab

— Distribucni funkce
F=chi2cdf(x,n)

— Hustota pravdépodobnosti
f=chi2pdf(x,n)

— Inverze distribucni funkce
x=chi2inv(pravd, n)

— Stanoveni stfedni hodnoty a rozptylU
[m,v]=chi2stat(n)

— Nahodné éislo
chi2rnd(n)

05

0.45

0.4
0351
03F

Z025¢

0.2

0.15

0.1

005§ §

hustota pravdépodobnosti

— D st.vol.

m— 3 st.vol

"5 stvol.




6.7.1 y* rozdéleni

* x“ rozdéleni ma uplatnéni pfedevsim pfi:

— Odhad rozptylu zakladniho souboru (predpoklad: data
museji byt z normalniho rozdéleni).

— Testovani, zda rozptyl zakladniho souboru je roven g,?.

— Testovani nezavislosti proméeénnych (tzv. kontingencni
tabulka)

— Testovani, zda nahodna veli¢ina pochazi z urcitého
rozdéleni (zde data nemusi byt z normalniho rozdéleni)



6.7.2 Studentovo rozdéleni

. UvaZUJme dvé nezavislé nahodné veliCiny Z a V. Nahodna vellcma Z
ma normované normalni rozdéleni, ndhodna veli¢ina V ma y?
rozdéleni s n stupni volnosti. Potom nahodna velicina T,

Z
T=-—
v

n
ma Studentovo rozdeéleni s n stupni volnosti.

* Studentovo rozdéleni znacime t,,
* Rozdéleni ma jediny parametr n — pocet stupnd volnosti.

e Se zvysujicim se poctem stupnit volnosti (obvykle n > 30) se
Studentovo rozdéleni blizi normovanému normalnimu rozdéleni.

* Rozdéleni se velmi ¢asto vyuziva ve statistice pri testovani velicin.



6.7.2 Studentovo rozdéleni

Zakladni vlastnosti
— Hustota pravdepodobnosti je slozita

— Stredni hodnota Studentova rozdéleni t s n stupni
volnosti je:

E(X)=0

— Rozptyl Studentova rozdéleni t s n stupni volnosti
je:

D(X) = > 2

n-—2
— Rozdéleni je symetrické kolem O.



6.7.2 Studentovo rozdéleni

t rozdéleni v matlabu
n — pocet stupnu volnosti

Distribucni funkce F=tcdf(x,n)
Hustota pravdépodobnosti f=tpdf(x,n)
Inverze distribucni funkce x=tinv(pravd, n)
Stanoveni stredni hodnoty a rozptyl( [m,v]=tstat(n)
Nahodné Cislo trnd(n)

s hustota pravdspodabnosti

T
y i, |
' 4 | m— 1t oyg|

035+ ¥ — 5 st.vol
/ s normoy. normal. rozd.

03F

025F

02F

f(x)

0.15F

0.1F

0.05F




6.7.2 Studentovo rozdéleni

e Studentovo t rozdéleni ma uplatnéni predevsim pri:

— Odhadu stredni hodnoty vybéru, pokud je rozptyl
zakladniho souboru neznamy.

— Testovani hypotéz o stredni hodnoté vybéru, pokud je
rozptyl vybéru neznamy.

— Testovani hypotéz o shodé strednich hodnot dvou
nezavislych vybéru, pokud jsou rozptyly vybéru neznamé.

— Regresni analyza

* Predpoklad: Data museji byt z normalniho rozdéleni.



6.7.3 Fisher-Snedecorovo rozdéleni

. Mejme dvé nezavislé nahodné veliCciny V a W s rozdélenim
. Prvni ma m stupnu volnosti, druhé ma n stupn
volnosti (obecné odlisny). Pak nahodna velitina

F =

3|ISRI<3

ma Fisherovo-Snedecorovo o m, n stupniu volnosti.
* Fisher-Snedecorovo rozdeleni znaCime F, ,

* Rozdéleni ma dva parametry m a n.
* Rozdéleni se velmi ¢asto vyuziva ve statistice pri testovani
velicin.



6.7.3 Fisher-Snedecorovo rozdéleni

e Zakladni vlastnosti

— Stredni hodnota Fisher Snedecorova rozdéleni s m, n
stupni volnosti je:

E(X) = —
— Rozptyl Fisher Snedecorova s m, n stupni volnosti je:
2 ] n — 2
2n (1 + o )
(n—2)2-(n—4)’

,n> 2

D(X) = n>4



6.7.3 Fisher- Snedecorovo rozdéleni

hustota pravdépodobnosti

— ) 32 stvol
— 3 g 2 st.vol
——— a2 stvol.

 F rozdéleni v matlabu
* m,n— pocet stupnu volnosti

* Vypocet v matlabu:

— Distribucni funkce
F=fcdf(x,m,n)

— Hustota pravdépodobnosti
f=fpdf(x,m,n) 0 05 i 15 2 25 3

— Inverze distribu¢ni funkce S
x=finv(pravd, m,n) | A

— Stanoveni stredni hodnoty a

rozptylU

[m,v]=fstat(m,n)

— Nahodné Cislo
frnd(m,n)

— 5 2 st.vol
— 3 3 st.vol
=3 a5 stvol.

0 0.5 1 15 2 25 3



6.7.3 Fisher Snedecorovo rozdeleni

* Fisher Snedecorovo rozdéleni ma uplatnéni predevsim
pri:
— Testovani shody rozptylt dvou zakladnich soubort

— Testovani shody stfednich hodnot vice nez dvou zakladnich
souboru (analyza rozptylu)

— Regresni analyza

e Predpoklad: Data museji byt z normalniho rozdéleni.



6.8 Zakladni prikazy v matlabu/octave

x? rozdéleni Studentovo Fisher-Snedecorovo
rozdéleni rozdéleni

Distribucni funkce chi2cdf tcdf fcdf

Hustota chi2pdf tpdf fpdf
pravdépodobnosti

Inverzni funkce chi2inv tinv finv

Stredni hodnota a chi2stat tstat fstat

rozptyl

Nahodné dislo chi2rnd trnd frnd




