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cetnost

7.1 Uvod do teorie odhadu

e Pr VygenerUJeme 1000 nahodnych vektorl z normovaného normalniho rozdéleni
(u = 0,02 = 1), které maji délku n. Vytvofime primér z vektoru n a vyneseme do
hlstogramu.

i=1 E(Xy) i= 1D(X

« Zvlastnosti vybérového priméru: E(X) = - ) |26
odhadnout stredni hodnotu a rozptyl v histogramech.

e V pripadé mensiho mnozstvi vygenerovanych dat stredni hodnota vice kolisa.

aD(X) =

Histogram vypoétené stfedni hodnoty, delka vstupniho vektoru 10 Histogram vypoctené stfedni hodnoty, delka vstupniho vektoru 100
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D(X) = =
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- Histogram vypoctené stiedni hodnoty, delka vstupniho vektoru 1000
D -
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wypo&tena stiedni hodnota z vektoru vstupnich dat AR 1 vypoctena stiedni hodnota z vektoru vstupnich dat
EX)=0
1 s0f E (X ) =0
D(X) =— 1
0 D(X) = —=
a(X) = 0.316 100
. . . . . o(X)=0.1

-1.5 -1 05 0 0s 1 15
vypoctena stfedni hodnota z vektoru vstupnich dat



7.1 Uvod do teorie odhadu

* U prikladu byla data vygenerovana z normovaného
normalniho rozdéleni se znamou stfedni hodnotou a
rozptylem.

e V praxi je situace odliSna — mame data o délce n,
vypocteme vybérovou stredni hodnotu. Chceme
vedet v jakém intervalu se s urcitou
pravdepodobnosti bude nachazet skutecna stredni
hodnota ziskana z ,velkého mnozstvi dat”.

* Priklad vysledku:

— Z 10 vstupnich dat jsme zjistili vybérovou stredni
hodnotu 0,5. S pravdépodobnosti 95 % se bude skutecna
stfedni hodnota nachazet v intervalu (0.15; 0.85).



7.2 Bodové odhady

* Méjme nahodny vybér X4, X5, -+, X,, z urCitého
rozdéleni, které zavisi na parametru ©®. Odhadem T
parametru ® je pak vybérova charakteristika

T(X{,X5, +,X,,), kterd nabyva hodnot ,blizkych” k
neznamému parametru 0.
* Parametr ® muze byt napriklad stredni hodnota,
rozptyl, cetnost, median apod.
* Bodovy odhad musi splnovat zakladni vlastnosti:
— Nestrannost
— Konzistentnost
— Vydatnost
— Robustnost



7.2 Bodové odhady

* Nestrannost

— Vybérova charakteristika T je nestrannym odhadem
statistiky O, je-li E(T) =

— Plati-li, Ze lim (E(T},,) — @) 0, pak je statistika T
asymptotlgky nestrannym odhadem 0.
* Konzistentnost

— Za konzistentni odhad statistiky ® oznacime takovou
statistiku T, ktera splnuje rovnost

lim P(|© — T, |<e) = 1
n—->00

— Jestlize je bodovy odhad parametru ® konzistentni, pak je
mala pravdépodobnost, ze se pri zvysujicim se rozsahu
vybéru dopustime velké chyby pri odhadu parametru 0.



7.2 Bodové odhady

e Vydatnost

— Za vydatny odhad statistiky ©® se oznaci takova
statistika, ktera ma ze vSech nestrannych odhadu
nejmensi rozptyl.

— lim D(T,) =0

n—>00

e Robustnost

— Za robustni odhad statistiky ® se oznaci takova
statistika, ktera neni vyrazné ovlivnitelna hodnotami
zpusobené napriklad hrubou chybou.

— Robustni odhad neni — minimum a maximum
— Robustni odhad je aritmeticky primeér



7.3 Intervalové odhady

 Odhad parametru ® urcujeme pomoci
intervalovéeho odhadu.
— Interval spolehlivosti (také konfidencni interval) pro

parametr O je takova dvojice statistik (T4, T},), pro
kterou s pravdépodobnosti 1-a (a € (0,1)) plati:

P(TdS@STh):l—C(

— Parametr ® muze byt stfedni hodnota, median,
rozptyl, Cetnost apod.

— Casto u intervalovych odhad(l uvadime
,pravdepodobnost 1-a“ jako ,,spolehlivost 1-a“



7.3 Intervalové odhady

Spolehlivost odhadu 1-a predpoklada, ze pri opakovanych
vybérech s konstantnim rozsahem n z dané populace:

— 100 - (1 — a) % intervalovych odhad( obsahuje skutecnou
hodnotu odhadovaného parametru 0

— 100 - a % intervalovych odhadl neobsahuje skute¢nou hodnotu
odhadovaného parametru ©

Spolehlivost odhadu 1-a pozadujeme blizkou 1.
— «a se obvykle uvazuje 0.05, vzacnéji 0.1 nebo 0.01
— Se snizujicim se a se rozSiruje Sirka intervalu.

Pro zuzeni intervalu je treba mit vice namérenych dat.
— Pro dvojnasobné zuzeni intervalu je treba miti 4x vice dat.



7.3 Intervalové odhady

Na obrazku je z dat ziskana stfedni hodnota 0. Intervalovy odhad
oznacuje interval, ve kterém se bude s pravdépodobnosti 1 — «
nachazet skutecna stredni hodnota.

Oboustranny interval spolehlivosti

— U oboustrannych intervald spolehlivosti hledame interval < T; , T),>, ve kterém
dany parametr lezi se spolehlivosti 1-a.

— Vysledek udava obé meze T; i T},

a

- PO<TY =5 PO>T)=5 P([4,<SO<T)=1-a

Jednostranné intervaly spolehlivosti
— V matlabu oznaceny ,, left”
* U intervalu spolehlivosti se udava pouze horni mez Ty,

* Potom jednostranny interval nabyva P(0 < T;) = 1 — « interval
(_OO! TH)

— V matlabu oznaceny , right”

2 4
1-a

* U intervalu spolehlivosti se udava pouze dolni mez T

* Potom jednostranny interval nabyva P(0 > T,;) = 1 — « interval
(TD; OO)

V matlabu je prednastaven oboustranny interval spolehlivosti.
Jednostranné intervaly se definuji pomoci , left”, ,right”

Pozor v matlabu nekoresponduje ,left“ s c¢eskym oznacenim

levostranny (,right“ s pravostranny) interval spolehlivosti.




7.4 Intervalovy odhad stredni hodnoty

normalniho rozdeleni

RozliSuji se 2 pripady

— 1) smérodatna odchylka o je predem zndma a definovana
— 2) smérodatna odchylka o je neznama

e 74.1
e 7.4.2
e 7.4.3
e 7.4.4
e 7.45

Nutny predpoklad — data pochazeji z normalniho rozdéleni

o je predem znama — ztest (vzacny pripad)
priklad vypoctu

odvozeni vzorcU

0 je neznama - ttest (obvykly pfipad)
priklad



7.4.1 Intervalovy odhad stredni hodnoty
o je predem znama
 Nahodna veliCina X je z normalniho rozdéleni s
neznamou stredni hodnotou u a predem definovanou

smerodatnou odchylkou o. Vybereme vzorek z
populace o rozsahu n, ktery ma prumér x.

 Potom intervalovy odhad s pravdéepodobnosti 1 — a se
vypocte:

— Oboustranny <x — \/—_Zl_g X + \/—_21_g>
— Jednostranny odhad  left (— oo, x + \/—ﬁzl_a >
— Jednostranny odhad right < x — %21—05» )

— Zl__ je kvantil normovaného normalniho rozdéleni.



7.4.1 Intervalovy odhad stfedni hodnoty
o je predem znama

*  Funkce v matlabu: ztest
— Funkce ztest obsahuje vice parametr(

* [h,p,ci]=ztest(x,m,sigma,alpha,tail)

- X vektor vstupnich dat
- m stfredni hodnota se kterou je pridmér porovnavan
(pouziva se u testovani hypotéz)
— sigma smérodatna odchylka
— alpha hladina vyznamnosti testu,
(1-alpha) predstavuje spolehlivost intervalového odhadu
— Tail typ intervalového odhadu P(1-a)
1 1 s v — i a vl i a
* 'both oboustranny interval <x ﬁzl—;’x +ﬁzl_5>
o left jednostranny interval (—o0,x+ %21—(;: >
* ‘right' jednostranny interval <X- \%21—05» )
— h vysledek hypotézy (pouziva se u testovani hypotéz)
- p p-value (pouziva se u testovani hypotéz)

— Ci konfidencni interval



7.4.1 Intervalovy odhad stredni hodnoty
o je pfedem znama

[h,p,ci]=ztest(x,m,sigma,alpha,tail)

Priklad: Mate namérena data (vektor x), zjistéte 95% oboustranny
intervalovy odhad stredni hodnoty, jestlize vite, ze smérodatna odchylka je
rovna 1.

Redeni

— >>x=[8.5,8.8,9.1,9.2,9.4,9.5,9.7,9.9,10.2];

— >> [h,p,ci]=ztest(x,10,1,0.05,"both")

— h= 0 pouziva se u testovani hypotéz
— p= 0.0574 pouziva se u testovani hypotéz
— ci= 8.7133 10.0200

— 95% oboustranny intervalovy interval je < 8.71,10.02 >

Stredni hodnota vektoru je 9.37.

Inzenyrsky lze vysledek interpretovat: S pravdépodobnosti 95 % bude skutecna
stfedni hodnota v intervalu < 8.71,10.02 >.

VSimnéte si, ze intervalovy odhad stredni hodnoty je symetricky kolem z dat
zjiSténé stredni hodnoty.



7.4.2 Intervalovy odhad stredni hodnoty
priklad vypoctu

Vygenerujeme 10 dat z normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou 5 a
definovanou smérodatnou odchylkou 2.

— x=normrnd(5,2,1,10)

— Vstupni vektor: x=[6.6808, 3.2239, 5.2002, 3.9109, 5.6070, 3.7993,
5.9799, 6.4787, 8.4238, 4.6118]

— Stredni hodnota vektoru je 5.392.

Chceme urcit 95% intervalovy odhad, spolehlivost 0.95 (proto se zadava
0.05)

— [h,p,ci]=ztest(x,5,2,0.05,'both’)
— Konfidencéni meze: ci= 4.1520 6.6312

Zmeénime spolehlivost na 0.99
— [h,p,ci]=ztest(x,5,2,0.01,'both’)
— Konfidenéni meze: ci= 3.7625 7.0207



7.4.3 Intervalovy odhad stredni hodnoty
odvozeni vzorcu

1) Pro dostatecné velky rozsah lze rozdéleni pridméru aproximovat normalnim

rozdélenim s parametry:
2
X~N|u c
( ’ n >

2) Ndhodna veli¢ina X —» N(u, 02) Ize ptetransformovat na ndhodnou veli¢inu
Z — N(0,1) pomoci transformace

7= X—u
)
3) Prevedeme rovnici na normované normalni rozdéleni.
7 = X—u _ X M\/ﬁ
0—2 o
n

4) Oboustranny intervalovy odhad je tvoren kvantily % al-— % Tim se dosahne

spolehlivost a. Parametr « Ize zvolit v intervalu (0,1). Pro kvantil = urime z
. 7 . . v 7 . v/ . 2
inverzni funkce k distribucni funkci hodnotu (pfikaz norminv) hodnotu ze a z, _« .

2 2
5) Rovnici v bodé 3 upravime a Z nahradime bud’ zz nebo z,_« .
2 2
o e o g
,ul—\/—ﬁZ%+X ,uz—\/—ﬁzl_%+X



7.4.3 Intervalovy odhad stredni hodnoty

odvozeni vzorcu
* 5)pok =% 0+ X N n
POKT. U1 _\/HZ% Ur —\/ﬁzl_%
¢+ 6)za = — =—za+X = ——za+
=Thy mEREEtX =g

e 7) Konfidencni meze jsou :

_ 0) _ 0)
X——Z, a,X+—Z 6 «

Jn 172 Jn 172



7.4.4 Intervalovy odhad stredni hodnoty
O je neznama

* Nahodna velicina X je z normalniho rozdéleni s neznamou
stredni hodnotou u a nedefinovanou smeérodatnou
odchylkou o. Vybereme vzorek z populace o rozsahu n,
ktery ma primeér x a smérodatnou odchylku s.

 Potom intervalovy odhad se vypocte:

s — S — S
— Oboustranny <x — \/_zt1—§'x + \/_ﬁtl—%>
— Jednostranny left (—o0, x + \/iﬁtl_a >
— Jednostranny  right <X -— \/iﬁtl—a: o)

— t,_a je kvantil Studentova rozdéeleni s n — 1 stupni volnosti.
2



7.4.4 Intervalovy odhad stfedni hodnoty
0 je neznama

*  Funkce v matlabu: ttest
— Funkce ttest obsahuje vice parametr(

* [h,p,ci]=ttest(x,m,alpha,tail)
— x vektor vstupnich dat
- m stfredni hodnota se kterou je pridmér porovnavan
(pouziva se u testovani hypotéz)

— alpha hladina vyznamnosti testu,
(1-alpha) predstavuje spolehlivost intervalového odhadu

— Tail typ intervalového odhadu

* 'both’ oboustranny interval

o left' jednostranny interval 95% interval je (—oo, Ty)

* 'right' jednostranny interval 95% interval je (Tp, )
— h vysledek hypotézy (pouziva se u testovani hypotéz)
- p p-value (pouziva se u testovani hypotéz)
— Ci konfidencni interval

* Porovnej funkce ttest a ztest; rozdil je pouze v pritomnosti smérodatné odchylky



7.4.5 Priklad

Pr. : Deset balickl mouky pochazejici z baliciho stroje mélo hmotnost v gramech:
987, 1001, 993, 994, 993, 1005, 1007, 999, 995 a 1002. Sestrojte 95% interval
spolehlivosti pro zjisténi maximalni hmotnosti balicku mouky.

1) smérodatnd odchylka neni definovana, pouziji ttest

2) nactu data a vypoctu stredni hodnotu
— >>x=[987, 1001, 993, 994, 993, 1005, 1007, 999, 995, 1002];
— >>mean(x)
— ans= 997.6000
3) vypoctu interval spolehlivosti
— >> [h,p,ci]=ttest(x,1000,0.05,'left')
— h= 0 (bude vysvétleno v kapitole 8)
— p= 0.1274 (bude vysvétleno v kapitole 8)
— ci= -o0o 1001.2

4) Interval spolehlivosti je (—c0; 1001.2)

S pravdépodobnosti 95 % skutecna stfedni hodnota hmotnosti mouky v balicku je
nizSi nez 1001.2 g.



7.5 Intervalovy odhad rozptylu
normalniho rozdeéleni

Nahodna velicina XJe z normalniho rozdelenl s neznamou stredni
hodnotou ¢ a neznamym rozptylem a? Vybereme vzorek 4
populace o rozsahu n, ktery ma vyberovy rozptyl s

Potom intervalovy odhad rozptylu se vypocte:

—1).c2 —1).c2
— Oboustranny <(n21)s ,(n ;)S>
xX?, _a’ xia
2 2
—1).c2
— Jednostranny left (0, (nxi)s >
T2
— Jednostranny right < (7;(21)5 , )
1—-«a

— )(zl_gje kvantil y? rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

2



7.5 Intervalovy odhad rozptylu normalniho
rozdéleni

*  Funkce v matlabu: vartest
— Funkce vartest obsahuje vice parametr(

e [h,p,ci]=vartest(x,v,alpha,tail)

- X vektor vstupnich dat
-V rozptyl se kterym je vybérovy rozptyl porovnavan
(pouziva se u testovani hypotéz)
— alpha hladina vyznamnosti testu,
(1-alpha) predstavuje spolehlivost intervalového odhadu

— Tail typ intervalového odhadu

*  'both’ oboustranny intervalovy odhad

o left' horni intervalovy odhad interval (0, Ty)

* 'right' dolni intervalovy odhad interval (Tp, o)
— h vysledek hypotézy (pouZziva se u testovani hypotéz)
- p p-value (pouZziva se u testovani hypotéz)

— i konfidencni interval



7.5 Intervalovy odhad rozptylu
normalniho rozdeéleni

Pr. : Deset balickl mouky pochazejici z baliciho stroje mélo hmotnost v gramech:
987, 1001, 993, 994, 993, 1005, 1007, 999, 995 a 1002. Sestrojte 95% interval
spolehlivosti pro rozptyl hmotnosti.

1) pouzije se funkce vartest

2) nactu data a vypoctu stredni hodnotu a rozptyl
— >>x=[987, 1001, 993, 994, 993, 1005, 1007, 999, 995, 1002];
— >>mean(x)

— ans= 997.6000
—  >>var(x)
— ans= 38.9333

3) vypoctu interval spolehlivosti
— >>[h,p,ci]=vartest(x,100,0.05,'both’)

— h= 0
— p= 0.1181
— ci= 18.4200 129.7591

4) Interval spolehlivosti rozptylu je (18.42; 129.8)

VSimnéte si, Ze interval spolehlivosti neni symetricky kolem vypocteného rozptylu.
Dlvodem je, Ze rozptyl se vypocitava kvadratem odchylek od stredni hodnoty.



7.6 Intervalovy odhad smérodatné
odchylky normalniho rozdéleni

Nahodna velicina X je z normalniho rozdéleni s neznamou stredni hodnotou u a
neznamym rozptylem o. Vybereme vzorek z populace o rozsahu n, ktery ma
vybérovou smeérodatnou odchylku s.

Potom intervalovy odhad smérodatné odchylky se vypocte:

—-1).¢2 —1).c2
— Oboustranny (n21)s @ ;)s
X a X“a
1-5 g
—1).¢2
— Jednostranny left 0, | ;)S >
Xa
—1)-g2
— Jednostranny right < (7;21)5 )
1-a

—  x?,_aje kvantil y* rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
2

Vychdzi se z predpokladu, e smérodatna odchylka o je odmocnina z rozptylu 2.

V matlabu neni intervalovy odhad implementovan, protoze Ize pouzit funkci pro
vypocet intervalového odhadu rozptylu. Naslednym odmocnénim se ziska
intervalovy odhad smérodatné odchylky.



7.7 Intervalovy odhad relativni cetnosti

Méjme vybérovy soubor o rozsahu n. Necht x prvkd ze souboru ma
urcitou vlastnost; pravdépodobnost této vlastnostije p = = Dale
necht je rozsah souboru:

— Dostatecné velky (n > 30)

— Mensinez 5 % rozsahu zakladniho souboru (% < 0.05)

— Splnujici podminku: n >
plfujici podminku: n > —=—

Pak Ize relativni ¢etnost m odhadnout pomoci intervalU:

. _[p(1-p) p-(1-p)
— Oboustranny <p / - Zl_%,p+/ - Z1—§>

p(1-p)
n

— Jednostranny left (0,p + Zi—q >

— Jednostranny right <p-— p-1-p) Zi—g 1)

n



7.7 Intervalovy odhad relativni cetnosti

* Intervalovy odhad neni v matlabu implementovan.

Nutno pocitat pomoci vzorcl
Vstupem je: pravdépodobnost P , rozsah n a hladina vyznamnosti a

Oboustranny  Ci=[p-sqrt(p*(1-p)/n)*norminv(1-alfa/2,0,1), p+sqrt(p*(1-p)/n)*norminv(1-alfa/2,0,1)]
Jednostranny  Ci=[0, p+sqrt(p*(1-p)/n)*norminv(1-alfa,0,1)]
Jednostranny  Ci=[p-sqrt(p*(1-p)/n)*norminv(1-alfa,0,1), 1]

*  PFr.V predvolebnim prizkumu se zjistilo, Ze 11 % lidi by volilo stranu HAF. Celkem bylo dotazdno 200
lidi. Zkuste zjistit oboustranny intervalovy odhad se spolehlivosti 0.95 na povolebni vysledky strany

HAF.

n=200 p=0.11 alfa=0.95

>>n=200;

>> p=0.11;

>> alfa=0.05;

>> Ci=[p-sqrt(p*(1-p)/n)*norminv(1-alfa/2,0,1),p+sqrt(p*(1-p)/n)*norminv(1-alfa/2,0,1)]
Ci= 0.0666 0.1534

Stranu HAF bude u voleb s pravdépodobnosti 95 % volit mezi 6.66 az 15.34 % volica.



7.8 Odhad rozsahu vybéru

Chceme znat rozsah vybéru, jestlize intervalovy odhad ma mit urcitou Sirku.
Velikost Sitrky A intervalového odhadu je zavisla na velikosti vstupu n.

Odhad rozsahu vybéru odvodime:
— Odectenim mezi oboustranného intervalového odhadu a vyjadfrenim n.
— Vzorec pro intervalovy odhad stredni hodnoty je:

<X—\/—_Zl_g x+\/_ 1__>

A je obcas definovana jako polovina z maximalni Sitky intervalu!

Odvozeni:
— 1) odecteme oboustranny intervalovy odhad

20
Amax2x+\/_—zl_ﬁ <X—\/—_Zl_g> —Z

_ ( 20 )2
n-= A
Amax 1_%

— 2)vyjadfime n:




7.8 Odhad rozsahu vybéru

e 1) o je predem definovana

- 20 ’
n = "Z,
Amax 1_5

— z je kvantil normovaného normalniho rozdéleni

e 2)ojeneznama
2
- 28 .
n = . a
(Amax 1_7>

— Studentovo rozdéleni ma n — 1 stupnt volnosti

e 3)intervalovy odhad rozsahu vybéru

4.-p-(1 —
I : p)_Zl_22
Amax 2




7.9 Intervalovy odhad medianu

Jestlize data nepochazi z normalniho rozdéleni, nelze
stanovit intervalovy odhad stredni hodnoty.

Vyuziva se napriklad intervalovy odhad medianu s vyuzitim
interkvartilového rozpéti.

Intervalovy odhad se spolehlivosti 95 % se stanovi pomoci
vzorce:

(Xo.75 — X025) __ (X0.75 — X0.25)
y X0.5 + 1.57
Jn Jn

V matlabu neni funkce implementovana.
— (median(x)-1.57*igr(x)/sqrt(n), median(x)+1.57*igr(x)/sqrt(n))




7.10 Intervalovy odhad parametru
nenormalnich rozdéleni

* Intervalovy odhad parametru lze zjistit i pro nahodnou velicinu,
ktera neni z normalniho rozdéleni.

* Predpoklada se znalost statistickeho rozdéleni, potom pomoci
metody maximalni vérohodnosti (neni ve skriptech resena) se
vypoctou intervalové odhady parametru.

* V matlabu je implementovano pro nasledujici rozdéleni:

— Diskrétni
* Binomické rozdéleni [par, io] = binofit (x,n,alpha)
* Poissonovo rozdéleni [par, io] = poissfit(x,alpha)

— Spojité
* Normalni rozdéleni [par, io] = normfit(x, alpha, cens, freq)
* Log normalni rozdéleni [par, io] = lognfit(x, alpha, cens, freq)
* Exponencialni rozdéleni [par, io] = expfit(x, alpha, cens, freq)
* Weibullovo rozdéleni [par, io] = wblfit(x, alpha, cens, freq)

* Gamma rozdéleni [par, io] = gamfit(x, alpha, cens, freq)



7.10 Intervalovy odhad parametru

nenormalnich rozdéeleni

Alpha — obdrzime (1-alpha)% intervalovy odhad, napfiklad alpha = 0.05 znamena
95% intervalovy odhad

Funkce v matlabu pro diskrétni nahodnou velicinu:

[par, io]=poissfit(x,alpha)
x — vektor nameérenych dat
alpha — hladina vyznamnosti testu, (1-alpha) predstavuje spolehlivost intervalového odhadu

Funkce v matlabu pro spojitou nahodnou velicinu:

[par, io]=expfit(x, alpha, cens, freq)

X — vstupni vektor

alpha — hladina vyznamnosti testu, (1-alpha) predstavuje intervalovy odhad
cens — zkouska ukoncena poruchou 0, zkouska ukoncena ¢asem 1

freq — pocet vyskytu

par — odhad hodnoty parametr(

0 —

konfidencni interval uvedeny po sloupcich



7.10 Intervalovy odhad parametru

nenormalnich rozdéeleni

Zjistovali jsme pocet nehod na dalnici D1 v jednotlivych dnech. Obdrzeli jsme nasledujici vysledky:
Nehod=[0,0,1,2,1,2,0,1,3,1,0,0,1,0,2,1,3,1,1,1]
Uréete parametry Poissonova rozdéleni a 95% intervalovy odhad parametru lambda.

Rese

ni:

Nehod=[0,0,1,2,1,2,0,1,3,1,0,0,1,0,2,1,3,1,1,1]
[par,io]=poissfit(Nehod,0.05)

par= 1.0500
io= 0.6500, 1.6050

Parametr lambda poissonova rozdéleni je roven 1.05 (aritmeticky priimér). 95% intervalovy odhad
parametru poissonova rozdéleni je: <0.65, 1.605>.

Stfedni hodnota Poissonova rozdéleni je At. Stfedni pocet nehod za den na dalnici D1 je 1.05, 95%
intervalovy odhad je (0.65,1.605).

Jestlize bychom pouzili aproximaci na normalni rozdéleni (funkce ttest), potom by byl intervalovy odhad
poctu nehod (0.608,1.492).

[h,p,ci,stat]=ttest(Nehod) h= 1 p= 8.4707e-05 ci= 0.6080 1.4920

Pravdépodobnost, Ze se nestane nehoda na dalnici D1 je: poisspdf(0,1.05) = 0.3499

95% intervalovy odhad (musi se zjistit lokalni extrémy funkce pro rlizna 1), Ze se nestane nehoda na D1 je:
*  poisspdf(0,[0.65,1.605])
* ans= 0.5220 0.2009
* 95% intervalovy odhad pravdépodobnosti, Ze se nestane dopravni nehoda je <0.2009,0.5220>



7.10 Intervalovy odhad parametru
spojitych rozdéleni

Priklad z kapitoly 5.2

Mate 10 vyrobkl a chcete zjistit stfedni dobu do poruchy a jeji intervalovy odhad. Doba do poruchy je
popsana exponencidlnim rozdélenim. Zkouska probihad 1000 hodin. Za 1000 hodin se porouchalo 5
vyrobk( v ¢asech 100, 200, 300, 500, 800 hodin. Po poruse nebyly nahrazeny. Zjistéte parametry
exponencidlniho rozdéleni.

E(X) _ Zi:l t; _ 100+200+300+§00+800+5'1000 _ 6900 — 1380 h
l=— =1 —72.10"*n"1

E(X) 1380
Matlab:

— x=[100,200,300,500,800,1000];

— cens=[0,0,0,0,0,1]

- freg=[1,1,1,1,1,5];

— [phat,pci]=expfit(x,0.05,cens,freq)

— phat= 1380
—  pci= 673.7 4250.1

Stfedni doba do poruchy je 1380 h. 95 % intervalovy odhad stfedni doby do poruchy je <674,4250> h.



7.10 Intervalovy odhad parametru
spojitych rozdéleni

Mate 10 vyrobk( a chcete zjistit stfredni dobu do poruchy a jeji intervalovy odhad. Doba
do poruchy je popsana Weibullovym rozdélenim. Zkouska probiha 1000 hodin. Za 1000
hodin se porouchalo 8 vyrobk( v ¢asech 100, 200, 300, 500, 800, 900, 950, 980 hodin. Po
poruse nebyly nahrazeny. Zjistéte parametry Weibullova rozdéleni.

Matlab:

x=[100,200,300,500,800,900,950,980,1000];
cens=[0,0,0,0,0,0,0,0,1]
freq=[1,1,1,1,1,1,1,1,2];
[phat,pci]=wblfit(x,0.05,cens,freq)

phat = 836.3 1.60
pci = 541.5 0.86
1291 2.96

Parametr a Weibullova rozdéleni je 836.3 a jeho 95% intervalovy odhad je (541.5,1291). Parametr
b Weibullova rozdéleni je 1.60 a jeho 95 % intervalovy odhad je (0.86, 2.96).

Pokud by intervalovy odhad parametru b neobsahoval 1, Ize fici, Ze komponenta degraduje
(bmin > 1); komponenta je v obdobi ¢asnych poruch (b5, < 1),

Obtizné se pro zjisténi parametrd pouziva Weibull(v papir, protoze nékteré ¢asy nejsou
do poruchy.



7.11 Intervalovy odhad pomeéru rozptylu dvou
vybéru s normalnim rozdélenim

Méjme dva vybéry X; a X, z normalniho rozdéleni. Vybereme

vzorek z populace o rozsahu n; a n,, ktery ma vyb&rovy rozptyl s, 2

a s,°.

2
Potom intervalovy odhad podil(i rozptyl( zl—z se vypocte:
2

, 1 s 1 542
— Oboustranny : 12, ' 12
F_a S Fa Sy
1=2 2
, 1 5%
— Jednostranny left (00, —-—=>
Fa S»
2
, . 1 512
— Jednostranny right < + =, 00)
F «a Sy

— F,_a je kvantil Fisher Snedecorova rozdeleni s n; — 1 stupni volnosti v
vii 2 1. : .. :
Citateli a n, — 1 stupni volnosti ve jmenovateli.



7.11 Intervalovy odhad pomeéru rozptylu dvou
vybérud s normalnim rozdélenim

Funkce v matlabu: vartest?2
— Funkce vartest2 obsahuje vice parametru

[h,p,ci]=vartest2(x,y,alpha,tail)

- X 1. vektor vstupnich dat
-y 2. vektor vstupnich dat
— alpha hladina vyznamnosti testu,
(1-alpha) predstavuje spolehlivost intervalového odhadu

— Tail typ intervalového odhadu

* 'both’ oboustranny interval

o left jednostranny interval interval (0, Ty)

* 'right'  jednostranny interval interval (Tp, )
— h vysledek hypotézy (pouziva se u testovani hypotéz)
- p p-value (pouziva se u testovani hypotéz)

— Ci konfidencni interval



7.12 Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot
dvou vybéru s normalnim rozdélenim

 Budeme resit nasledujici zakladni ulohy:

2

— 1) Zname rozptyly 0,2 a 0,2 (jsou pfedem

definované)

— 2) nezname rozptyly obou populaci, ale Ize
predpokladat, ze jsou shodné

— 3) nezname rozptyly obou populaci, ale Ize
predpokladat, ze nejsou shodné.

e VypocCtu musi predchazet test shody rozptylu
dvou vybéru kap. 8.4.1 (nebo 7.11)



7.12 Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot

1)

dvou vybéru s normalnim rozdélenim

Zname rozptyly 612 a 0,2 (jsou predem definované)

Méjme dvé nahodné veliciny s normalnim rozdélenim le a Xzé S
neznamou stredni hodnotou 4 a u,, jejichz rozptyly 0, a 0,“ jsou
predem definované. Vybereme vzorek z populace o rozsahu n; a

n,, ktery maji prameér x; a x.

Potom intervalovy odhad rozdilu strednich hodnot se vypocte:
— Oboustranny

_ _ g2 oo 2 _ _ 12 o2
(X1 — %) — [—+"=2z (X —%)+ [—+2 «a
nq np 2 2

nq np

2 2
— Jednostranny left (—oo, (X — Xy) + \/C;l +22 Zi—gq >
1 2
2 2
— Jednostranny right < (k; —1Xxy)— \/21 +C;2 Z{_ g, )
1 2

— z,_a je kvantil normovaného normalniho rozdeleni.
2



7.12 Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot
dvou vybéru s normalnim rozdélenim

2

1) Znadme rozptyly 6% a 6,7 (jsou predem definované)

* V matlabu neni pripad ad1) implementovan.

e V praxi velmi vzacny pripad, obvykle se nestava, ze
nezname stredni hodnotu a rozptyl je jiz predem
definovan.

* Privypoctu se Castéji vyuzivaji vzorce uvedené v ad 2)
nebo v ad 3).



7.12 Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot
dvou vybéru s normalnim rozdélenim

2) Nezname rozptyly obou populaci, ale Ize predpokladat, ze jsou shodné

* Méjme dvé nahodné veliCiny s normalnlm rozdélenim X1akXy,s neznamou stredni
hodnotou i, a p,. Také rozptyly 0,2 a 0,2 jsou neznamé, ale lze predpokladat Ze jsou
shodné. Vybereme vzorek z populace o rozsahu n; a n,, ktere maji primeér x; a X, a
vybérové smérodatné odchylky s; a s,.

* Potom intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot se vypocte:

— Ohoustranny

—1)-c.2 —1).c.2 —1).q. 2 —1)ec.2
(fl . 922) . \/(n1 1):s1%2+(ny—1)s, tl_g' (fl . )ZZ) + \/(n1 1):s1%+(ny—1)s; tl_%
2

n1+n2—2 n1+n2—2
; _ _ —1)-'s,2 —1)-5,2
— Jednostranny left (—o0, (X; — X3) +\/(n1 Y5174y —1) 5, ti_g >
n1+n2—2
; . _ _ —1)'52 —1)-s,2
— Jednostranny right < (X —Xp) — \/(nl Y517+ (np=1)'s, t1— g ©)
n1+n2—2

— t,_a je kvantil Studentova rozdéleni s n; + n, — 2 stupni volnosti.
2

— Shodnost rozptylu dvou vybér( Ize ovérit statistickym testem, ktery obvykle
predchazi vypoctu intervalového odhadu.



7.12 Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot
dvou vybéru s normalnim rozdélenim

3) Nezname rozptyly obou populaci a lze predpokladat, Ze nejsou shodné

e Méjme dvé ndhodné vellcmy s normalnim rozdélenim X; a X,, s neznamou stredni hodnotou y; a
Uy. Také rozptyly 0,2 a 6,2 jsou nezndmé, ale lze predpokladat Ze nejsou shodné. Vybereme
vzorek z populace o rozsahu n; a n,, ktery maji primeér X; a X,, a vybérové smérodatné odchylky
51aS5.

*  Potom intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot se vypocte:

, N I
Oboustranny <(x1 X5) o + o t1—%' (k; — x,) + o + o t _Z>
— Jednostranny left (—oo, (X — Xy) + f + t1 >

2
— Jednostranny right <(x;—x,) — n— + =—t1_gq )
1

n;
()
ni na
(ﬁ)?#{gﬁ 1
nq ni+1 np np+1
— (Ne)shodnost rozptylu dvou vybér( Ize ovéfit statistickym testem, ktery obvykle predchazi
vypoctu intervalového odhadu.

2

— t,_a je kvantil Studentova rozdéleni s — 2 stupni volnosti.
2




7.12 Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot
dvou vybértu s normalnim rozdélenim

*  Funkce v matlabu: ttest?2
— Funkce ttest2 obsahuje vice parametr(

* [h,p,ci]=ttest2(x,y,alpha,tail,vartype)

- X 1. vektor vstupnich dat
-y 2. vektor vstupnich dat
— alpha hladina vyznamnosti testu,
(1-alpha) predstavuje spolehlivost intervalového odhadu

— tail typ intervalového odhadu

* 'both’ oboustranny interval

o left jednostranny interval interval (—oo, Ty)

* 'right'  jednostranny interval interval (Tp, )
— Vartype shodnost/neshodnost rozptylu

* ‘'equal' rozptyly v obou vybérech jsou shodné

* 'unequal' rozptyly nejsou shodné

— h vysledek hypotézy (pouziva se u testovani hypotéz)
- p p-value (pouziva se u testovani hypotéz)
— Ci konfidencni interval



7.12 Intervalovy odhad rozdilu stfednich hodnot
dvou vybéru s normalnim rozdélenim

U vyrobk( A a B se zjisStovala jejich Zivotnost. Zjistéte pomoci intervalového
odhadu, zda zivotnost vyrobku B je shodna jako u vyrobku A. Parametr
a = 0.05 Byly zjiStény néasledujici hodnoty: A=[24,26,27,28,29,31],
B=[25,27,29,29,30].
Uvazujte, ze rozptyly jsou shodné.

— >>A=[24,26,27,28,29,31];

— >>B=[25,27,29,29,30];

— >> [h,p,ci]=ttest2(A,B,0.05,'both','equal’)

— h= 0

— p= 0.7219

— ci= -3.5799 2.5799

Protoze konfidencni mez rozdilu obsahuje zaroven 0, lze fici, ze Zivotnost
vyrobku B je shodna s Zivotnosti vyrobku A.

Vysledky v pripadé neshodnosti rozptylU:
— [h,p,ci]=ttest2(A,B,0.05,'both','unequal’)
— ci= -3.5210 2.5210



7.13 Intervalovy odhad pro rozdil
relativnich ¢etnosti dvou populaci

Meéjme dveé populace, z nichz byly provedeny dva nezavislé nahodné
vybéry o rozsahu n; a n,, kde pocet prvku s urcitou vIastnostl'je X1

ax,. Potom pravdepodobnost vyskytu urcité vlastnosti je
P1 = — a P2 = —Z

Necht dale plati o rozsahu vybéru, zZe:
— Vybéry jsou dostatecné velké (n; > 30, n, > 30)

— Mensi nez 5 % rozsahu zakladniho souboru (— < 0. 05 < 0.05)

Ny
9

an,>
p1(1-pq) 2 p2(1-p3)

— SplAujici podminky:n,; >

x1+x2

Necht ddle plati: p

nq +n2



7.13 Intervalovy odhad pro rozdil
relativnich ¢etnosti dvou populaci

’ 4 7, _ X1+x2
Necht dale plati: p = g
Potom intervalovy odhad pro rozdil relativnich Cetnosti dvou populaci se vypocte:
— Obpustranny

n, 2

<(p1 ~p2) —\/p A=p) (5 50) e (o1 = p2) +\/p (1-p)- (nil+i)zl_a>

. 101
— Jednostranny (—oo, (py — py) + \/p -(1-p)- (n_1 + —) Zy_gq >

np

, 1 1
— Jednostranny < (p1 — pz) — \/p (1 - p) . (n—1 + —) Z1_gq, )

n»

Priklad: 1. vybér je tvoren 100 prvky a pravdépodobnost Uuspéchu je 0.42; 2. vybér je
tvoren 50 prvky a pravdépodobnost Uspéchu je 0.26. Vypoctéte intervalovy odhad pro
rozdil relativnich ¢etnosti p; — p,. x= 0.05.

— >>nl=100 >>n2=50 >>p1=0.42 >> p2=0.26

— >>x1=n1%*pl x1l= 42 >>x2=n2*p2 x2= 13

— >>p=(x1+x2)/(n1+n2) p= 0.3667

—  >>Ci=[(p1-p2)-sqrt(p*(1-p)*(1/n1+1/n2))*norminv(0.975,0,1),
(p1-p2)+sqrt(p*(1-p)*(1/n1+1/n2))*norminv(0.975,0,1)]
— Ci= -0.0036 0.3236



7.14 Prikazy v matlabu /octave

e 1 vyber
— Stredni hodnota
* Smeérodatna odchylka definovana ztest kap. 7.4.1
* Smérodatna odchylka neznama  ttest kap.7.4.4
— Rozptyl vartest kap.7.5
— Smeérodatna odchylka vartest kap. 7.6
— Nenormalni rozdéleni expfit, ...fit kap. 7.10
e 2vybéry
— Shoda strednich hodnot ttest2  kap.7.11

— Shoda rozptylU vartest2 kap.7.12



8 Testy hypotéz

8.1 Princip testovani hypoteéz
8.2 Pristup k testovani hypotéz
8.3 Jednovybérove testy (a parovy test)

8.4 Dvouvyberoveé testy
8.5 Vicevybérové testy



8.1 Princip testovani hypotéz

Pomoci statistického usuzovani rozhodujeme na zakladé informaci ziskanych z nahodnych
vybéru, zda prijmeme, nebo zamitneme urcitou hypotézu tykajici se zakladniho souboru

Statistickou hypotézou rozumime jakékoliv tvrzeni, které se muze tykat:

— nezndmych parametrd vybéru (napftiklad stfedni hodnoty, rozptylu, medianu) kap. 8,
— typu rozdéleni (normalni, exponencidlni, shoda typu rozdéleni u 2 vybérq, ...) kap. 9

— nezdvislosti dat a dalSich vlastnosti zdkladniho souboru (zdkladnich souboru). kap. 10
— ProloZeni spojitych dat funkci kap. 11

Parametricka hypotéza — statisticka hypotéza pojednava o parametrech rozdéleni nahodné
veli¢iny (stfedni hodnota, rozptyl,...)

— Rovnost stfednich hodnot dvou vybér(

— Testovani rozptylu nahodného vybéru

Neparametricka hypotéza — statisticka hypotéza nepojednava o parametrech rozdéleni
nahodné veliciny (napf. typ rozdéleni, nezavislost vybérd,...)
— Pochazi data z normalniho rozdéleni?



8.1 Princip testovani hypotéz

* Rozdéleni hypotéz podle poctu vybéru
— Jednovybérové
* Stredni hodnota nahodné veliCiny je rovna 8.
* Rozptyl nahodné veliCiny je mensi nez 16.
— Dvouvybérové
e Stredni hodnota prvniho vybéru je vétsi nez druhého.
* Podil rozptylQ prvniho a druhého vybéru je shodny.
— Vicevybérové

e Stfedni hodnoty vSech vybéru jsou shodné; a nasledné
zjisténi vybéru, které se stredni hodnotou odlisuji

* Rozptyly vsech vybérl jsou shodné



8.1 Princip testovani hypotéz

* Pouzivaji se dva druhy hypotéz:

— Nulova hypotéza H, predstavuje tvrzeni, ze sledovany
efekt je nulovy a byva vyjadrena rovnosti mezi testovanym
parametrem 6 a jeho ocekavanou hodnotou 6,.

— Alternativni hypotéza H,, ktera popira tvrzeni dané
nulovou hypotézou.

— Mohou byt nasledujici tvrzeni hypotéz:
matlab (H,)
Hy:0 =60, Hy:0 + 0, ,both*
Hy:0 =60, Hyu:0<86, ,left”
Hy:0 <0, Hyu:60>0, ,right”
Nulova hypotéza musi vzdy obsahovat rovnost



8.1 Princip testovani hypotéz

Priklady na nulovou a alternativni hypotézu:
* Qvérte, zda primeérnad hmotnost vyrobku je 1 kg?

— Nulova hypotéza: Hy:u = 1kg
— Alternativni hypotéza: Hy:u+ 1kg
e Zvysila se upravou technologie zZivotnost vyrobku?
— Nulova hypotéza: Hy: Unew < Hold
— Alternativni hypotéza: Hy: tpew > Uold

— VSimnéte si, ze nulova hypotéza vidy obsahuje rovnost

* Nulovou hypotézu povazujeme za pravdivou, az do okamziku, kdy nas
vysledky potvrdi o opaku. Vysledkem je:
Zamitame hypotézu H, ve prospéch hypotézy H,
— Nezamitame H,

— Pozn. Pro rozliseni, zda (ne)zamitneme pouZivdme testovaci statistiky, zalozené
na stejném principu jako u interval( spolehlivosti.

— Pozn. V§imnéte si, Ze pouze zamitame / nezamitame H,. Nelze fici, ze H,
pfijimame, protoze rozsifujicim se poctem dat se mize stat, Zze bude
zamitnuta.



8.1 Princip testovani hypotéz

* Priklad: U 10 lidi chtéjici pfibrat bylo zjisténo, Ze jejich ro¢ni vahovy pfirlistek je
[1,3,4,4,5,5,6,7,7,8] kg. Primérné zvySeni hmotnosti je 5 kg Otestujte, zda:

hmotnost je stejna doslo ke zvyseni hmotnosti doslo ke zvyseni hmotnosti
max. o 10 kg
Hy:0 =0 Hy;:0+0 Hy:0 =210 H,:0 <10 Hyp:0 <0 Hy:0>0
,both” ,left” ,right”
Testovani hypotéz - both Testovani hypotéz - left - Test\ovém’ hypotéz - right
o \ 0.1 “"‘ “',‘ o1 “"\‘ naméfens data
0.05 “_"‘ \ T, naméfena data “,“" \“. 0.05 ‘ ‘
; § b I 0.05 | \ O
. ) . 0 " 5 10 . 15 ) " .

HO — hmotnost je stejna ~ HO — hmotnost je vysSipravé 0 10kg  HO — hmotnost je stejna
HA — hmotnost je nizsi HO — hmotnost je vysSi nez o 10 kg HO — hmotnost je nizsi
HA — hmotnost je vyssi ~ HA —hmotnost je vysSimax. 0 10kg.  HA — hmotnost je vyssi



8.1 Princip testovani hypotéz

e Chybal. all. druhu

Vysledek testu

Nezamitame H, Zamitame H,

Spravné rozhodnuti 1-a. | Chyba I. druhu o (hladina
Plati H, (spolehlivost testu) vyznamnosti)

Skuteénost

Spravné rozhodnuti 1-8
PlatiH, Chybal Il. druhu 8 (sila testu)

— Nulova hypotéza je platna a my ji zamitneme, dopoustime

se chyby I. druhu. Tuto pravdépodobnost nazyvame
hladinu vyznamnosti .

— Nulova hypotéza je platna a neni zamitnuta. Tato
pravdepodobnost je 1 —. Nazyvame ji spolehlivost testu.

— Nulova hypotéza neni platna a je zamitnuta. Vznika s
pravdépodobnosti 1 — f a oznacujeme ji silou testu.

— Nulova hypotéza neni platna, ale je prijata. Dopoustime se
chyby Il. druhu. Vznika s pravdépodobnosti .




8.1 Princip testovani hypotéz

* Zmensovanim chyby « se

zvysuje chyba f. istedek testu
i Sna ha O minimalizaCi Nezamitame H, Zamitame H,
C hyb . 'g' Spravné rozhodnuti 1-a. [ Chyba I. druhu o (hladina
, ,§ Plati H, (spolehlivost testu) vyznamnosti)
) Ob,vy k\!e YOI Ime X= O.O 5 ) g . Sprévnélrozhodnuti 1-B8
Vza Ccn EJ | | (= O . O 1 . Plati H, Chyba Il. druhu B (sila testu)

f(t(x))

-\.k;:t Illl'.t.ll




8.2 Pristup k testovani hypotéz

* Postup klasického testu hypotéz

1.
2.

3.
4.

5.

6.

Formulace nulové a alternativni hypotézy

Volba druhu testové statistiky. Na zakladé vysledku se

rozhodne o zamitnuti/nezamitnuti nulové hypotézy — viz
bod 5.

Stanoveni hladiny vyznamnosti testu .

Zjisténi hranice kdy zamitdme /nezamitdme H, (na
zakladé vypoctené testoveé statistiky)

Vypocet testové statistiky T (X)
Formulace zaveru

 Pouzivano historicky, kdyz se uloha resila pomoci
papiru, kalkulacky a tabulek



8.2 Pristup k testovani hypotéz

e Postup Cistého testu vyznamnosti
1. Formulace nulové a alternativni hypotézy
2. Volba druhu testové statistiky.
3. Vypocet testove statistiky T (X)
Vypocet p-value
* Na zakladé p-value nezamitame/zamitame hypotézu H,,

«  Cim niz&i vyjde p-value, tim vice jsme pfesvédéeni, 7e
nulova hypotéza neni spravna a je treba ji zamitnout.

* Dyaiue <X Hy zamitame
e Doaiue > Hy hezamitame

5. Rozhodnuti na zakladé p-value
6. Formulace zavéru



8.2 Pristup k testovani hypotéz

 Coje to p-value a jak ji vypocitat?

— Klasickym pfistupem se zamitne/nezamitne hypotéza H,. Cisty test
vyznamnosti poskytne p-value, ktera poskytuje obecnéjsi informaci o
vysledku — lze zjistit jak moc je vysledek testu vyznamny.

— Cim niZ&i vyjde p-value, tim vice jsme pFesvéd&eni, Zze nulova hypotéza
neni spravna a je treba ji zamitnout.

— Méjme vysledek testovaci statistiky T(X). Pro vysledek T'(X) urdime
kvantil distribucni funkce (napr. funkce normcdf, chi2cdf,tcdf apod).

© Hy: 0 =00,Hy: 0 %6y  Dyame =2 min(F(T(X)), 1 —lech(X)))
o

° Hol 6 > 90 ,HA: 0 < 00 Pvalue = Fo(T(X)) ‘left’
° Hol 0 < 90 ,HA: 6 > 00 Pvalue = 1-— FO(T(X)) ’right'

Matlab: both left right

2 4 ) 2 ]
1-a o




8.2 Pristup k testovani hypotéz

Stanoveni intervall spolehlivosti a testovani hypotéz probiha
obdobnym zplsobem.

Napriklad intervalovy odhad stfedni hodnoty a testovani zda stredni
hodnota namérenych dat je m.

[h,p,ci,stat]=ttest(x,m,alpha,tail)
— Prava strana:

° X vstupni data
m stredni hodnota se kterou porovnavame vstupni data
e alpha hladina vyznamnosti (u intervall spolehlivosti — spolehlivost)
* tail jedno nebo oboustranny interval spolehlivosti
Leva strana
* h vysledek hypotézy
°p velikost p-value
* Ci konfidencni interval

e stat  vysledky testové statistiky T, pocet stupnit volnosti



8.2 Pristup k testovani hypotéz

Priklad: Méjme namérena data - Zivotnost stroje. Vyrobce tvrdi, Ze Zivotnost vyrobku je vyssi nez 800 h. Méjme
namérend data: x=[700,750,780,820,860,900,940,950,980,1020]. Jejich primérna hodnota je 870.

1) Formulace nulové a alternativni hypotézy
— HO:u<800h
— HL:x>800h
— Podle HO zjistime, Ze budeme v matlabu zadavat , right”.
2) Volba druhu testové statistiky. V pFislusné kapitole skript zjistime, Ze Ulohu resi funkce , ttest”
3) Vypocet testové statistiky T(X) a 4) vypocet p-value
— Prikaz v matlabu: [h,p,ci,stat]=ttest(x,800,0.05, right')
*  Prikaz stejny jako u intervalovych odhadl
* Hodnota 800, jako 2. parametr funkce odkazuje na hodnotu v nulové a alternativni hypotéze

5) Rozhodnuti na zakladé p-value

- h= 1 priklanime se k alternativni hypotéze
* 0 plati nulova hypotéza, 1 prikldnime se k alternativni hypotéze
— p= 0.0330 pvalue je mensi nez 0.05, zamitdame HO
— ci= 808.6523 Inf 95% interval spolehlivosti
— stat=
* tstat:-2.0917 vysledek testové statistiky T vypocet dle vzorce
e df:9 pocet stupnil volnosti obvykle pocet dat — pocet odhadovanych parametr(
* sd:105.8301 smérodatna odchylka vstupl

Na hladiné vyznamnosti 5 % zamitame hypotézu HO, Ze Zivotnost stroje je mensi nebo rovna 800 h.
Laicky: Na hladiné vyznamnosti 5 % jsme prokazali, Ze Zivotnost stroje je vyssi nez 800 h



8.3 Jednovybeérové testy hypotéz

8.3.1 Test rozptylu normalniho rozdéleni

8.3.2 Test stredni hodnoty normalniho rozdéleni
8.3.3 Parovy test

8.3.4 Znaménkovy test

8.3.5 Kvantilovy test

8.3.6 Wilcoxonuv test

8.3.7 Test o parametru m relativni Cetnosti

8.3.8 Testy hodnoty parametri nenormalnich
rozdéleni



8.3.1 Test rozptylu normalniho
rozdéleni

* Méjme data z normalniho rozdelenl se stredni
hodnotou u a rozptylem o2, kde oba parametry
nezname. Na zakladeé vyberu X1,X5, ..., Xy
chceme overit predpoklad, ze rozptyl populace
g? se rovna hodnote vybéroveho rozptylu z
naméfenych dat s?

 Potom testovaci krlterium je nasleduijici:
2

T == (= 1)

* Testovaci kritérium ma y“ rozdélenis (n — 1)
stupni volnosti.



8.3.1 Test rozptylu normalniho
rozdéleni

* Seznam hypotéz:
— Hy:s% = g? H,:s% # g ‘both’
* H, nezamitam, kdyz testovaci statistika je:
x?a(n—1st.v.) <T(X) < x* _a(n—1st.v.)
2 2

— Hy:s% = o2 Hy:s% < o° ‘left’

* Hy nezamitam, kdyz testovaci statistika je:
T(X) = x* ,(n—1st.v.)

 Napt Hy:s% >800 H,:s% <800

— Hy:s? < o* Hy:s? > o ‘right’
* H, nezamitam, kdyz testovaci statistika je:

T(X) < x?*,_,(n—1st.v.)
« Napf Hy : s <800 H,:s% >800
 H, zamitam, kdyz je p-value mensi nez «.



8.3.1 Test rozptylu normalniho
rozdéleni

* Funkce v matlabu: vartest
— Funkce vartest obsahuje vice parametr(
— Shodny test jako u intervalového odhadu

* [h,p,ci,stats]=vartest(x,v,alpha,tail)

- X vektor vstupnich dat
-V rozptyl se kterym je vybérovy rozptyl porovnavan
— alpha hladina vyznamnosti
— tail typ intervalového odhadu
e 'both'  Hy: s? =o? Hy: s? # o2
o left’ Hy: s? > g? Hy: s? < g?
+ 'right' Hy: s? < o2 Hy: 5% > o2
— h vysledek hypotézy
- p p-value
— Ci konfidencni interval
— stats statistické vysledky
* chisqgstat vysledek testovaci statistiky
o df pocet stupnd volnosti

e VSechny parametry se nemusi uvadét. Pokud je test na hladiné vyznamnosti 5 % a
je oboustranny, tak staci [h,p]=vartest(x,v)



8.3.1 Test rozptylu normalniho
rozdéleni

Stroj bali pisek do 50 kg pytld. Maximalni povoleny rozptyl je 0.0121 kg?. Otestujte na
hladiné vyznamnosti 5 %, zda rozptyl je mensi nebo roven 0.0121 kg?

Data: 49.87,49.74,49.91,49.85,49.71,49.63,49.75,49.82,50.11
Rozptyl dat je: var(x)=0.0194

Hustota pravdépodobnosti Chi2 s 8 st.vol

H, :s% <0.0121 H,:s2 > 0.0121
— Hy nezamitam, kdyz testovaci statistika je:
T(X) < x*,_,(n—1st.v.)

Matlab

—  >>x=[49.87, 49.74, 49.91, 49.85, 49.71, 49.63, 49.75, 49.82, 50.11];

—  >>[h,p,ci,stats]=vartest(x,0.0121,0.05,'right') 1/ esx -
— h= 0 S
— p= 0.1183 Ho i

— ci= 0.0100 Inf

- stats : chisgstat: 12.8173 df: 8

— Na hladiné vyznamnosti 5 % nezamitame hypotézu H,, Ze rozptyl je mensi nebo roven 0.0121 kg?
(pval=0.1183, chistat=12.8173, 8 st. vol).

* 1) Formulace nulové a alternativni hypotézy 2) Volba druhu testové statistiky.
* 3) Vypocet testové statistiky T'(X) 4) vypocet p-value
* 5) Rozhodnuti na zakladé p-value



8.3.1 Test rozptylu normalniho
rozdéleni

Stroj bali pisek do 50 kg pytlt. Maximalni povoleny rozptyl je 0.0121 kg?. Otestujte na hladiné
vyznamnosti 5 %, zda rozptyl je mensi nebo roven 0.0121 kg?

Data: 49.87,49.74,49.91,49.85,49.71,49.63,49.75,49.82,50.11
Rozptyl dat je: var(x)=0.0194

Hy:s?<0.0121 H,:s?>0.0121

H, nezamitdm, kdyZ testovaci statistika je: TX) < )(Zl_a(n —1st.v.)

Tuzka, papir (historicky, nebo kdyZz nemate vstupni data, ale pouze vypoctenou stfedni hodnotu a

rozptyl)
- Vypoctu rozptyl z dat var(x)=0.0194
- Dosadim do vzorce testové statistiky TX) = 2—22 n—1) = g'gij -8 =12.8173
—  Vysledek testové statistiky je 12.8173 '
- Zjistim kvantily )(20_95(8) = chi2inv(0.95,8) = 15.5073  (hrani¢ni bod zamitnuti HO)
- Zjistim pvalue pom=chi2cdf(12.8173,8)=0.8817
- Pvalue
. Oboustranny interval pval = 2 - min(pom, 1 — pom)
. Jednostranny left pval = pom
. Jednostranny right pval =1 —pom

pval =1—pom =1-0.8817 = 0.1283
Zavér: Na hladiné vyznamnosti 5 % nezamitame hypotézu HO, Ze rozptyl je mensi nebo roven 0.0121.



8.3.2 Test stredni hodnoty
normalniho rozdeéleni

Meéejme populaci z normalniho rozdéleni s neznamou stredni hodnotou pu.
Na zakladé vybéru X4, X5, ..., X,, chceme ovérit pfedpoklad, ze stredni
hodnota populace u se rovna namérenym hodnotam X.
Potom testovaci kritérium je nasledujici:

1) Rozptyl je predem definovany

T(X)=T n

, kde testovaci kritérium ma normované normalni rozdéleni
2) Rozptyl neni definovany

X —
TX) =——"+n
S
, kde testovaci kritérium ma Studentovo t rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
Pripad ad1l je velmi vzacny.



8.3.2 Test stredni hodnoty
normalniho rozdeéleni

 Seznam hypotéz:
—Hy: X=pu Hy: X #u ‘both’
* Hy, nezamitam, kdyz testovaci statistika je:
t%(n —1stv.)<TX) < tl_%(n — 1st.v.)
—HO:)?E,U, HAX<‘U lle'ft’
* Hy nezamitam, kdyz testovaci statistika je:
T(X)=t,(n—1st.v.)
—H()XSM HA)?>‘U, l”ght’
* Hy nezamitam, kdyz testovaci statistika je:
TX)<t;_,(n—1st.v.)
* H, zamitam, kdyz je p-value mensi nez .



8.3.2 Test stredni hodnoty
normalniho rozdéleni

Funkce v matlabu:
— Rozptyl pfedem definovany  ztest Rozptyl neznamy ttest
— Funkce ztest a ttest obsahuji vice parametrd

[h,p,ci,stats]=ztest(x,m,sigma,alpha,tail)
[h,p,ci,stats]=ttest(x,m,alpha,tail)

- X vektor vstupnich dat

- m stredni hodnota se kterou je primér porovndavan

— sigma rozptyl dat (pouZziva se pouze u funkce ztest)
— alpha hladina vyznamnosti

— tail typ intervalového odhadu

© 'both' HO:)E =Uu HA:)E * MU
o fleft’ Hy: X >pu HgpX<p
e ‘right HyX<u HgX>up

— h vysledek hypotézy

- p p-value

— Ci konfidencni interval

— stats funkce ztest — pouze vysledek testovaci statistiky
funkce ttest:
e tstat vysledek testovaci statistiky df pocet stupnu volnosti
* sd vypoctena smérodatna odchylka

Viechny parametry se nemusi uvadét. Casto se uvadi napf. [h,p]=ttest(x,m)



8.3.2 Test stredni hodnoty
normalniho rozdeéleni

Stroj bali pisek do 50 kg pytli. Maximalni povolena hmotnostni odchylka je 0.05
kg. Otestujte na hladiné vyznamnosti 5 %, zda stroj na baleni pisku se nedopousti
systematické chyby sypanim mensiho/vétsiho mnozstvi — tj. zda stfedni hodnota je
rovna 50 kg.
Data: 49.87,49.74,49.91,49.85,49.71,49.63,49.75,49.82,50.11

— Hy:X=u Hy:X #pu ‘both’

Hy nezamitam, kdyzZ testovaci statistika je:
t%(n —1st.v.)<TX) < tl_%(n —1st.v.)

— Stfedni hodnota vektoru je 49.82. Ptame se, zda je rozdil jiz statisticky vyznamny.

Matlab

- >> x=[49.87,49.74,49.91,49.85,49.71,49.63,49.75,49.82,50.11];
— >> [h,p,ci,stats]=ttest(x,50,0.05,'both’)

— h= 1

— p= 0.0048

— ci= 49.7141 49.9281

— stats = tstat: -3.8544  df: 8  sd:0.1392

Zamitame na hladiné vyznamnosti 5 % hypotézu, ze stfedni hodnota hmotnosti
pisku v pytli je 50 kg.

VSimnéte si, ze z 9 vstupnich dat je 8 mensich nez 50 kg. V pripadé, ze
oCekavame stredni hodnotu 50 kg mél by byt priblizné polovicni pocet dat
mensSich nez 50 kg



8.3.3 Parovy test

Méjme populaci z normalniho rozdéleni s neznamou stfedni hodnotou 4
uskutecnénou pred a stfedni hodnotou u, uskutecnéném po urcité
operaci. Na zakladé vybéru X, X5, ..., X;, chceme ovérit predpoklad, ze
stfedni hodnota populaci u; a u, je shodna.
— U kazdého meéreni jsme schopni fici, jaka hodnota byla namérena pred a jaka
po dané operaci.
— Rozdil dvou normalnich rozdéleni N (u, 012% — N(uy, 0,%) mé opét normalni
rozdéleni s parametry: N(u; — Uy, 042 + 0,°)
— Rozdilem vysledkl po a pred danou operaci obdrzime zménu. Testujeme, zda
vliv této zmény je nulovy Ci nikoliv.
Testovani probiha pomoci funkce ttest, kde vstupem jsou rozdily po a pred
mérenim.

Je mozno provadeét i jednostranné testy (napr. doslo ke zlepseni), nebo s
posunem definovanim parametru m (napf. doslo ke zlepSeni o 5)



8.3.3 Parovy test

Pr. Nasledujici tabulka uvadi vysledky pevnosti oceli pred kalenim a po kaleni.
UrCete na hladiné vyznamnosti 5 %, zda se kalenim zvysila pevnost oceli.

Pfed u, | 450 |480 510 490 510 500 440 490
Po u, 470 | 520 540 510 530 520 490 510
Rozdil |20 40 30 20 20 20 50 20

— U kazdého z méreni zname hodnotu tvrdosti pred a po kaleni.

— Horpp—p1 =0
— >>x=[20, 40, 30, 20, 20, 20, 50, 20]

Hp:pp —p1 >0

— x=
— >>[h,p,ci,stat]=ttest(x,0,0.05, 'right')
— h= 1

— p= 1.4172e-04

— ci= 19.697 Inf

— stat= tstat: 6.6767

df: 7

sd: 11.65

20 40 30 20 20 20 50 20

0.06

0.05

0.04

0031

0.02

001} /

naméfend data

m—

. ©

20 25

30

Na hladiné vyznamnosti 5 % zamitam hypotézu H,, ze kaleni nema vliv na pevnost

oceli.



8.3.3 Parovy test

e Otestujte na stejném priklade, zda se zvysila pevnost
oceli minimalné o 20.

— Horplp — g =20 Hytpp — pq >20
— >>x=[20, 40, 30, 20, 20, 20, 50, 20]
— >> [h,p,ci,stat]=ttest(x,20,0.05, 'right')

—h= 0

— p= 0.0557

— ci= 19.6967 Inf

— stat= tstat: 1.8209 df: 7  sd: 11.6496

* Na hladiné vyznamnosti 5 % prijimame hypotézu HO, ze
pevnost oceli se zvysSila maximalné o 20.



8.3.4 Znameénkovy test

Znaménkovy test umoznuje na zakladé vybéru X4, X5, ..., X,, ovérit predpoklad, ze
se median nahodného vybéru x, 5 rovna testované hodnoté x;.5¢0. 5.
Sleduje se Cetnost Z_ namérenych hodnot mensich nez testovana hodnota

Xtest0.5-
Potom testovaci kritérium je nasledujici:

— Hoi Xo5 = Xtestos Hal Xo.5 # Xtesto.s

T(x) = 2-min (%7, (7) 057, 27, (1) 0.57)
— Hp:Xo5 = Xtestos Hai Xo5 < Xtesto.s T(X) = Ziz;ro (1:) 0.5"
— Hp:Xo5 = Xtestos Hai Xo.5 > Xtesto.s T(X) = Ziz;o (?) 0.5™

— Testova statistika T (X) zaroven pfedstavuje pvalue.

Jedna se o neparametricky test, protoze neni nutny predpoklad o tvaru rozdéleni.
Jestlize nékteré z hodnot se rovnaji testovanému medianu, budou vynechany.



8.3.4 Znameénkovy test

* Funkce v matlabu: signtest

* [p,h]=signtest(x,m,alfa,tail’, both’)

- X vektor vstupnich dat

- m testovana hodnota medianu

— alfa hladina vyznamnosti

— tail Ho: Xo.5 = Xtestos Hal Xo.5 # Xtesto.s ‘both’,
Ho: Xo.5 = Xtestos Hai Xo5 < Xtesto.s ‘left’,
Ho! X0.5 = Xtesto.s Ha: X0.5 > Xtesto.s ‘right’

- p p-value

— h vysledek hypotézy

* Pro vypocet testovaciho kritéria lze pouzit také funkce Binocdf
— Hp: Xo5 = Xtestos Hal Xo.5 # Xtestos pvalue = 2 - binocdf (min(Z_, Z,),n, 0.5)
— HgXo5 = Xtestos Hal Xo.5 < Xtesto.s pvalue = binocdf(Z,,n,0.5)
— Hoi X5 = Xtestos Hal Xo.5 > Xtesto.s pvalue = binocdf(Z_,n,0.5)



8.3.4 Znameénkovy test

Pr. Méjte data: 4,5,5,6,6,7,7,8,8,8,9,10,12 a otestujte, zda median je na hladiné
vyznamnosti 0.05 roven 5.5.

— Matlab

- >>x=[4,5,5,6,6,7,7,8,8,8,9,10,12]

— >>[p,h]=signtest(x,5.5,0.05)

— p= 0.0923

— h= 0

— Nezamitame hypotézu HO na hladiné vyznamnosti 5 %, Ze median je roven 5.5

Jestlize se bude testovat median roven 5, je nutno odstranit ze vstupu namérené
hodnoty 5 a vysledek pocitat pouze ze zbyvajicich 11 namérenych hodnot.

— pvalue vypoctem: 2 -Binocdf(1,11,0.5)=0.0117
— matlab: [p,h]=signtest(x,5,0.05)
p= 0.0117

— Zamitame hypotézu HO, ze median je roven 5

Jestlize chceme otestovat HO xy s < 5, oproti hypotéze H1 x5 >5
— Matlab: [p,h]=signtest(x,5,0.05,'tail','right’)
p= 0.00585
— Zamitame hypotézu HO, Ze median je mensi nebo roven 5.



8.3.5 Kvantilovy test

Principem vychazi ze znaménkového testu.

Kvantilovy test umoznuje na zakladé vybéru X4, X5, ..., X,, ovéfrit predpoklad, Ze se
urcity kvantil < nahodného vybéru x, rovna testované hodnoté x4 -

Sleduje se Cetnost Z_ namérfenych hodnot mensich nez testovana hodnota X;.g¢ -

Potom testovaci kritérium je nasledujici:
Z_

_ NN i, (1 _oyn—i
re0 =Y () i (1)
i=0
Z vysledné statistiky T'(X) lze zjistit hodnotu p-value pro oboustranny interval:
pvalue = 2 - min{T'(X),1 — T(X)}

Jedna se o neparametricky test, protoze neni nutny predpoklad o tvaru rozdéleni.
Jestlize nékteré z hodnot se rovnaji testované hodnoté kvantilu, budou vynechany.
Vysledky pvalue se porovnaji s hladinou vyznamnosti «

Pri kvantilovém testu se vyzaduje vétSi mnozstvi nameérenych dat.



8.3.5 Kvantilovy test

Pro vypocet testovaciho kritéria lze pouzit funkci ,,binocdf” v matlabu
binocdf (Z_,n, x)

Pr. Méjte data: 4,5,5,6,6,7,7,8,8,8,9,10,12 a otestujte, zda 90% kvantil je na hladiné vyznamnosti
0.05 roven 5.5.

Matlab
- HO: Xo9 = 55, HA: X0.9 # 5.5
- >>x=[4,5,5,6,6,7,7,8,8,8,9,10,12]

— >> Stat=binocdf(3,13,0.9) stat= 2.1E-8
— >>pvalue=2*min(Stat,1-Stat)

— pvalue= 4.2E-8

— Hypotézu H, na hladiné vyznamnosti 5 % zamitame.

Jestlize se bude testovat 90% kvantil roven 8, je nutno odstranit ze vstupu namérené hodnoty 8 a
vysledek pocitat pouze z 10 namérenych hodnot.

— Hy: x99 = 8; Hy: x99 #8

— >>stat=binocdf(7,10,0.9) stat= 0.0702
— >> pvalue=2*min(statistika,1-statistika)

— pvalue= 0.1404

— Hypotézu Hy na hladiné vyznamnosti 5 % nezamitame.

Pti testovani malych / velkych kvantil( je nutno mit velké mnozstvi vstupnich dat.



8.3.6 Wilcoxonuv test

*  Wilcoxonuv test umoznuje na zaklade vybéru X4, X5, ..., X,, ze spojitého rozdeleni
s hustotou f(x), ktera je symetricka kolem medianu x, 5, zda se rovna testované
hodnoté X g0 5.

e Postup testovani:

1. Pro kazdou namérenou hodnotu z vybéru urCeme Y; = X; — Xtest0.5-
2. Sefad'me veliciny Y; vzestupné podle absolutni hodnoty a zaznamenejme jejich plvodni
znaménko.

3. Urceme poradiveliciny R; = |Y;| < |Y;| < --- < |Y,,|. V pfipadé shodnych hodnot Y;
primérujte poradi

4, Oznaéme R;" pofadi veli¢in s kladnym znaménkem a R;” se zapornym

5. Testova statistika je potom : T(X) = min(ZYiz() R, dyi<oRi™ ) a je nutno nasledné
hledat v tabulkach.

* Pro stanoveni zamitnuti / nezamitnuti hypotézy H, lze pouzit tabelovanych
hodnot, nebo pro vétsi mnozstvi namérenych dat prevést vysledek na normované
normalni rozdéleni pouzitim vztahu:

+ n-(m—1)
ZYL'ZO Ri _ 4

\/n-(n+1)-(2n+1)
24

VA




8.3.6 Wilcoxonuv test

e Ze statistiky z lze prikazem normcdf(z,0,1) stanovit podle
typu hypotézy pvalue.

— Ho.Xo5 = Xtestos  Hal Xo.5 F Xtesto.s

pvalue = 2 - min(normcd f(z,0,1),1 — normcdf (z, 0,1))
— Ho.Xg5 < Xtestos  Hal Xo5 > Xtestos pvalue = 1 —normcdf(z,0,1)
— Ho. Xg5 2 Xtestos  Hal Xo5 < Xtestos pvalue = normcdf(z,0,1)

* Jedna se o neparametricky test, protoze neni nutny
predpoklad o tvaru rozdéleni.

* Jestlize nekteré z hodnot se rovnaji testovanému medianu,
budou vynechany.



8.3.6 Wilcoxonuv test

* Funkce v matlabu signrank

* [p,h,stats]=signrank(x,m,alpha,method,tail)

— X vektor vstupnich dat
- m porovnavany median
— alpha hladina vyznamnosti
— method typ vypoctu pvalue.
e Zadava se: 'method’,'exact’ nebo 'method’,'approximate’
— tail typ intervalového odhadu, zadava se: 'tail’,'both’

* Nebo lze nahradit 'both' za 'right' nebo 'left'

—p p-value
— h vysledek hypotézy
— stats Yy.s0Ri" ahodnota z

(

 Parametry ,alpha” , method” ,tai
vynechat

Ill

a u vysledktd ,h“ a , stats” Ize



8.3.6 Wilcoxonuyv test

Pr. Méjme namérena data: x =[4,5,5,6,6,7,7,8,8,8,9,10,12].
Oveérte na hladiné vyznamnosti 10 %, ze median je roven
5.5 pomoci primého vypoctu a pomoci matlabu.

Matlab:

— >> [p,h,stats]=signrank(x,5.5,0.1,'method’,'exact’,'tail','both’)

— p= 0.0129

—h= 1

— stats = signedrank: 80

Pro porovnani vysledky z matlabu pro method approximate

— p= 0.0153
—h= 1
— stats = zval: 2.4244  signedrank: 80

Na hladiné vyznamnosti 10 % zamitame hypotézu HO, ze
median je roven 5.5



8.3.6 Wilcoxonuv test

*  Primy vypocet

X 4 5 5 6 6 7 7 8 8 8 9 10 12
Y -1.5 -05 -05 05 05 15 15 25 25 25 35 45 6.5
Abs(Y) 1.5 05 05 05 05 15 15 25 25 25 35 45 6.5
poradi 6 25 25 25 25 6 6 9 9 9 11 12 13
R+ 25 25 6 6 9 9 9 11 12 13
suma(R+) 80
n-(n—1
YysoRiT — ( 7 ) 80 — 39
z= _ = = 2.8653
\/n-(n+ D-2n+1) \/13 .14-27 14,30
24 24

* pvalue=0.0041

* OdlisSny vysledek pvalue je zpusoben odliSnou aproximaci v matlabu a
pomoci vzorce na normalni rozdéleni.



8.3.7 Test o parametru m relativni

cetnosti
V sérii n nezavislych pokust se nahodny jev A, vyskytl k
krat. Pravdéepodobnost nahodného jevu jep = —a

chceme overit, zda teoreticka pravdepodobnos{ln se

rovna p.

Pro provedeni testu je nutné mit alesponn >
pokusu.
Testovaci statistika je:

__p—m
T(X)_\/n-(l—n)\/ﬁ

Testovaci kritérium ma normované normalni rozdeéleni.

p-(1-p)




8.3.7 Test o parametru m relativni

cetnostl
Seznam hypotéz:
— Hyp=m Hy:p # 1 Hynezamitam, kdyz z« < T(X) <z, _«
2 2
— Hyp=m Hy:p<m Hy nezamitam, kdyz T (X) = z
— Hyp<m Hy:p>n Hy nezamitam, kdyz T (X) < z;_«

— V matlabu neni funkce implementovana.

Pr. Zeptali jsme 1000 voli¢u zda budou u voleb volit stranu LEZ. 24 %
odpovédélo, Ze ano. Strana LEZ deklaruje, Ze u voleb ziska 30 % hlasg.
Oveérte na hladiné vyznamnosti 5% shodu strednich hodnot.

— Hyp=n=30% Hy:p+30%
— TX) —W\/_—OHO\MOOO = —4.1404

— pval= 2*normcdf(T,0,1)
— pvalue = 3.46 - 107>,
— H,, 7e strana LEZ bude mist 30 %, na hladiné vyznamnosti 5 % zamitdme



8.4 Dvouvybérové testy hypotéz

8.4.1 Test o shodé dvou rozptylu, vybéru z
normalniho rozdéleni

8.4.2 Test o shodé dvou strednich hodnot,
vybéru z normalniho rozdéleni

8.4.3 Mann-Whitneyuv test medianu
8.4.4 Testovani relativnich cetnosti



8.4.1 Test o shodé dvou rozptyluy,
vybéru z normalniho rozdéleni

Mejme dva nezavislé vybery X;, Xy, ..., X, a 13,1y, ..., ¥y, které pochazeji

z populaci majici normalni rozdéleni N(,ux, 0,°) a N(uy, ayz) Parametry

Uy, Ox, Ly, 0, jsOU nezndmé.

Chceme otestovat, zda g,%=0,*.

Vypocteme vybérovy rozptyl z obou vybéra.

Potom testovaci kritérium je:
2

S
T(X,Y) ==
Sy
Testovaci kritérium ma F rozdéleni s ny — 1, ny — 1 stupni volnosti.

Jestlize se testuje ay2=k : ze upravuje se testovaci statistika na:

2 2
Sx  Sx_ 5
2 2
T(X,Y) =X —_% _ ks
) _ 2 2 _ 2
Sy Sy Sy




8.4.1 Test o shodé dvou rozptyluy,
vybéru z normalniho rozdéleni

* Seznam hypoteéz:
— HO: SXZ = Syz HA: SXZ * Syz ‘both’
* Hy nezamitam, kdyz testovaci statistika je:
Fa(ny —1ny —1stv.)<T(X)<F _any—1ny —1st.v.)
2 2
— Hy:sy?% > 52 Hy:sy% < sy ‘left’

* Hy nezamitam, kdyz testovaci statistika je:
T(X) =2 F,(ny —1,ny — 1st.v.)
— Hy : sy% < sy° Hy:sy% > sy ‘right’
* Hy nezamitam, kdyz testovaci statistika je:
T(X) S Fl_a(nx - 1, le - 1 St.v.)

* H, zamitam, kdyz je p-value mensi nez .



8.4.1 Test o shodé dvou rozptyluy,
vybéru z normalniho rozdéleni

*  Funkce v matlabu: vartest?2
— Funkce vartest2 obsahuje vice parametru

* [h,p,ci,stats]=vartest2(x,y,alpha,tail)

- X vektor X vstupnich dat
-y vektor Y vstupnich dat
— alpha hladina vyznamnosti
— Tail typ intervalového odhadu
* 'both’ oboustranny interval
o 'left' Hy:sx? < sy?

° 'right' HA:SXZ > Syz

— h vysledek hypotézy

- p p-value

— i konfidencni interval

— stats statistické vysledky
* fstat vysledek testovaci statistiky
« dfl pocet stupnd volnosti vektoru X
o df2 pocet stupnd volnosti vektoru Y

« VSechny parametry na levé strané se nemusi uvadét. Casto se uvadi napf. [h,p]



8.4.1 Test o shodé dvou rozptyluy,
vybéru z normalniho rozdéleni

Pr. Mate nasledujici data a zjistéte, zda n.v. X ma na hladiné vyznamnosti 0.05
prokazatelné vétsi rozptyl nez .

x=[10.5,10.8,10.9,11.0,11.1,11.3,11.5,11.6]
y=[10.8,11.0,11.1,11.2,11.2,11.3,11.4]

Var(x)=0.1355 var(y)=0.0395

Matlab:

e Hy:sy? < sy? Hy:sy? > 52 ‘right’
— >> [h,p,ci,stats]=vartest2(x,y,0.05,'right')
— h= 0
— p= 0.0772

— ci= 0.8152 Inf
— stats= fstat:3.4292 df1:7 df2:6

Hypotézu H, o shodé rozptylt na hladiné vyznamnosti 5 % nezamitame.

Klasicky vypocet

— T =222 =34292
0.0395
- F_,(ny —1,ny — 1st.v.) Fy95(7,6) = finv(0.95,7,6) = 4.207

— Hypotézu Hy na hladiné vyznamnosti 5 % nezamitame.



8.4.2 Test o shodé dvou strednich

hodnot, vybéru z normalniho rozdéleni

Mejme dva nezavislé vybery X;, X5, ..., X, a Yy, Yy, ..., ¥y, které pochazeji
z populaci majici normalni rozdéleni N(/,tx, 0,%) a N(uy, ayz)
Oznacme vybérové priméry a rozptyly:

n n n — n —
7 - Yicy Xi 7= Yz, Yi 52 = Zi=11(Xi_X)2’ 5,2 = Y2 (Yi=7)?
nq n, n1—1 nz—l

Chceme otestovat, zda u, = My ( oproti alternative u, # u,.(Obdobne i
alternativni hypotezy mensi, vetsi)
Mohou nastat nasledujici pripady:

1. Predem jsou definovany rozptyly obou populaci (velmi vzacny pfipad)

2 Rozptyly populaci nejsou znamy, ale predpokladame, ze jsou shodné
3.  Rozptyly populaci nejsou znamy, ale predpokladame, ze nejsou shodné
4

Parové testy jsou uvedeny v kapitole jednovybérovych testu — viz kapitola
8.3.3.

Testu o shodé strednich hodnot predchazi test shody rozptylu.
Je nutno ovérit, ze data pochazi z normalniho rozdéleni




8.4.2 Test o shodeé dvou strednich
hodnot, vybéru z normalniho rozdéleni

— 1) Predem jsou definovany rozptyly obou populaci
— Velmi vzacny pripad
— Potom testovaci kritérium je:

—Y) — (ux — ty)

\/O-X _|_UY

— Testovaci kritérium ma normované normélm’
rozdéleni.

T(X,Y) =

— V matlabu neni implementovano.



8.4.2 Test o shodeé dvou strednich
hodnot, vybéru z normalniho rozdéleni

e 2) Rozptyly populaci nejsou znamy, ale predpokladame, ze
jsou shodné

* Potom testovaci kritérium je:
(X —=Y) — (ux — py)

(g —1) - sx*+ (ny — 1) - 52
Ny + Ny — 2
* Testovaci kritérum ma Studentovo rozdéleni s ny + ny — 2
stupni volnosti.

* (uy — Uy) je Casto rovno 0. Nenulovy pfipad nastane, kdyz
HOMX-I_SSMY Hlﬂx+5>,u,y

 Napriklad: Na hladiné vyznamnosti 5% ovérte, ze zménou technologie

z X na Y dosahneme zvyseni stredni zivotnosti vyrobku, alespor o 5
mésica.

T(X,Y) =




8.4.2 Test o shodeé dvou strednich
hodnot, vybéru z normalniho rozdéleni

* 3) Rozptyly populaci nejsou znamy, ale predpokladame, ze
nejsou shodné

* Potom testovaci kritérium je
-Y) - (ux — py)

\/SX ) SY

e Testovaci kritérum ma Studentovo rozdelem’ S

2 2\ 2
()
v = e stupni volnosti.
(SXZ) . 1 +(Sy2> . 1
ny ny—1 ny ny—1
 Predpoklad shodnosti rozptylu ovérime testem uvedenym v
kapitolu 8.4.1.

T(X,Y) =




8.4.2 Test o shodé dvou strednich

hodnot, vybéru z normalniho rozdéleni

Funkce v matlabu: ttest2
Funkce ttest2 obsahuje vice parametru

Seznam hypotéz:
Ho: pg = pp Hap: pg # pp  both

[h,p,ci,stats]=ttest2(x,y,alpha,tail,vartype) Ho: pig = pp Hp: pig < pp  left
- X 1. vektor vstupnich dat W < .- h
— vy 2. vektor vstupnich dat 0f Ha S Hp Hat Ha > Hp  TigNt
— alpha hladina vyznamnosti
— tail typ intervalového odhadu

* 'both' Hy: pg # Up
o left' Hy: pg < up
* 'right' Hy: pg > up
— Vartype shodnost/neshodnost rozptylu
* ‘'equal' rozptyly v obou vybérech jsou shodné ‘'unequal' rozptyly nejsou shodné
— h vysledek hypotézy
- p p-value
— i konfidencni interval
— Stats Tstat velikost testového kriteria df pocet stupnl volnosti

sd primérna smérodatnd odchylka dat



8.4.2 Test o shodeée dvou strednich hodnot,
vybérld z normalniho rozdéleni

Vyrobce A rika, Zze jeho vyrobky maiji delSi Zivotnost nez vyrobky B. Otestujte na
hladiné vyznamnosti 5 %.

A=[27,28,29,31,32,34,35,36,38,42], B=[25,27,29,29,30,31,32,33,33,34,35].

1) ovéfime shodu rozptyl{
— >>A=[27,28,29,31,32,34,35,36,38,42];
— >>B=[25,27,29,29,30,31,32,33,33,34,35];
— >> [h,p]=vartest2(A,B,0.05,'both’)
— h= 0
— p= 0.1934
— Nezamitdme na hladiné vyznamnosti 5 % hypotézu shody rozptyld

2) ovérime shodnost stfednich hodnot
— Ho: py < pp Hyt pa > Up
— >> [h,p,ci,stats]=ttest2(A,B,0.05,'right','equal’)
— h= 0
— p= 0.0839
— ci= -0.5082 Inf
— stats= tstat:1.4343  df: 19  sd: 3.9456

Na zakladé vstupnich dat zamitame hypotézu na hladiné vyznamnosti 5 %, ze
vyrobce A ma vyrobky s delsi Zivotnosti nez vyrobce B.



8.4.2 Test o shodeée dvou strednich hodnot,
vybérld z normalniho rozdéleni

* 3) pocitejme stejny priklad s predpokladem, ze
rozptyly nejsou shodné
— Ho: g < up Hy: g > Up
— >> [h,p,ci,stats]=ttest2(A,B,0.05,'right’,'unequal’)
—h= 0
—p= 0.0900
— ci= -0.6093 Inf
— stats = tstat: 1.4052  df:15.19 sd: [4.73,3.07]

e VSimnéte si, ze pvalue je podobna jako v pripadé
shodnosti roztpylu.



8.4.3 Mann-Whitneyuv test medianu

* Mann Whitneyuv test je neparametrickym
testem o shodé medianu. Méjme dva

nezavisle vybery X, X5,..., X, a
Y1,Y5, ..., Y, ze spojitych rozdeleni se stejnym
rozptylem a tvarem rozdéleni.

e Testujeme hypotézu:
—Hy! X905 = Yo5 Hy: %95 # yo5  both
—Hy: X955 2 Yos Hp: xo5 <yos5 left
—Hy! Xo5 < Yos Hp: xo5 > yo5 right



8.4.3 Mann-Whitneyuv test medianu

* Postup testovani:

1.

o v s~ Wb

Data z obou vybér( sefadime do jednoho vybéru vzestupné a zaznamename k jakému
vybéru patfi.
Uréime poradi R; vektoru. V pfipadé shodnych namérenych hodnot se priméruje poradi R;.

n1+n2 v v ’ s v - n1+n2
i=1iex Ri (seteme pofadidat zvybéruX)a Ty = X,;2; /& R;

Pro soucet Ty+Ty plati: Ty+Ty = (”1+”2)'(:1+nz+1)

ny-(ng+1)

Oznacime Ty = ),

ny (ny+1)

2 Ty

Vypocteme statistiky: Uy =nq -n, + Ty Uy =n4-n, +

Testové kritérium je : T(X,Y) = min(Uy, Uy)

* Pro stanoveni zamitnuti / nezamitnuti hypotézy H, lze pouZit tabelovanych
hodnot, nebo pro vétsi mnozstvi namérenych dat prevést vysledek na normované
normalni rozdéleni pouzitim vztahu:

min(Uy, Uy) — =152

\/nl'nz '(n1+n2 +1)
12

7 =




8.4.3 Mann-Whitneyuv test medianu

e Funkce v matlabu ranksum

* [p,h,stats]=ranksum(x,y,alpha,method,tail)

— X prvni vektor vstupnich dat
-y druhy vektor vstupnich dat
— alpha hladina vyznamnosti
— method typ vypoctu pvalue.
e Zadava se: 'method’,'exact’ nebo 'method’,'approximate’
— tail typ intervalového odhadu, zadava se: 'tail’,'both’

* Nebo lze nahradit 'both' za 'right' nebo 'left'

—p p-value
— h vysledek hypotézy
— stats YysoRi"

(

 Parametry ,alpha“ ,method” ,tail“ a u vysledkd ,h“ a , stats” Ize
vynechat



8.4.3 Mann-Whitneyuv test medianu

* Priklad z predchozi kapitoly, kde jsme predpokladali normalitu dat. Rozptyly byly bud shodné nebo
neshodné.

* Vyrobce A rika, Ze jeho vyrobky maji delsSi Zivotnost nez vyrobky B. Otestujte na hladiné
vyznamnosti 5 %.

* A=[27,28,29,31,32,34,35,36,38,42], B=[25,27,29,29,30,31,32,33,33,34,35].

*  Redeni:
-  >>A=[27,28,29,31,32,34,35,36,38,42];
— >>B=[25,27,29,29,30,31,32,33,33,34,35];
— Ho: Xo5 < Yos5 Hp Xo5 > Yos right

—  >>[p,h,stats]=ranksum(A,B,0.05,'method’,'exact’,'tail','right')
— p= 0.1295

- h= 0

— stats= ranksum: 126.5000

* Vysledky metodou aproximace na normované normalni rozdéleni
—  >>[p,h,stats]=ranksum(A,B,0.05,'method','approximate’,'tail’,'right')
- p= 0.1291
- h=0
— stats = zval: 1.1304 ranksum: 126.50



8.4.3 Mann-Whitneyuv test medianu

* Na zakladé vstupnich dat zamitame hypotézu,
Ze vyrobce A ma vyrobky s delsi zivotnosti nez

vyrobce B.

* Porovnej s vysledky z predchoziho prikladu
— Normalni rozdéleni, shodné rozptyly p =0.0839
— Normalni rozdéleni, neshodné rozptyly p = 0.0900
— Shodny typ rozdéleni, ale nenormalni p=0.1295

— Rozdilné hodnoty pval jsou zpusobeny nestejnymi
pozadavky na vstupni data




8.4.4 Testovani relativnich cetnosti

Predpokladejme, ze v sérii nynezavislych opakovani
pokusu se nahodny jev A vyskytl x —krat. Obdobné v
sérii n, nezavislych opakovani pokusu se vyskytl
nahodny jev A y —krat.

Pravdépodobnost vyskytu jevu A je p; = ni; Dy, = nl
1 2
9
Predpoklad testu je, ze n; > an, >
P J 1 p1-(1-p1) 2 P2 (1-p2)

Chceme testovat hypotézu shody dvou relativnich
cetnosti:

— HO: m =T, HA:7T1 * %) ‘both’
— HO: T4 = TTH HA:7T1 < %) ‘left’
— HO: T4 < TTH HA:T[1 > %) 'right'



8.4.4 Testovani relativnich cetnosti

Potom testovym kritériem je statistika:
(p1 —p2) — (g — 12)

T(X,Y) =
\/pl-(l—pl)erz-(l—pz)
ny n;
Testovaci kritérium spliiuje normované normalni rozdéleni.

— Oboustranny test HO nezamitam, jestlize z= <T(X,Y) <z «

pvaI=2*min(norzmcdf(T,O,1),1—normcdf(T,O,1))
— Jednostranny test left HO nezamitam, jestlize T(X,Y) > z, pval=normcdf(T,0,1))
— Jednostranny test  right HO nezamitam, jestlize T(X,Y) < z;_« pval=1-normcdf(T,0,1))

Neni implementovano v matlabu.
—  T=(p1-p2)/sart((p1*(1-p1)/n1)+(p2*(1-p2)/n2))

Probéhly dva vyzkumy tykajici se volby politické strany LEZ. V €ervnu se dotazali 500 respondent(i, v
cervenci 300. Sympatie méla strana v ¢ervnu u 8 % respondent(, v ¢ervenci u 6 %. Strana chce
védét, zda na hladiné vyznamnosti 5 % se zménila podpora volicu.

— p;=0.08 p,=0.06 n,=500 n,=300

— Hym =m, Hy:mq # 1y

— >>T=(0.08-0.06)/sqrt((0.08*0.92/500)+(0.06*0.94/300)) T= 1.0924

— >>pvalue=2*min(normcdf(T,0,1),1-normcdf(T,0,1)) pvalue = 0.2747

— Nelze zamitnout H,, Ze sympatie strany jsou stale shodné.



8.5 Vicevybérové testy hypotéz

8.5.1 Test shody rozptylu

8.5.2 Jednofaktorova ANOVA

8.5.3 Kruskal Wallisuv test

8.5.4 Metody mnohonasobného porovnavani

8.5.5 Dvoufaktorova vyvazena anova
8.5.6 Dvoufaktorova nevyvazena anova
8.5.7 Vicefaktorova anova



8.5.1 Test shody rozptylu

Predpokladejme, ze mame k nezavislych
vybéru z normalniho rozdéleni a chceme

testovat hypotézu:

2 = 5,2 = - = g},2

Hy: 04
H,: alespon jedna dvojice rozptylu se lisi
Vyuzivame:

— Bartlettlv test (nutnd normalita vstupnich dat)

— Leveneuv test (méné citlivy na poruseni normality)



8.5.1 Test shody rozptylu

e Bartlettuv test
— testovaci kritérium popisujeme pomoci y* rozdéleni
— Implementovan v matlabu

* Levenelyv test
— Testovaci kritérium popisujeme pomoci F rozdéleni
— Implementovan v matlabu

* Vysledkem
— P-value a statistické udaje

— Tabulka — vysledek testové statistiky, stupné volnosti, p-
value

— Krabicovy graf s namérenymi daty — z velikosti vysky
krabice Ize odhadnout zmény rozptyl( jednotlivych vybéru



8.5.1 Test shody rozptylu

e Funkce v matlabu: vartestn

* [p,stats]=vartestn(X,group,displayopt,testtype)

- X sloupcovy vektor namérenych dat
— group sloupcovy vektor s uvedenim oznaceni skupiny
— displayopt tvorba krabicového grafu — zadava se ‘on’ nebo ‘off’
— testtype druh statistického testu
e ‘classical’ Bartlett(v test
* ‘robust’ Levenn(lv test
- p p-value
— stats
e chisqgstat velikost testovaného kriteria (u Levennova testu Fstat)

o df pocet stupnl volnosti



8.5.1 Test shody rozptylu

Pr. Stroj produkuje nepretrzité vyrobky. Sefizeni stroje se provede jednou za 3
hodiny. Vlivem sefizeni se zmensi rozptyl rozméru a tim i zmetkovitost vyroby.
Pracovnik - statistik chce ovéfit, zda doba 3 hodin ma/nema vliv na celkovy rozptyl.
Nameéfril nasledujici data odchylek rozmérd:

Data po 1 hodiné - 10 hodnot [-0.34,-0.22,-0.17,-0.04,-0.02,-0.01,0.01,0.02,0.05,0.11]

Data po 2 hodinach - 11 hodnot [-0.44,-0.32,-0.16,-0.11,-0.07,-0.05,-0.03,0.02,0.09,0.15,0.21]

Data po 3 hodinach - 11 hodnot [-0.17,-0.09,-0.01,0.02,0.05,0.08,0.12,0.17,0.24,0.48,0.56]

Ovérte na hladiné vyznamnosti 5 %, zda lze pfijmout hypotézu shody rozptyld.

Matlab:
— >>datal=[-0.34,-0.22,-0.17,-0.04,-0.02,-0.01,0.01,0.02,0.05,0.11];
— >>data2=[-0.44,-0.32,-0.16,-0.11,-0.07,-0.05,-0.03,0.02,0.09,0.15,0.21];
— >>data3=[-0.17,-0.09,-0.01,0.02,0.05,0.08,0.12,0.17,0.24,0.48,0.56];
— >>skupinal(1:10)=1;
— >>skupina2(1:11)=2;
— >>skupina3(1:11)=3;
— >>data=[datal,data2,data3]’; % spojeni dat do 1 vektoru,
% ’ transponovani dat
— >>skupina=[skupinal,skupina2,skupina3]’; %transponovani dat



8.5.1 Test shody rozptylu

1. pr: Ovérena normalita dat — Bartlett(v test
— >> [p,stats]=vartestn(data,skupina,'on’,'classical’)
— p= 0.37266
— stats= chisgstat: 1.9742 df: 2
— Parametry 'on','classical’ mozno vynechat

2.pf: Neovérena normalita dat — Levenelyv test
— >>[p,stats]=vartestn(data,skupina,'on’,'robust')
— p= 0.3887
— stats= fstat: 0.9764 df: [2 29]

Na hladiné vyznamnosti 5 % prijimame hypotézu

H, o shodé rozptyla.

Group Summary Table

Eroup Count Mean 5td Dew
1 10 -0.0€1 0.138¢
2 11 —0.0&45 0.152c8
3 11 0.1318 0.223c4
Pooled 3z 0.0041 0.18577
Bartlett's statistic 1.5741%

Degrees of freedom b

p—value 0.372e%

0.6
0.5
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01
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_
- — |
1 2 3
Group Summary Table
Eroup Count Mean Std Devw
1 10 -0.0&1 0.138¢
2 11 -0.0&45 0.1%92¢8
3 11 0.1318 0.223¢4
Booled 3z 0.0041 0.18%77
Levene's statistic 0.537642
Degrees of freedom 2, 25
p—wvalue 0.3887




8.5.2 Jednofaktorova ANOVA

ANOVA — analyza rozptylu

Metoda ANOVA se pouziva pro porovnani shody priiméru vice nez
dvou vybérda.

Predpoklady:

— Nezavislost vybérdu.

— Normalita rozdéleni vSech vybéru

— Shodné rozptyly vSech vybéra.

— Pokud neni splnéno pouziva se Kruskal Wallistv test — kap. 8.5.3
Méjme k (k > 2) nezdvislych vybérl z normalniho rozdéleni, které
maji normalni rozdéleni a shodny rozptyl. Potom Ize pro urceni

shody stfednich hodnot pouzit metodu ANOVA. Testuje se
hypotéza:

— Ho:t iy = pp = - = pg
— Hj,: alespon dvé stredni hodnoty nejsou rovny.
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8.5.2 Jednofaktorova ANOVA

* Princip metody:
Zjistujeme vliv velikosti rozptylu:

pro vSechny slou¢ené namérené hodnoty
pro namérené hodnoty v kazdém vybéru
Pomér velikosti rozptyll vzajemné porovnavame.

Obrazek

Vlevo nahore — Ctyfi rozdéleni s rozdilnou stfedni hodnotou a shodnym rozptylem o velikosti 1.
Vpravo nahore — Ctyfi rozdéleni s podobnou stfedni hodnotou a shodnym rozptylem o velikosti 1
Vlevo dole — hustota pravdépodobnosti sloucenych dat s rozdilnou stfedni hodnotou.

Celkovy rozptyl = 8.525 (rozptyl slou¢enych dat je vyrazné vyssi nez u zakladniho vybéru)
Vpravo dole — hustota pravdépodobnosti slou¢enych dat s podobnou stfedni hodnotou.

Celkovy rozptyl = 1.0475 (rozptyl slou¢enych dat je obdobny jako u zakladniho vybéru

04

0
-10

5




8.5.2 Jednofaktorova ANOVA

* Postup metody ANOVA
— Nameérené hodnoty: X;;
e | —oznacenivybérui € (1, k)
* j—nameérené hodnoty
— 1) vypolteme stfedni hodnoty v kazdém vybéru X;
— 2) vypocteme stredni hodnotu ze vSech dat X.
— 3) zjistime rozsah namérenych hodnot v kazdém vybéru n;.
— 4) zjistime celkovy soucet ¢tvercl

k n; _.2
SST:Z. z (Xi; = X)
1=1 Jj=1

* vypocet obdobny jako u rozptylu, ale nedéli se poctem prvkd.



8.5.2 Jednofaktorova ANOVA

5) rezidudlni soucet ¢tvercu

SSE—le<2 (X;; — l-)

6) soucet ¢tvercl mezi skupinami

k =2
SSp = z n.(X; — X)
i=1

Plati: SST = SSE+SSB
7) vypoclteme celkovy rozptyl

MS.. — SSt
T "n-1
8) vypocteme rezidualni rozptyl
MS. = SSg
E o n—k
9) vypocteme rozptyl mezi skupinami
SSx

M —
5B k—1



8.5.2 Jednofaktorova ANOVA

* 10) vypoclteme testovaci kriterium - Fpomér, ktery spliuje
Fisher Snedecorovo rozdélenis (k — 1,n — k) stupni

volnosti.

e 11) Zjistime pvalue

e 12) Sestavime tabulku ANOVY

Soucet ¢tvercll | Pocet stupnd Rozptyl F pomér pvalue
volnosti
MSy = F=——
P k-1 MS;
SSg dfr=n—k SSE
MSp =
E " n—k
SST dfT =n-—1

e 13)V pripadé zamitnuti HO budou nasledovat metody
mnohondasobého porovnavani.




e Funkce v matlabu

8.5.2 Jednofaktorova ANOVA

anoval

* [p,anovatab,stats]=anoval(X,group,displayopt)

X

group
displayopt

P
anovatab

stats

sloupcovy vektor nameérenych dat
sloupcovy vektor s uvedenim oznaceni skupiny

tvorba krabicového grafu — zadava se ‘on’
nebo ‘off’

p-value
vrati vysledky v tabulce ANOVA

pouziva se jako vstup pro porovnani shody
strednich hodnot mezi vybéry.

vstup do funkce multcompare — viz kapitola 8.5.4



8.5.2 Jednofaktorova ANOVA

Priklad obdobny jako v kapitole 8.5.1

*  Pr. Stroj produkuje nepretrzité vyrobky. Sefizeni stroje se provede jednou za 3 hodiny. Vlivem
sefizeni se zmensi rozptyl rozmér( a tim i zmetkovitost vyroby. Pracovnik - statistik chce ovéfit, zda
doba 3 hodin ma/nema vliv na celkovy rozptyl. Naméfril nasledujici data odchylek rozméra:

Data po 1 hodiné - 10 hodnot [-0.34,-0.22,-0.17,-0.04,-0.02,-0.01,0.01,0.02,0.05,0.11]
Data po 2 hodinach - 11 hodnot [-0.44,-0.32,-0.16,-0.11,-0.07,-0.05,-0.03,0.02,0.09,0.15,0.21]
Data po 3 hodinach - 11 hodnot [-0.17,-0.09,-0.01,0.02,0.05,0.08,0.12,0.17,0.24,0.48,0.56]

* Qvérte na hladiné vyznamnosti 5 %, zda lze pfijmout hypotézu shody stfednich hodnot.

*  Matlab:
— Vytvorime dva vektory: ,data“ a ,skupina” — viz kapitola 8.5.1 EE -
— [p,anovatab,stats]=anoval(data,skupina, 'on') 04} i
*  Vysledky - _ i
— p= 0.0342 ot T | g
— anovatab: ol ﬁ g !
'Source' 'S 'df' 'MS' 'F' 'Prob>F’ 02 | | -
'Groups' [0.2736] [2] [0.1368] [3.7994] [0.0342] 03y el !
'Error' [1.0443] [29] [0.0360] i i , — ‘
"Total' [1.3180] [31] 1] ] ] 1 ’ ’
— stats =
gnames: {3x1 cell} n: [10 11 11] source: 'anoval’
means: [-0.0610 -0.0645 0.1318] df: 29 5:0.1898

* Na hladiné vyznamnosti 0.05 hypotézu HO o shodé stfednich hodnot zamitame.
* (Pval je vanovatab oznacena ¢ervené a je rovna 0.0342)

*  Protoze HO zamitame, bude nasledovat v kapitole 8.5.4 metoda mnohondasobného porovnavani,
ktera zjisti, jaké vybéry maji odlisné stfedni hodnoty.




8.5.2 Jednofaktorova ANOVA

Vypocet otrocky pomoci papiru a tuzky

Data:
— 1 hodina [-0.34, -0.22, -0.17, -0.04, -0.02, -0.01, 0.01, 0.02, 0.05, 0.11]
- 2 hodiny [-0.44, -0.32, -0.16, -0.11, -0.07, -0.05, -0.03, 0.02, 0.09, 0.15, 0.21]
- 3 hodiny [-0.17, -0.09, -0.01, 0.02, 0.05, 0.08, 0.12, 0.17, 0.24, 0.48, 0.56]
I — —
1) % = 2= 0.061; > = —0.0645; %; = 0.1318
n nl
2)% = %" = 0.00406

4) SSy = T, YL (X;; — 0.0406)" = 1.3180
5)SSg = Yk, (z?;l(xij - )?i)z) = (=034 — (=0.061))% + (=0.22 — (=0.061))? + - = 1.0443
6) SSp = SSp = Y n.(X; — X)” =10+ (=0.061 — 0.00406)? + 11 - (—0.0645 — 0.00406)? + - = 0.2736

7) MSp = 221 = 222 = 0.042516
8) MSy = L = =22 = 0.0360
9) MSp = 28 = =222 = 0.1368
10) F = 258 = 21368 _ 3 7994

MSg  0.0360
11)pval =1 — fedf(F,n —1,n — k) = 0.0342

Vysledky z bodli 4, 5, 6, 8,9, 10 a 11 jsou vidét v anova tabulce. Nejdllezitéjsi je vysledek pvalue.



8.5.3 Kruskal Wallisuv test

Kruskal Wallisuv test je neparametrickou
obdobou jednofaktorové metody ANOVA

Kruskal Wallisuv test je obdobou Mannova-
Whitneyova testu pro vice nez 2 vybéry

Necht mame k nezavislych vybérd z rozdéleni se
spojitou distribucni funkci stejného typu.

Ho: X5, = X05, =" = Xo5,
H,: alespon jedna shoda medianu neplati.



8.5.3 Kruskal Wallisuv test

Postup testu:

Namerene hodnoty: X;;

e i—oznacenivybérui € (1, k)

* j—namérené hodnoty
1) VSechna data se setfidi vzestupné a zaznamename k jakému vybéru patfi.
2) UrCime poradi R;;. V pfipadé shodné nameérenych hodnot se primeéruje
poradi R;;.
n-(n+1)

2

3) Oznacime T; souctem poradi kazdého i-tého vybéru. Plati: };; T; =
4) Testovaci kritérium je:

T=-3-(n+1)+ 1 ZT‘Z
B " n-(n+1) n

Kritické hodnoty testovaciho kritéria jsou bud tabelovany, nebo jestlize
kazdy vybér je vét&i nei 5 prvkl, potom ma testova statistika pfiblizné y?
rozdéleni s (k-1) stupni volnosti.



8.5.3 Kruskal Wallisuv test

e Funkce v matlabu

kruskalwallis

* [p,anovatab,stats]=kruskalwallis(X,group,displayopt)

— X
— group
— displayopt

— p
— anovatab

— stats

sloupcovy vektor nameérenych dat
sloupcovy vektor s uvedenim oznaceni skupiny

tvorba krabicového grafu — zadava se ‘on’
nebo ‘off’

p-value
vrati vysledky v obdobné tabulce ANOVA, kde
castecnym vstupem je poradi.

pouziva se jako vstup pro porovnani shody
strednich hodnot mezi vybéry.

pouziva se funkce multcompare



8.5.3 Kruskal Wallisuv test

Priklad obdobny jako v kapitole 8.5.2

Stroj produkuje nepretrzité vyrobky. Sefizeni stroje se provede jednou za 3 hodiny. Vlivem sefizeni
se zmensSi rozptyl rozmérd a tim i zmetkovitost vyroby. Pracovnik - statistik chce ovéfit, zda doba 3

hodin ma/nema vliv na celkovy rozptyl. Naméfil nasledujici data odchylek rozméra:
Data po 1 hodiné - 10 hodnot [-0.34,-0.22,-0.17,-0.04,-0.02,-0.01,0.01,0.02,0.05,0.11]
Data po 2 hodinach - 11 hodnot [-0.44,-0.32,-0.16,-0.11,-0.07,-0.05,-0.03,0.02,0.09,0.15,0.21]
Data po 3 hodinach - 11 hodnot [-0.17,-0.09,-0.01,0.02,0.05,0.08,0.12,0.17,0.24,0.48,0.56]
Matlab:
— Vytvofime dva vektory: ,data” a ,,skupina® — viz kapitola 8.5.1
— [p,anovatab,stats]=kruskalwallis(data,skupina,'on’')

Vysledky
- p= 0.0642
— anovatab =
'Source' 'Ss' 'df' 'MS' 'Chi-sq' 'Prob>Chi-sq’
'‘Groups' [ 482.5932] [ 2] [241.2966] [5.4911] [ 0.0642]
‘Error’ [2.2419e+03] [29] [77.3071] ] (]
Total' [2.7245e+03] [31] (] (] (]
— stats =
gnames: {3x1 cell} n:[10 11 11] source: 'kruskalwallis’
meanranks: [13.5500 13.8182 21.8636] sumt: 42
Na hladiné vyznamnosti 0.05 hypotézu HO o shodé medidnd nezamitame. ..

(Pval je v anovatab oznacena Cervené a je rovna 0.0642) ol

I
I
03t |

04+
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8.5.3 Kruskal Wallisuv test

Stejny priklad, vypocet rucné
— Data1hod [-0.34,-0.22,-0.17,-0.04,-0.02,-0.01,0.01,0.02,0.05,0.11]
— Data2hod [-0.44,-0.32,-0.16,-0.11,-0.07,-0.05,-0.03,0.02,0.09,0.15,0.21]
— Data3 hod [-0.17,-0.09,-0.01,0.02,0.05,0.08,0.12,0.17,0.24,0.48,0.56]

Uréim poradi:
— Data 1=[2,4,5.5,12,14,15.5,17,19,21.5,25] T, = 135.5
— Data2=[1,3,7,8,10,11,13,19,24,27,29] T, = 152
— Data3=[5.5,9,15.5,19,21.5,23,26,28,30,31,32] T; = 240.5
— n=32

Testovaci kriterium:

2 12 135.52 1522 240.52
; 32-33

k
=-3-(n+1+ 12 ET" =-3-33+ + + 5.484
- " no+ DL 10 11 11 )=
i=

>> pvalue=1-chi2cdf(5.484,2)
pvalue = 0.0644
HO nezamitame



8.5.4 Metody mnohonasobného
porovhavani

V pripadé zamitnuti nulové hypotézy shody vSech strednich hodnot
(medidni) je treba zjistit mezi kterymi vybéry dochazi k rozdilim.
Testuje se:

— Hy: wy = py, Hy: up # py pro kazdou kombinaci vybeéru.

— Obdobné pro shodu mediand.

Existuje nékolik metod:

— Tukeyova metoda

— Bonferroniho metoda

— Scheffeho metoda

Tukeyova metoda
— Defaultné predimplementovana v Matlabu
— Obtizné pro vysvétlovani, nebude zde vysvétlena



8.5.4 Metody mnohonasobného
porovhavani

e Bonferroniho metoda

* Odhad stfedni hodnoty / medianui, j vybéru je 7, X;
* Hladinu vyznamnosti a se upravi na novou hladinu vyznamnosti a* = (%), kde k je
2

pocet vybér(
* Pro kazdou kombinaci vybér( i,j vypocteme

|55} — J?}| > t(l_%*)(n — k st.vol.),/MS,

* Jestlize je splnéna nerovnost, rozdily mezi vybéry i a j jsou vyznamné.
* Scheffeho metoda
*  Pro kazdou kombinaci vybér( i,j vypocteme

1 1
|5c7 — 55}| > \/MSe\/Fl_a(k —1,n—kstvol.)-(k—1)- (n_+_)

1 n
* Jestlize je spInéna nerovnost, rozdily mezi vybéry i aj jsou vyznamné.



8.5.4 Metody mnohonasobného
porovhavani

Funkce v matlabu multcompare
— Navazuje na funkce anoval, kruskalwallis
— Vstupem je funkce stats

[comparison,means]=multcompare(stats,’ parametrl’,...)
— Stats vysledek stats z funkce anoval,kruskalwallis

— Parametr
* ‘alpha’  zadava se hladina vyznamnosti, napt. 0.1
* ‘display’ ‘on’ nebo ‘off’ zobrazi graf s intervalovym rozpétim praméra.
* ‘ctype’  typ metody. Implicitné ‘tukey-kramer’, dale Ize ‘bonferroni’ a ‘scheffe’

— Comparison vektor 5 sloupcu
o | oznaceni i-tého vektoru
e J oznaceni j-tého vektoru
*  Konf.min minimum konfidenc¢niho intervalu rozdilu
* St.hod stredni hodnota rozdiluiaj
*  Konf.max maximum konfidencniho intervalu rozdilu

— Means stfedni hodnoty a smérodatna odchylka vybérd



8.5.4 Metody mnohonasobného

porovhavani

Pokracovani prikladu 8.5.2 ANOVA
>> [p,anovatab,stats]=anoval(data,skupina,'on')

Vysledky

— p= 0.0342

— anovatab:
'Source' 'SS' 'df' 'MS'
'Groups' [0.2736] [2] [0.1368]
'Error’ [1.0443] [29] [0.0360]
'Total' [1.3180] [31] (1

— stats =
gnames: {3x1 cell} n: [1011 11]
means: [-0.0610 -0.0645 0.1318] df: 29

Mnohondasobné porovnani

s: 0.1898

Tukeyova metoda

>> COMPARISON= multcompare(stats)

COMPARISON =

1.0000 2.0000 -0.2012 0.0035 0.2083

1.0000 3.0000 -0.3976 -0.1928 0.0120
2.0000 3.0000 -0.3962 -0.1964 0.0035

Hypotéza H, o shodnosti vSech mediand byla na hladiné vyznamnosti 5 % zamitnuta.
Hypotéza H, o shodnosti mediand mezi dvéma vybéry vSak zamitnuta nebyla.

ZplGsobeno malym mnoZstvim vstupnich dat, kdy vzorce plati limitné pro nekone¢né mnozstvi vstup(
Z vysledkl porovnani 1. a 3. (2. a 3.) vybéru se velmi blizime hranici, kdy bychom H zamitli.

'
[3.7994]
[l
(]

'Prob>F'
[0.0342]
[l
(]

source: 'anoval’
s:0.1898

interval obsahuje 0, proto ma 1. a 2. vybér
stejnou stfedni hodnotu



8.5.4 Metody mnohonasobného
porovhavani

Mnohonasobné porovnani, Bonferroniho metoda
— >>[COMPARISON,MEANS] = multcompare(stats,'alpha’,0.1,'display','on’,'ctype’,'bonferroni')

— COMPARISON =
1. vybér 2. vybér interval spolehlivosti rozdild stf.hodnot/mediant
min rozdil median max
1.0000 2.0000 -0.1817 0.0035 0.1888
1.0000 3.0000 -0.3781 -0.1928 -0.0076
2.0000 3.0000 -0.3772 -0.1964 -0.0156
jestlize interval neobsahuje 0, pak se priklanime k H1
— MEANS =

-0.0610 0.0600
-0.0645 0.0572
0.1318 0.0572
Mezi 1. a 3., 2. a 3. vybérem byla prokazana na hladiné vyznamnosti 10 % neshodnost mediand.

Click on the group you want to test

1 1 1 1 1 1 1 1
02 015 01 -005 0 005 01 015 02 0.25
No groups have means significantly different from Group 1



8.5.5 Dvoufaktorova vyvazena anova

 Jednofaktorova x Dvoufaktorova anova

— Jednofaktorova (kap. 8.5.2) je uréena pro porovnani shody priiméru vice nez
dvou vybér

— Dvoufaktorova anova — je uréena pro porovnani shody priiméru rozdélenych
podle dvou faktor(, kde kazdy faktor ma vice nez dva vybéry
* Priklad: Pfi méreni byl zjisStovan vliv teploty (1. faktor) pfi uskladnéni a
vlhkosti (2. faktor) na celkovou zivotnost vyrobku (v mésicich). Byly
nameéreny nasledujici hodnoty:

Teplota |VIhkost 20 % 40 % 60 % 80 % 100 %
20 °C 32,31 | 30,28 | 30,28 | 27,26 20,19
30 °C 30,33 | 28,25 | 26,25 | 27,22 18, 21
40 °C 27,29 | 26,24 | 25,25 | 23,21 21,16

— U jednofaktorové anovy bychom mohli zjistit pouze shodu stfednich hodnot v
zavislosti na teploté (vlhkosti), ale nelze stanovit vliv obou faktoru. Proto se
vyuziva dvoufaktorova anova.

* Vyvazena x nevyvazena anova — pokud je v kazdé bunce tabulky stejny
pocet méreni, jedna se o vyvazenou anovu.



8.5.5 Dvoufaktorova vyvazena anova

* Hypotéza:
— 1) pro prvni faktor plati, ze stfedni hodnota v radku
* Hot Uy, = Up, = Uz, =..= lp,
* H;:alespon dveé stfedni hodnoty v Fadcich nejsou shodné
— 2) pro druhy faktor plati, ze stredni hodnota ve sloupci
* Hot g1 =y =U3 =..= g
* H;:alespon dvé stredni hodnoty ve sloupcich nejsou shodné

— 3) pro kazdy radek a sloupec
* Hj: interakce mezi faktory je nulova

* H,:interakce mezi faktory neni nulova



8.5.5 Dvoufaktorova vyvazena anova

* Predpoklady:
— 1) jednotliva méreni jsou nekorelovana
— 2) méreni jsou normalné rozdélena
— 3) shodné rozptyly vsech rozptyll jednotlivych vybéru
e ZpUsob vypoctu je obdobny jako u jednofaktorové anovy. Vypocteme:
— 1) §; — soucet ¢tvercd mezi fadkovymi priméry (p-1 stupnd volnosti)

p
Si =n'Q'2(x_i.—f)2
i=1
— 2)§; — soucet Ctverc mezi sloupcovymi prameéry (-1 stupid volnosti)
q
2
5 =n-p-Z(Tj—f)
j=1
— 3)§;; — soucet Ctverch mezi interakcemi S; ; ((p-1)*(g-1) stupfd volnosti)

Si,j=”'2(ﬁ—x_i.—fj+f)2

i)
— Pokracovani na dalsim slidu



8.5.5 Dvoufaktorova vyvazena anova

e Zpusob vypoctu je obdobny jako u jednofaktorové anovy.
Vypocteme:

— 4) S, — rezidualni soucet ¢tvercl (N-pq stupnit volnosti)

Spr=n-p- Z(xi,j,k —W,j)z

i,jk
— 5) 5 — celkovy soucet ¢tvercd (N-1 stupnd volnosti)

S = z(xi'j'k — f)z
i,jk
— S:Si +S] +Si,j+ST
— Poznamka: Jestlize jsou namérena data bez opakovani (v kazdé burice

je pravé jedna namérena hodnota), nelze vypocditat soucet Ctverc(
mezi interakcemi.

* Vyhodnoceni je obdobné jako u jednofaktorové anovy pomoci
Fisher Snedecorova rozdéleni.



8.5.5 Dvoufaktorova vyvazena anova

e Anova tabulka

Soucet ¢tvercti | Stupné volnosti Podil Testovaci P-value
kritérium
Radky S; p—1 Ms, = S P MS; Vypocte
p—1 MS., SW
Sloupce S; q—1 . S; . MS; Vypocte
Jog—-1 MS, SW
Interakce Si p—1D(@-1) VS = Sij P MS;; Vypocte
Yo(p-D@-1) MS; SW
Rezidua S, N—p-q Ms, = Sy
N—-p-q
Celkem S N-—-1

* F podil —testuje se pomoci jednostranného testu
— F podil >>1 — existuje vliv mezi radky (sloupci, existuje interakce)
— F podil blizky 0 — neexistuje vliv mezi radky (sloupci, neexistuje
interakce)



8.5.5 Dvoufaktorova vyvazena anova

e Funkce v matlabu

anova2

* [p,table,stats]=anova2(X,reps, displayopt)
— X

Reps
displayopt

P
table

stats

matice vstupnich dat, viz dalsi slide
pocet meéreni v kazdé ze skupin
vytvori tabulku s vysledky, zadava se ‘on”’ nebo ‘off’

p-value
vrati vysledky v tabulce ANOVA

pouziva se jako vstup pro porovnani shody
strednich hodnot mezi vybéry.

vstup do funkce multcompare — viz kapitola 8.5.4



8.5.5 Dvoufaktorova vyvazena anova

X definovani matice vstupnich dat
X111 X121 X131

X112 X122 X132
X211 X221 X231

| X212 X222 X232

Prvni index — i- ty radkovy faktor
— 2 radkové faktory
Druhy index — j-ty sloupcovy faktor
— 3 sloupcové faktory
Treti index — k-té méreni
— 2 méreni pro kazdou kombinaci faktoru

Pozor pfri vyplhovani parametru ,reps”, pokud se nezada uvazuje se
ze treti index je 1.



8.5.5 Dvoufaktorova vyvazena anova

» Priklad:Pfi méreni byl zjistovan vliv teploty (1. faktor) a vlhkosti (2.
faktor) na celkovou Zivotnost vyrobku (v mésicich). Byly naméreny
nasledujici hodnoty:

Teplota |VIhkost 20 % 40 % 60 % 80 % 100 %
20 °C 32,31 | 30,28 | 30,28 | 27,26 20, 19
30°C 30,33 | 28,25 | 26,25 | 27,22 18, 21
40 °C 27,29 | 26,24 | 25,25 | 23,21 21,16

e Zjistéte, zda existuje vliv teploty a vlhkosti na zivotnost vyrobku.

 Letmym pohledem lze odhadnout, Zze vyrobek ma nejvétsi Zzivotnost
pokud je vyuzivan v malo vihkém prostredi pri teploté 20°C.

* Vstupni matice:

20% 40% o60% B80% 100%



8.5.5 Dvoufaktorova vyvazena anova

Matlab:
1 1
— [p,tab,stats]=anova2(X,2,'on’)
7

— Vysledky:
Source 55 df M5 F Erok>F
Colummns 405,533 4 101.383 30.11 i
BEows 57.8a27 Z Z8.5933 8.5459 0.0033
Interaction 15.4&7 = 1.533 0.57 0.7835
Error 50.5 15 3.3e7
Total 525 327 Z5

— Byl zjiStén na hladiné vyznamnosti 5 % vliv vlihkosti (pvalue = 0)

— Byl zjiStén na hladiné vyznamnosti 5 % vliv teploty (pvalue =
0.0033)

— Nebyl zjistén vliv interakci mezi sloupci a radky.

V Uloze nasleduje porovnani pomoci funkce multcompare
viz kapitoly 8.5.4



8.5.6 Dvoufaktorova nevyvazena anova

Dvoufaktorovou anovu lze vytvofrit i pro nevyvazena data.
— Vznikne napfriklad odstranénim nékterych dat (odlehlé hodnoty)
. Odlilévné funkcevpro vypocet a odlisné zadavani vstupnich dat oproti
vyvazené anove.
* Vysledky jsou obdobné ve formé anova tabulky.

e Matlabovska funkce anovan



8.5.6 Dvoufaktorova nevyvazena anova

e  Funkce v matlabu ahovan

* [p,table,stats]=anovan(y,group,param)

-y vektor namérenych hodnot
— group skupina urcujici faktory (viz priklad)
— Param oznaceni zadefinovaného parametru

* Alpha hladina vyznamnosti testu
* Display vytvoreni externi anova tabulky (implicitné ‘on’, jinak ‘off’)

* Model typ modelu: ‘linear’ — pouze vliv faktor(, “interaction — zjisti i vliv zakladnich
interakci, ‘full’ — zjisti vliv vSech interakci (moZné vyrazné rozsifeni modelu)

- p p-value
— anovatab vrati vysledky v tabulce ANOVA
— stats pouziva se jako vstup pro porovnani shod stfednich hodnot mezi

vybéry. Vstup do funkce multcompare — viz kapitola 8.5.4



8.5.6 Dvoufaktorova nevyvazena anova

*  Priklad: Shodné zadani jako v kapitole 8.5.5, jen bude vypocCteno pomoci funkce anovan

y=[32,31,30,28,30,28,27,26,20,19, 30,33,28,25,26,25,27,22,18,21, 27,29,26,24,25,25,23,21,21,16];
%vlhkost
g1=[20 204040 60 60 80 80 100 100 20 204040 60 60 80 80 100 100 20204040 60 60 80 80 100 100]
%teplota
g2=[20202020202020202020 30303030303030303030 40 404040404040404040]
* [p,table,stats]=anovan(y,{gl,g2},'alpha',0.01,'model','interaction’)

Source Sum S5qg- d_f_ Mean S5g- F Prob>F

m @552 4 109383 2021 @

HE 57.8e7 Z Z2B.35333 8.53 0.0033

H1+*HZ 15.4&e7 g8 1.5%33 0.57 0.7835

Error 50.5 15 3.3e7

Total 5253387 zZ5

* Vypocten obdobny priklad bez interakci
* [p,table,stats]=anovan(y,{g1,g2},'alpha',0.01,'model’,'linear")

Source Sum S5qg- d_f_ Mean S5g- F Prob>F
H1 405.533 4 101.383 35.35 1]

HZ 57.8€7 Z 28.533 10.0% 0.00a7
Error &5.987 23 Z.8e8

Total 529.387 23

* Vysledky hypotéz jsou shodné, tj. na hladiné vyznamnosti 5 % je vysledna Zivotnost vyrobkl zavisla nejen na
teploté, ale i na vlihkosti.

*  Analyza mUzZe pokracovat prikazem ,,multcomare”, kde jsou porovndvany vlivem gl
— Pokud chcete stanovit vliv podle faktoru g2, upravte pfikaz: anovan(y,{g2,g1})



8.5.7 Vicefaktorova anova

e Zpusob vypoctu je shodny s dvoufaktorovou
nevyvazenou anovoul.

* Vstupuiji vice nez 2 faktory. Pri vypoctu se vyraznée
zvysuje pocet vzajemnych interakci, proto pri
mensim mnozstvi dat se vyuziva linearni model.

— Napriklad faktor teploty, vlhkosti, dobé ulozeni
vyrobku

e Matlabovska funkce: anovan
— Viz kapitola 8.5.6



8.6 Prehled testu

data z normalniho rozdéleni

data nejsou z normalniho
rozdéleni

rozptyl

8.3.1 - vartest

stiredni hodnota/

8.3.4 - znaménkovy test -
signtest,
8.3.6 - Wilcoxon(v test (nutna

median 8.3.2 2 8.3.3 - ttest symetrie) — signrank
1 vybér relativni cetnost 8.3.7 - vypocet vzorcem
rozptyl 8.4.1 — vartest2
stfedni hodnota/ 8.4.3 - Mann-WhitneyQv test -
median 8.4.2 - ttest2 ranksum
2 vybéry relativni cetnost 8.4.4 - vypocet vzorcem

vice vybéru

rozptyl

8.5.1 - Bartlettuv test - vartestn

8.5.1 - Levenelyv test - vartestn

stifedni hodnota/
median

8.5.2 - ANOVA - anoval
8.5.4, 8.5.5 — vice faktora —
anova2, anovan

8.5.3 - Kruskal Wallisuv test -
kruskalwallis




O — Testy dobré shody

e V predchozich kapitolach jsme predpokladali, ze data
pochazi z urCitého rozdéleni. Zatim jsme nerekli, jakym
zpusobem lze urcité rozdéleni testovat.

e Vyuzivame — testy dobré shody
— H,: Teoretické a empirické rozdéleni se shoduje
— H,: Teoretické a empirické rozdéleni se neshoduje

* Nejcasteji se vyuziva
— x?-test dobré shody - ovéFeni shody distribuci na zakladé

rozdilu mezi skute¢nou Cetnosti O; a oCekavanou Ej;.

— Kolmogorov-Smirnovuv test - maximalni rozdil distribuce
mezi ocekavanou a zjisténou distribucni funkci.



O — Testy dobré shody

9.1 y?- test dobré shody - ovéfeni relativnich
cetnosti

9.2 y*- test dobré shody - ovéfeni shody s
ocekavanym rozdélenim

9.3 Kolmogorov — Smirnovuv jednovybérovy
test rozdéleni

9.4 Kolmogorov — Smirnovuv dvouvybérovy
test shody rozdéleni



9.1 y*- test dobré shody
ovéreni relativnich cetnosti

Populaci roztfidime podle néjakého znaku do k disjunktnich skupin a chceme na
zakladé nahodného vybéru ovérit, zda jsou relativni Cetnosti jednotlivych variant
rovny 1y, Mo, ..., Tk-

Test je zaloZzen na porovnavani oCekavané Cetnosti E; = n - r; a namérené Cetnosti

0;.

Testovaci kritérium je:

k
. z (0; — E)?
: E;

=1

Testovaci kritérium, jestlize se provadi dostate¢né velky vybér, ma pfiblizné y?2
rozdéleni s k — 1 stupni volnosti.

V kazdé skupiné musi byt o¢ekavana cetnost vétsi nez 5.

V pripadé, ze podminka velikosti oCekavané Cetnosti neni splnéna, sloudi se dva sousedni
intervaly v jeden.

Pro pfiblizné stanoveni poctu intervall se vyuZivaji dva vzorce:
interval = \/n, nebo interval = 3.3In(n)

pvalue = 1 — F(x)



9.1 y*- test dobré shody
ovéreni relativnich cetnosti

Pr. Otestujte, zda Sestisténna kostka je ,,cinknuta“, kdyz jsme namerili
nasledujici vysledky hodu:

1-15x 2—-20x 3-9%x 4-32x 5-24x 6-20x

H0:7T1 =Ty =...=Tlg :% HA: neplatl' HO
6
T=yk QE 25, g 121 1 10 5306 _y53
E; 20 20 20 20 20

Rozdéleni s 5 stupni volnosti
— >> pvalue=1-chi2cdf(15.3,5)
— pvalue = 0.0092

HO zamitame

Funkce a resSeni pomoci matlabu — viz kapitola 9.2



9.2 y2- test dobré shody
overeni shody s ocekavanym rozdélenim

* y? - test dobré shody lze pouZit pro ovéfeni, zda
data pochazeji z urcCitého typu rozdéleni.

e Testuje se hypotéza:
— H,: data pochazi z daného rozdéleni
— H,: data nepochazi z daného rozdéleni

* Pouziva se testu uvedeného v kapitole 9.1,
pricemz optimalni parametry daného rozdéleni se
urcuji pomoci stredni hodnoty a rozptylu. Z
téchto parametru se nasledné vypoctou
optimalni parametry daného rozdéleni.



9.2 y?- test dobré shody
overeni shody s ocekavanym rozdélenim

* Funkce v matlabu chi2gof

e [h,p,stats]=chi2gof(x,’parametrl’ hodnota,...)

- X vstupni vektor
— h vysledek hypotézy
- p pvalue
— stats vysledek statistiky
* chi2stat velikost testové veliciny
o df pocet stupnud volnosti
* edges hrani¢ni body interval(l
0 skutecna Cetnost na intervalech
* E ocekavana cetnost na intervalech

* POZOR: nutno davat pozor, zda se intervaly vyrazné neslucuji. MUze ovlivnit kvalitu
vysledkl. Lze rozpoznat podle stupniti volnosti ,,df” v zaloZce stats. V pfipadé, Ze je
pocet stupnl volnosti maly, vyskoci warningova hlaska. Napriklad:

Warning: After pooling, some bins still have low expected counts.
The chi-square approximation may not be accurate

> In chi2gof>poolbins (line 304)

In chi2gof (line 247)



9.2 y*- test dobré shody
overeni shody s ocekavanym rozdélenim

 Parametry funkce chi2gof

— Typ rozdéleni
e ‘cdf’,{@normcdf, mean(x),std(x)}
e Lze zadavat i jina spojita rozdéleni wblcdf, expcdf apod.
* Parametry mean(x),std(x) se nahrazuji prislusSnymi parametry

rozdéleni
e ‘cdf’,{@expcdf,50}
— Hranicni body ‘edges’
* Predstavuje dolni a horni mez
— Ocekavany pocet hodnot ‘expected’

* Pocet prvkl v intervalech.
* Parametr nelze pouzit, jestlize je definovan typ rozdéleni
e \/yuziti pro porovnani relativnich cetnosti



9.2 y*- test dobré shody

overeni shody s ocekavanym rozdélenim

PI. Vygenerujte 1000 dat z exponencidlniho rozdéleni se stfedni hodnotou rovnou 100. Otestujte
tato data, zda jsou z exponencidlniho rozdéleni. Dale otestujte, zda mohou byt data i z normalniho
rozdéleni.
Vypocet pro exponencialni rozdéleni

— >>x=exprnd(100,1,1000);

—  >> [h,p,stats]=chi2gof(x,'cdf',{@expcdf,100})

- h= 0

— p= 0.6104

— stats = chi2stat: 3.5863 df: 5
edges: [0.0522 79.8697 159.6873 239.5048 319.3223 399.1398 478.9573 798.2274]
O:[561 256 105 46 17 7 8] E: [550 247 111 50 22.5 10.2 8.3]

Vypocet pro normalni rozdéleni
—  >> [h,p,stats]=chi2gof(x,'cdf',{@normcdf,mean(x),std(x)})

- h= 1
— p= 3.0317e-27
— stats = chi2stat: 122.1213 df: 2

edges: [0.0522 79.8697 159.6873 239.5048 319.3223 798.2274]
O: [561 256 105 46 32] E: [439.0340 308.0875 184.0187 58.2264 10.6334]



9.2 y“- test dobré shody
overeni shody s ocekavanym rozdélenim

Pr. Otestujte, zda Sestisténna kostka je ,,cinknuta®, kdyz jsme namérili nasledujici

vysledky hod:
1-15x 2-20x 3-9x 4—-32x 5-24x 6-—20x
1 7
i HO: Ty =1y :...:7T6 = EHA: neplatl HO
e Matlab:
- x=[1,1,..,1,1, 2,2,.,2,2, 3,3,.,3,3, 4,4,..,4,4, 5,5,..,5,5, 6,6,..6,6];
15x 20x 9x 32X 24X 20x

— >> [h,p,stats]=chi2gof(x,'expected',[20,20,20,20,20,20])

— h= 1

— p= 0.0092

— stats=
chi2stat: 15.3000 df: 5
edges: [1.0000 1.8333 2.6667 3.5000 4.3333 5.1667 6.0000]
0:[15209322420] E:[20202020 20 20]

Na hladiné vyznamnosti 5 % HO zamitame

Lze zadat i hranice, zde na vysledek nema vliv
— [h,p,stats]=chi2gof(x,'edges',[0.5,1.5,2.5,3.5,4.5,5.5,6.5],'expected',[20,20,20,20,20,20])



9.3 Kolmogorov — Smirnovuv
jednovybérovy test rozdeleni

Kolmogorov — Smirnovlv test se pouziva k ovéreni hypotézy, zda vybér pochazi z
rozdéleni se spojitou distribucni funkci Fy(x).

Testuje se hypotéza:
— Hj: data pochazi z daného spojitého rozdéleni
— H,: data nepochazi z daného spojitého rozdéleni
Prabéh testu:
— 1) naméreny nahodny vybér setfidime od nejmensiho k nejvétsimu
— 2) z dat vytvorime distribucéni funkci
— 3) stanovime rozdil mezi distribuéni funkci z rozdéleni a distribu¢ni funkci z namérenych dat
— 4) testovaci statistika je maximum z rozdil( distribucnich funkci

— Vysledek testovaci statistiky bud porovndme s hodnotou v tabulkach, pro vétsi pocet dat Ize
prijimaci kritérium aproximovat vztahem:

2
maximalnirozdil, = 2—ln—
n o«

, kde a je hladina vyznamnosti



9.3 Kolmogorov — Smirnovuv
jednovybeérovy test rozdéleni

Funkce v matlabu: kstest

[h,p,ksstat,cv]=kstest(x,CDF,alpha,type)
- X vstupni vektor

— Cdf matice o dvou sloupcich
* 1.sloupec — namérené hodnoty,
* 2.sloupec —hodnota porovnavané distribu¢ni funkce

— Alpha hladina vyznamnosti
— Type typ porovnavani
‘unequal’ HO distribucni funkce si jsou rovny
‘larger’ HO porovnavana hypoteticka distribucni funkce je vétsi nez namérena
‘smaller’ HO porovnavana hypoteticka distribucni funkce je mensi nez namérena
— h vysledek hypotézy
- p pvalue
— ksstat vysledek max. rozdilu mezi hypotetickou a skute¢nou distribu¢ni funkci

— v maximalni povoleny rozdil



9.3 Kolmogorov — Smirnovuv
jednovybérovy test rozdeleni

Méjme nameéreno 10 hodnot, ovérte zda data mohou byt z
normalniho rozdéleni s parametry u = 10, 0 = 5.

Data:

- >>x=[-9,4,6,7,8,10,15,18,23,24];

Vypocet:

— >>a(:;,1)=x";

— >>a(:,2)=normcdf(a(:,1),10,5); %vypocte dist. fci z norm rozd.
— >> [h,p,ksstat,cv]=kstest(x,a)

— h= 0

— p= 0.5085
— ksstat = 0.2452
— ¢cv= 0.4093



9.3 Kolmogorov — Smirnovuv
jednovybérovy test rozdeleni

Funkce kstest se vyuziva predevsim pro porovnani s distribu¢ni funkci, kterou
predem zname, nebo neni implementovana ve funkci , lillietest”

Funkce lillietest se vyuziva, pro ovéreni, zda data pochazeji z normalniho nebo
exponencialniho rozdéleni.

Funkce v matlabu lillietest

[h,p,kstat,critval]=lillietest(x,alpha,distr)

X
alpha
distr

h

P
kstat
critval

vstupni vektor
hladina vyznamnosti
typ distribuce: ‘norm’ data z normalniho rozdéleni

{ I

exp data z exponencialniho rozdéleni

vysledek hypotézy

pvalue

vysledek testového kritéria
kriticka hodnota testu



9.4 Kolmogorov — Smirnovuv
dvouvybeéerovy test shody rozdéleni

Dvouvybérovy Kolmogorov-Smirnov(yv test se pouziva k ovéreni hypotézy, zda dva
vybéry pochazi z rozdéleni se shodnou distribucni funkeci.

Testuje se hypotéza:
- Hy:F(x) =F(y)
— Hy:F(x) # F(y)

Pribéh testu:
— 1) ndhodné vybéry setfidime od nejmensiho k nejvétsSimu
— 2) z dat vytvorime distribuc¢ni funkce
— 3) stanovime rozdil mezi obéma distribu¢nimi funkcemi
— 4) testovaci statistika je maximum z rozdil( distribucnich funkci
— Vysledek testovaci statistiky bud porovname s hodnotou v tabulkach. Pro vétsi pocet dat, lze
podle velikosti hladiny vyznamnosti stanovit maximalni rozdil vzorcem:

. , ’ ’ n{+n . s e s . v , .
maximalnirozdil, = k #, kde parametr k je zavisly na hladiné vyznamnosti a.
112

a 0.2 0.1 0.05 0.02 0.01
k 1.07 1.22 1.36 1.52 1.63



9.4 Kolmogorov — Smirnovuv
dvouvybeéerovy test shody rozdéleni

e Funkce v matlabu: kstest2

e [h,p,kstest]=kstest2(x,y,alpha,type)

— X 1. vstupni vektor
-y 2. vstupni vektor
— alpha hladina vyznamnosti
— type typ porovnavani

‘unequal’ Hy: F(x) # F(y)
‘larger’  Hqi:F(x) > F(y)
‘smaller’ H{:F(x) < F(y)

— h vysledek hypotézy
—p pvalue
— Kstest maximalni rozdil distribuc¢nich funkci



9.4 Kolmogorov — Smirnovuv
dvouvybeérovy test shody rozdéleni

fPF. itestujte na hladiné vyznamnosti 1 %, zda data z vektoru x a y mohou mit shodnou distribucni
unkci.
x=[10,12,15,18,21,24,26,29,32,35,39,42,46,48,52,57,59,61,63]
y=[6,7,9,11,21,29,32,38,41]
Vypocet
—  >> [h,p,kstest]=kstest2(x,y,0.01)
— h= 0
— p= 0.1702
— kstest= 0.4211
Hypotézu H, o shodnosti distribucnich funkci na hladiné vyznamnosti 1 % nezamitame.

Empirical CDF
T T

F1 = cdfplot(x);

hold on

F2 = cdfplot(y)
set(F1,'Linewidth',3,'Color','r')
set(F2,'Linewidth’',3)

legend([F1 F2],'F1(x)','F2(x)",'Location’,'NW")




10 — Analyza zavislosti

10.1 Kontingencni tabulky

10.2 Asociacni tabulky

10.4 Pearsonuv koeficient korelace
10.5 Spearmanuv koeficient korelace

Vhodné pro stanoveni, zda nameérené hodnoty

dvou vybéru jsou vzajemné nezavislé.

— Existuje zavislost velikosti mzdy na dosazeném
vzdélani?

— Existuje zavislost mezi vyskou a hmotnosti cloveka?



10 — Analyza zavislosti

* Méjme znaky X a Y, které nabyvaji urcitych
hodnot:
— X a Y dvojstavova logika  Asociacni tabulka
— X a Y diskrétni hodnoty  Kontingencni tabulky
— X a Y spojité hodnoty
Pearsonuv a Spearmanuv korelacni koeficient



10.1 Kontingencni tabulka

e Kontingencni tabulka se uziva k vizualizaci vzajemného
vztahu dvou statistickych znaka.

 Radky kontingenéni tabulky odpovidaji moznym hodnotam
prvniho znaku x4, ..., X;, ..., X;-. Sloupce pak moznym
hodnotam druhého znaku yy, ..., ¥j, ..., Ys. V prislusné
burice kontingencni tabulky je uveden pocet pfipadu n;;,
kdy nastala i-ta hodnota prvniho a j-ta hodnota druhého
znaku.

e V poslednim radku a sloupci jsou uvedeny soucty vyskytu
jednotlivych znakl - n;,n ; a celkovy rozsah vybéru n.
XN\Y Vg | Yizr | o | Yis) | Celkem

Xfa] J Mg | Myp | | My ny.
X[2] Moy | Mpp | | Mps

Ukazka kontingencni tabulky

X[r] Mg | My | 7 | Myes IL,..
Celkem

n, | n;




10.1 Kontingencni tabulka

 Chceme urcit, zda znaky uvedené v kontingencni
tabulce jsou vzajemné nezavislé.

V4 ° V4 V 4 ° 7
e N I k / I k
ezavislé znaky avislé znaky
Y1 Y2 Y3 Y1 Y2 Y3
X1 0.4*0.5*n 0.3*0.5*n 0.3*0.5*n 0.5*n X1 0.2*n 0.3*n 0*n 0.5*n
X2 0.4*0.3*n 0.3*0.3*n 0.3*0.3*n 0.3*n X2 0.1*n 0*n 0.2*n 0.3*n
X3 0.4*0.2*n 0.3*0.2*n 0.3*0.2*n 0.2*n X3 0.1*n 0*n 0.1*n 0.2*n
0.4*n 0.3*n 0.3*n n 0.4*n 0.3*n 0.3*n n

* Hypotézy:

— Hy: znaky X a Y v kontingencni tabulce jsou statisticky
nezavislé

— H,: znaky X a Y v kontingencni tabulce jsou statisticky
zavislé



10.1 Kontingencni tabulka

Testovani vychazi z obdobného principu jako test dobré shody.
— Porovnavani empirické cetnosti s teoretickymi.

— Empiricka Cetnost — namérena data 0;; = n;;

_ nn;
ij =,
Testovaci kritérium pouzivame nahodnou veliCinu:

2
K = ZT:ZS: (0i5 — Eyj)

i=1j=1

— Teoreticka cetnost E

Podminky:
— Z4dna z olekavanych etnosti E;j nesmi byt mensi nez 2.
— Alespon 80 % ocekavanych Cetnosti E;; musi byt vétsi nez 5.

Testovaci kritérium ma v pripadé platnosti nulové hypotézy y
rozdélenis (r — 1) - (s — 1) stupni volnosti.

2



10.1 Kontingencni tabulka

e  Funkce v matlabu: crosstab

e [tbl,chi2,p]=crosstab(x1,x2)

- X1 vektor hodnot prvniho znaku
- X2 vektor hodnot druhého znaku
— Thl kontingencni tabulka
— Chi2 hodnota
Namérené hodnoty
synfotec  ZS ucilisté SS VS soucet
ZS 12 8 5 1 26
ucilisté 21 18 3 3 45
SS 15 33 30 15 93
VS 3 5 12 16 36
soucet 51 64 50 35 200
. - .. 26-51
* Teoreticke Cetnosti jsou: T ;5 55 =

*  Vysledek testového kritéria je: K = }i_; ¥j_1

= 6.63

Pt. U 200 osob bylo zjistovano
jejich nejvyssi dosazené vzdélani,
zdroven bylo zjiStovano nejvyssi
dosazené vzdélani jejich otcu.
Urcete zavislost / nezavislost obou
zjisténych udaju.

Teoreticka cetnost

syn/otec ZS ucilisteé SS VS soucet

6.63 8.32 6.5 4.55 26

uciliste  11.475 14.4 11.25 7.875 45

23.715 29.76 23.25 16.275 93
9.18 11.52 9 6.3 36

soucet 51 64 50 35 200

(Oij_Eij)Z _ (12-6.63)2

0 — - = 54.74

« Porovnam vysledek testového kritéria s y? rozdélenim



10.1 Kontingencni tabulka

Matlab:

>>x1(1:26)=1; >>x2(1:45)=2; >>x3(1:93)=3; >> x4(1:36)=4;
>> x=[x1,x2,x3,x4];

>>y11(1:12)=1; >>y12(1:8)=2; >>y13(1:5)=3; >>y14(1)=4;
>>y21(1:21)=1; >>y22(1:18)=2; >>y23(1:3)=3; >>y24(1:3)=4;
>>y31(1:15)=1; >>y32(1:33)=2; >>y33(1:30)=3; >>y34(1:15)=4;
>>y41(1:3)=1; >>y42(1:5)=2; >>y43(1:12)=3; >>y44(1:16)=4;

>>y=[y11,y12,y13,y14,y21,y22,y23,y24,y31,y32,y33,y34,y41,y42,y43,y44];

>> [table,chi2,p]=crosstab(x,y)
table =

12 8 5 1

21 18 3 3

15 33 30 15

3 5 12 16

chi2 = 54.7524
p= 1.3577e-08

Zamitame hypotézu, ze data jsou vzajemné nezavisla.



10.2 Asociacni tabulky

Specialni typ kontingencénich tabulek, pro sledovani zavislosti dvou znakd.
— Lze pouzit kontingenéni tabulku, ale vysledek se porovnava pouze s 1 stupném volnosti.

Znak Y Y
X a b
X c d
Testovaci statistika:
p_ad
bc

Jestlize nize uvedeny interval obsahuje 1, potom lze fici, Zze data jsou nezavisla; v
opacném pripadé jsou zavisla.
— T je vysledek testovaci statistiky, z, _« je kvantil normovaného normalniho rozdeleni.
2

(. Arrme o o)
T-e 2;T-e 2



10.2 Asociacni tabulky

* Pr. Byly sledovany vysledky pri hodu dvou oznacenych minci, které jsou uvedeny v
tabulce. Zjistéte na hladiné vyznamnosti 5 %, zda jednotlivé hody jsou vzajemné

Pl. 2: ukazka zavislych dat

mincel/mince 2 panna orel
panna 40 20
orel 20 40
. _ 4040
T 2020

* Tm ax

nezavislé.
e Pr1
mincel/mince 2 panna orel
panna 32 28
orel 30 27
T =227~ 10286
30-28
1 1
roo e o e )
B ESE S U S
Tmin =T-e Y* ¢ ¢ 172 =1.0287 -7 V013731:96 = 0,498
A
Toax =T-e¥® P € 4172 =1,0287 - V01373196 = 2127

Data jsou nezavisla

i = 4 - e—v0.15'1.96 = 1.87

=4 - ev0.15-1.96 = 8.55

* Datajsou zavisla




10.3 Kovariance

Kovarianci Ize stanovit miru linearni zavislosti dvou nahodnych velicin.
Vybérova kovariance se vypocita dle vzorce

N izt X Yi — Ni=1Xi " Di=1 Vi
n—1<2(x X - Y)> n-(n—1)

Jednad se o ,,smiSeny” rozptyl dvou vektoru

Matlab: cov(x,y)

Zakladni vlastnosti:
— cov(X,X) = D(X) linedrni zavislost
— Jsou-li X,Y nezavislé ndhodné veliciny, pak cov(X,Y) =0

* Obracené neplati — jestlize ndm vyjde na datech cov(X,Y) = 0 neznamena to nutné,
Ze data jsou nezavisla.

— cov(a X + by, a,Y +by) =a, -a, - cov(X,Y)



10.3 Kovariance

 Hodnota kovariance muze byt:

— cov(X,Y) > 0 jestlize obé veliciny rostou, pripadné klesaji, coz
muUze naznacovat linearni zavislost

— cov(X,Y) < 0 jestlize jedna velicina roste a druha klesa , coz
muUzZe naznacovat linearni zavislost

— cov(X,Y) = 0 veliciny se neovliviiuji, coz mize naznacovat
linearni nezavislost

e Kovariancni matice
cov(X,X) cov(X, Y)) _( var(X) cov(X, Y))

— var(X) = (cov(X, Y) cov(Y,Y) cov(X,Y) wvar(Y)
— Kovariancni matice je symetricka

— DX +Y)=DX) +D(Y) + 2cov(X,Y)
— D(X—=Y)=D(X) +D(Y) — 2cov(X,Y)



10.3 Kovariance

* Pr. Sledujeme vliv mezi vyskou otce a vyskou
syna. Zjistéete vyslednou kovarianci
—otec: 176 179 182 171 154 167 172 176
—syn: 179 183 186 181 157 171 174 182
— >> cov(otec,syn)
ans = 75.8393 78.0536
78.0536 86.5536

* Pr. Vygenerujme 2 vektory o délce 100 s
nahodnymi Cisly z rovhomérného rozdéleni a
zjistéte jejich kovarianci.



10.3 Kovariance

PF. Vygenerujme 2 vektory o délce 1000 s nahodnymi Cisly z rovnomérného rozdéleni a zjistéte jejich kovarianci.
Jedna se o nezavislé jevy.

—  >>x=unifrnd(0,1,1,1000);

—  >>y=unifrnd(0,1,1,1000);

—  >>cov(xy)

— ans= 0.0797 0.0003

0.0003 0.0814

PF. Vygenerujem vektor o délce 1000. Druhy vektor bude popsan rovnici Y=X+0.1*nahodné Cislo. Zjistéte jejich
kovarianci. Jedna se o zavislé jevy.

—  >>a=unifrnd(0,1,1,1000);

—  >>b=a+0.1*unifrnd(0,1,1,1000);

—  >>cov(a,b)

— ans= 0.0838 0.0838

- 0.0838 0.0838

—  >>plot(a,b,'.)

T = = 1.2
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10.4 Pearsonuv korelacni koeficient

e Pearsonuv korelacni koeficient p se pouziva, jestlize vstupni data mohou nabyvat
spojitych hodnot, a jsou zaroven normalné rozdélena.

* Vypocet z vybérové kovariance a vybérovych rozptyll. Vyhodou je, Zze korelacni
koeficient je omezen mezi-1a 1.

cov(X,Y) ) )
p= s“(X),s“(Y)#0
Vs2(X) - s2(Y)

e  Funkce v matlabu: corrcoef
* Vlastnosti korelacniho koeficientu

- —1<pX,V)<1

- pX,Y) =p(V,X)

- p(X,X) =1

— Jsou-li X, Y nezavislé, pak p(X,Y) =0

— Je-lip(X,Y) = +1, pak existuje linearni zavislost mezi X a Y, takovdze Y = a - x + b.
* Je-lip(X,Y) =0, fikdme, Ze X a Y jsou nekorelované.

. Pozor, pokud nahodné veliciny jsou nekorelované, neznamena to, Ze jsou nezavislé.



10.4 Pearsonuv korelacni koeficient

* Vybérovy korelacni koeficient

— SXY
Sx " Sy
n
1 _ _
Sy = —= ) (K =B)- (% = 7))
=1

. nLX V) —n-X-¥
(B X —n-X2) - (B, Y* —n - V)

n . —¥)2 n . V)2
5, = \/zlzlcxl %) 5, = \/zlzlm P

n-—1 n-—1
e Vstupni data jsou zavislé |r| = 1, nezavislé |r| = 0.



10.4 Pearsonuv korelacni koeficient

* Pt.: Vypocet korelace z prikladl uvedenych v kapitole o kovarianci
— Pr.: vyska otce a syna
* >> corrcoef(otec,syn)
¢ adans =
. 1.0000 0.9634
. 0.9634 1.0000
— Pr.: nezavisla data
* >> corrcoef(x,y)
¢ ans =
. 1.0000 0.0036
. 0.0036 1.0000
— P¥r.: zavisla data
* >> corrcoef(a,b)
¢ ans =
. 1.0000 0.9946
. 0.9946 1.0000




10.4 Pearsonuv korelacni koeficient

Testovani linedrni zavislosti / nezavislosti dat

— Hy: p=0

— Hy: p # 0 (lze vytvorit i jednostrannou alternativni hypotézu)
Testovaci kritérium:

ovn — 2
VT

Testovaci kritérium ma Studentovo rozdéleni s n — 2 stupni

volnosti. Rozhodnuti o vysledku testu se provede na zakladé
vypoctené p-value.

Predpoklady:
— Vstupni data obou vektort musi byt normalné rozdélena.

T =



10.4 Pearsonuv korelacni koeficient

*  Funkce v matlabu: corrcoef

[R,P,RLO,RUP]=corrcoef(X,alpha’)

- X vstupni data, X je matice, kde radky jsou nameérena data a
sloupce proménné.

Pokud jsou pouze 2 proménné, mulze byt nahrazeno corrcoef(x,y)

— Alpha hladina vyznamnosti
e Vysledek
— R korelaCni matice
— P hodnota pvalue testujici hypotézu, ze proménné jsou
nezavislé
— RLO dolni intervalovy odhad korelace mezi dvéma proménnyma

— RUP horni intervalovy odhad korelace mezi dvéma proménnyma



10.4 Pearsonuv korelacni koeficient

Méjme naméreny nasledujici data, urcete na hladiné vyznamnosti 1 %, zda jsou nezavisla
(data byla vygenerovana z rovnomérného rozdéleni)

x= 0.8147 0.9058 0.1270 0.9134 0.6324 0.0975 0.2785 0.5469 0.9575 0.9649
y= 0.1576 0.9706 0.9572 0.4854 0.8003 0.1419 0.4218 0.9157 0.7922 0.9595

* [R,P,RLO,RUP]=corrcoef(x,y,'alpha',0.01)

_[1.000 0.2682] . .
R = 0.2682 1 korelace mezi vektorem x a y je rovna 0.2682
e P= 1000 0.4537] pvalue na hypotézu, Ze vektory x a y jsou nezavislé je pval=0.4537

10.4537 1
_ [ 1.000 —0.6035 , . - .

RLO = [—0.6035 1 ] dolni mez korela¢niho koeficientu je rovna -0.6035
_ [1.000 0.8479 ] . - .

RUP = [0.8479 1 ] horni mez korelacniho koeficientu je roven 0.8479

* Nezamitame hypotézu HO, Ze data jsou nezavisla.



10.4 Pearsonuv korelacni koeficient

Pr. Z kapitoly o kovarianci na zavisla data. Otestujte na
hladiné vyznamnosti 5 %, ze data jsou nezavisla.

— >> a=unifrnd(0,1,1,1000);
— >> b=a+0.1*unifrnd(0,1,1,1000);
— [R,P,RLO,RUP]=corrcoef(a,b)

R =(O'9%46 Zzz;f) P Z((l) 1(1)) 0.9953
RLOz(o.9939 1 ) RUP=(0.9953 1 )

— Zamitame hypotézu HO, ze data jsou nezavisla. (Hypotézu
bychom zamitali, i kdybychom méli pouze 5 namérenych dat.



10.5 Spearmanuv korelacni koeficient

* Spearmanuv korelacni koeficient se pouziva, jestlize
vstupni data mohou nabyvat spojitych hodnot, a neni
splnén predpoklad o jejich normalnim rozdéleni.

e Méjme nahodny vybér (X;,Y;), (X5, Y5), ..., (X,,,Y;,) z
dvourozmerného rozdeéleni. Oznacme Ry , Ry, ..., Rx
. 1 . v 2 n
poradim veliCin X{, X, ..., X,,. Obdobné oznacme
Ry ,Ry,, ..., Ry, poradim veliCin Y3, Y, ..., Y,,.
— V ramci testu se porovnava poradi Ry, a Ry..

— V pripadé nezavislosti vektort X a Y bude jejich poradi
zcela nahodné.

— Opacneé v pripadé zavislosti vektoru X a Y se napriklad pri
vzristajicim x bude zvySovat i hodnota y.



10.5 Spearmanuyv korelacni koeficient

e Spearmanuv korelacni koeficient je definovan

n
6 2
=1 zR.—R.
Ts n.(nz_l). 1( X Yl)
=

— Pri shodném poradi nabyva koeficient 7y
maximalni hodnoty 1; pri zcela opacném
minimalni hodnoty -1.

— Je-li hodnota Spearmanova koeficientu r; = 0,
poradi veliCin jsou nahodné zprehazena.



10.5 Spearmanuv korelacni koeficient

* Korekce Spearmanova koeficientu

— Je-li velké mnozstvi namérenych hodnot shodnych,
je treba provést korekci Spearmanova koeficientu.

— Spearmanuv koeficient se vypocte:

6 n . 2
n'(nz—l)—TX—TY izl(RXi RYi) ) kde

1 1
Ty = >%(t° —t) aTy = - %(t,% — ty), kde t, a
t, je rozsah techto shod.

_T'S=1_



10.5 Spearmanuv korelacni koeficient

e Testuje se hypotéza:
— Hy: Xa Y jsou nezavislé nahodné velicCiny
— Hy: X'aY jsou zavislé nahodné veliciny

* Testovani zavislosti / nezavislosti ndhodnych
vybéru se urcuje pomoci testového kritéria:

Z a
=3

n—1’
— kde z_ _a je kvantil normovaného normalniho

_rs*:

vi_ 2,
rozdeleni
* Hypotézu H, zamitdme, jestlize |1,| = 1,*



10.5 Spearmanuv korelacni koeficient

e Funkce v matlabu: corr

* [rho,pval]=corr(x,y,'type’,'Spearman’)

— X vstupni sloupcovy vektor

—-Y vystupni sloupcovy vektor

— Type druh korelacniho koeficientu
e Pearson defaultné, Pearsonuv korela¢ni koeficient
 Spearman Spearmanuv korela¢ni koeficient

— Rho korelacni koeficient

— Pval pvalue na zdkladé pvalue Ize zjistit nezavislost vektoru



10.5 Spearmanuv korelacni koeficient

x= 0.4387 0.3816 0.7655 0.7952 0.1869 0.4898 0.4456 0.6463 0.7094 0.7547
y= 0.2760 0.6797 0.6551 0.1626 0.1190 0.4984 0.9597 0.3404 0.5853 0.2238

* Numericky vypocet

— Poradi:
- X 3 2 9 10 1 5 4 6 7 8
-y 4 9 8 2 1 6 10 5 7 3
— (Ry,~Ry)"1 491 64 0 1 36 1 0 25
2
- SR - Ry 178
— Rho=1-22% = _0.0788
10-99
* matlab
— >>[rho,pval]=corr(x',y','type’,'Spearman’)
— rho= -0.0788
— pval= 0.8380

Nezamitame hypotézu HO, Ze data jsou nezavisla.



11 — Regresni analyza

11.1 Linearni regrese
11.2 Verifikace modelu
11.3 Polynomiadlni regrese
11.4 Nelinedrni regrese

Regrese umoznuje odhadovat hodnotu jisté spojité ndhodné veliiny na zakladé znalosti (namérenych dat)
jinych nezavislych velicin.

Regresni analyza hleda funk¢ni zavislost mezi vysvétlujici a vysvétlovanou proménnou.

Rozdil mezi testovanim hypotéz v kapitole 8 a regresni analyzou

— Testovani hypotéz — vstupem kategorialni vysledky
* Napfriklad teplota 20, 30, 40, 50 °C, ptidano 1, 3, 10, 100 mg/I latky, porovnava metodu A, Ba C
* Nelze odhadnout vysledek pro 25, 35,45 °C;  pro 2, 5, 20 mg/| pfidané latky; pro néco mezi metodou A a B
*  Pro dané kategorie mame obvykle vice nez 1 vstupni hodnotu.
— Regresni analyza — vstupem spojité vysledky
* Napfiklad pfidal jsem 1, 2, 7, 6, 12, 16 mg latky do roztoku. Nameéfil jsem odpor 20, 24, 28, 35, 41, 45 ().
* Nelze porovnavat vliv néco mezi metodou A a metodou B
* Lze odhadnout vysledek pro libovolnou proménnou ve spojitém rozmezi namérenych hodnot
*  Pro kazdou danou namérenou hodnotu ze spojité n.v (nezdvisla proménnd) mame obvykle 1 zavislou hodnotu



11.1 Linearni regrese

11.1.1  Uvod do linearni regrese
11.1.2 Linearni regrese
11.1.3 Matematické odvozeni

11.1.4 Maticovy zpusob vypoctu



11.1.1 Uvod do linearni regrese

y = fx)
— Matematicka analyza urci mnozinu x z defini¢niho oboru funkéni hodnotu y.
e Piy=x3, jestlizey = 27,potomx = 3
— Ve statistice mame pro néktera x nameérené hodnoty y a chceme odhadnout,
jaka bude funkéni hodnota pro zménéné x.

— Statistika — stochasticka zaleZitost, pro jednu hodnotu x mlizeme pfri
opakovanych mérenich zjistit rizné funkéni hodnoty y.

Priklad stochastickych vysledkU
— Velikost hektarovych vynosu plodiny v zavislosti na nadmorské vysce,
— Porovnani vysky a vahy ¢lovéka
— Porovnani vysky platu otce a syna

Namérené hodnoty y jsou zatizeny chybou, snaha o prolozeni urcitou
funkéni zavislosti, ktera by minimalizovala soucet kvadratd chyby (obdoba
souctu ¢tvercq, rozptylu).

Nékdy nazyvand metoda nejmensich ctvercd.



11.1.1 Uvod do linearni regrese

Vstupem do ulohy
-n pocet namérenych dat
— |x;,v;] naméfené hodnoty

AN

Linedrni regrese Y =ax+ b

—a,b regresni koeficienty
— X nezavisla promenna, vysvétlujici proménna, regresor
-y zavisla proménna, vysvetlovana proménna, regresand

Polynomialni regrese
Y =a,x"+a,_x" 1+ +a,
Obecna funkcni zavislost - napriklad

AN

Y = sin(ax + b)



11.1.2 Linearniregrese

* Linearniregresni model
— Matematicka analyza: y=ax+b
— Statistika yi=ax; + b+ g
— &; je nahodna slozka i-tého méreni

 Hledame parametry a a b tak, abychom minimalizovali
sumu kvadratt nahodnych slozek ¢;.

— Metodé se nekdy rfika metoda nejmensich Ctvercu

— Souvislost s rozptylem s? = ——

. v/ Vv 74 2
— Nejmensi Ctverce Q=N 6= ?:1(3’1’ - Yi)



11.1.2 Linearniregrese

90
80 __=a-
L [ A —— fd__da-f"’f
Vi ; -
}f'f 60 + B ff"fxr
50 Cie — i
40 =5 lr
30 t
100 300 Xi 500 700 900
*  Model: Y=ax+b
- X; nameérena hodnota nezavislé proménné
- Y odhadovana hodnota
- Y pozorovana hodnota
- ab parametry linearniho regresniho modelu
- ¢ reziduum, rozdil pozorované a odhadované hodnoty

*  Minimalizujeme soucet ¢tvercl rezidui.

%

eiz = Z()’i - ?1)2

n n
i=1 i=1



11.1.2 Linearniregrese

* Predpoklady:

— 1) nahodné chyby &; maji normalni rozdéleni

—2) E(g;) = 0 stfredni hodnota ndhodné slozky je
nulova.

—3) D(g;) = 02 rozptyl ndhodné slozky je
konstantni

— 4) navrzeny model nesmi byt linearné zavisly.

* Blize viz maticovy zapis modelu.

* Napr: y = ax + bx + ¢, nelze jednoznacné vycislit
parametry a a b, protoze jsou linearni zavislé



11.1.2 Linearniregrese

Predpoklady:
1.  Nesplnuje normalitu nahodnych chyb

2.  Nespliuje stfedni hodnotu nahodné
slozky rovnu O

3.  Nesplniuje konstantnost rozptylu

Nesplnuje normalitu nahodnych chyb

Stfedni hodnota nahodné slozky neni nulova

12 4

10 1

Nidzev osy

o 2 4 4] 8 10

Nazev osy

12

Nazer osy

14

12

10

Rozptyl nahodné sloZky neni konstantni

*
*
*
'
*
*




11.1.2 Linearniregrese

 Minimalizujeme soucet Ctvercl rezidui.
n n n
N2
€0=Z€i2=2(3’i—yz‘) =2()’i—axi—b)2

» Suma se derivuje jako soucet: (33; f;(x))' = X; fi' (x)
* Hleddame minimum funkce o dvou nezndmych a a b.

— Parcidlni derivace podle proménnych musi byt rovny 0
— Suma se derivuje jako soucet: (3; fi(x))' =Y, fi' (%)
do -
i _ZZ(xi (¥ —ax; —b)) =0
i=1
n

0¢
%z —Zzl(yl — ax; —b) =0
1=

— Ztéchto rovnice chceme vyjadfit a a b.



11.1.2 Linearniregrese

* Vzorce linearni regrese:

b=y—a-x



11.1.2 Linearniregrese

r. Naleznéte parametry linearni regrese pro nasledujici data.
— >>x=[10,20,25,30,35,40,45,50,60,70,80,85,90];
- >>vy=[7,14,14,19,22,21,27,29,32,39,43,48,48];

[ ]
=)
-

— prum_x=mean(x) prum_x = 49.2308
— prum_y=mean(y) prum_y= 27.9231
— citatel=0; jmenovatel=0;

— fori=length(x)
citatel=citatel+(x(i)-prum_x)*y(i);
jmenovatel=jmenovatel+(x(i)-prum_x).*2;

end

— citatel= 3.8896e+03 jmenovatel = 8.0923e+03

— a=citatel/jmenovatel a= 0.4807
— b=prum_y-a*prum _xb = 4.2600

.« y=0.4807x + 4.26



11.1.3 Matematické odvozeni

* 1) % _22 1(xl (yi —ax; —b)) =0
ab Z 1(3’1 axi — b) =0
e 2) Druhou rovnici podélim (-2) a dale upravim:
n n
Zyi—ain—n b=20
=1 =1
n n
n-b= Zyi — az X;
=1 =1
n-b=ny—anx
b=y—ax



11.1.3 Matematické odvozeni

3) dosadim vysledek z bodu 2 do druhé rovnice

n

dop

Fri —ZZ(XL' (yi —ax
l:

n
Z(xi (y; — ax;
—~ :

i—b)=0

. —b))=0

=1 =1 =1
n n n
2 = _
in.yl ale _(y_ax)'<zxi>—0
i=1 i=1 i=1
n n n n
le Vi —alez —37le + afle =0
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
le Vi —nyi = alez —ax ) x;
i=1 i=1 i=1 i=1

a =

_ Dima Xi Vi — Y Ni=1 X
7iﬂL=1xl _le 1Xi

'=1y
?=1xi'J’i_—ln - ?1%
a = ) X
i1 X
=1 X — ln - X Xi
n- Zl 1Xi " Yi — l 1Yi*® l 1 Xi
nr- Zl 1xl (Zl 1xl)
0 = NN X Vi — N X N1V
nr Zl 1xl (Zl 1xl)



11.1.3 Matematické odvozeni

e Pokracovani odvozeni

_ (EDYHRP TR VS AW PR
ne3E, a2 — (S, %)’

_n Z?=1((xi — X) 'Yi)

- on- Z?=1(xi — X)?

0= Z?=1((xi —X) ')’i)

Z?:1(xi o f)z

a

a

* Vysledek

0= 2?=1((xi — ) 'Yi)

Z?:1(xi — X)?

b=y—a-x



11.1.4 Maticovy zpusob vypoctu

e Plati pro tuto kapitolu:

—a malé pismeno netucné skalar
—a malé pismeno tucné vektor
— F velké pismeno tucné matice

e Lze odvodit maticovy vzorec, pomoci kterého

|ze zjistit parametry.
b=(FF)1-F -y



11.1.4 Maticovy zpusob vypoctu

b=FF)1-F-y
Model je napfiklad ve tvaru y = ax? + bx + ¢ k=3 parametr(
n= pocet namérenych dat
Obtizny vypocet inverzni matice, proto se u slozitéjSich modell vyuzivd numerika

a
b vektor vyslednych parametru [b]
c
x2 xy 1
 F matice modelu nezavislych proménnych : :
X2 x, 1
V1
sy vektor namérenych hodnot (zavislych proménnych) :
Yn

=~

e g—
.;r.l
>
ol

e




11.1.5 Vypocet v Matlabu

e Matlab funkce: fitlm

— NLM-=fitIm(x,y,modelfun,dalsi parametry)

— X,y nameérena data

— X muUzZe byt i matice, kde ve sloupcich jsou jednotlivé nezavislé proménné
napriklad: y=f(vyska, vek)

— modelfun navrzeny typ modelu
e Pokud neni uvedeno, uvazuje se linedrni model
* V modelu nemusi byt nezavislé proménné xay

* ‘constant’ y=a

* ‘linear’ prednastaveno y =a+ bx nebo y=a+ bx; +cx,

* ‘interactions’ y=a+ bx y=a+ bxy +cx, +dxyx,

* ‘purequadratic’ y = a + bx + cx? y =a+ bx; + cx, + dx,;? + ex,?

* ‘guadratic’ y=a+bx+cx? y=a+bx;+cx,+dx;x, +ex;? + fx,°

— Napfriklad fitlm(x,y,'linear')  fitlm(tab,y, linear’)



11.1.5 Vypocet v Matlabu

* Vysledky v matlabu ve formé tabulky

— Linear regression model uvedeni matematického tvaru modelu
— Estimated Coefficients tabulka, kde radky jsou parametry modelu
a sloupce:
* Estimate odhad parametru
 SE smérodatné odchylky parametr(
e tStat vysledek testu, Ze dany parametr je roven 0.

(smérodatna odchylka spliiuje Studentovo rozdéleni s
n-pocet param. st. vol.)

* pvalue pvalue hypotézy, ze dany parametr je roven O.
Jestlize je pvalue mensi nez hladina vyznamnosti alfa,
potom je parametr dlleZity,
jinak Ize upravit model bez uvedeného parametru.

— Number of observations pocet pozorovani

— Error degrees of freedom pocet stupnl volnosti

— R-Squared koeficient determinace

— Adjusted R-Squared modifikovany koeficient determinace
— F statistic vysledek stability modelu a jeho pvalue

testuje se HO: model=konst (potom pval >x)



11.1.5 Vypocet v Matlabu

* Méjme namérena data:>>x=[1,2,3,4,5,6,7,8] ay=[1,2.01,3.04,4.1,5.15,6.2,7.3,8.4]". Prolozte data
parabolou.

. Nacteni dat:

>>x=(1,2,3,4,5,6,7,8]’;
>>y=[1,2.01,3.04,4.1,5.15,6.2,7.3,8.4]';

*  Vysledky:

>> fitlm(x,y,'quadratic')
Linear regression model: y~ 1+ x1+x1"2

Estimated Coefficients:

Estima SE tStat
(Intercept) ~0.004285 0.013409 -0.3196
x1 0.99583 0.0068367 145.66

X172 0.0067857 0.00074154 9.1508

Number of observations: 8, Error degrees of freedom: 5
Root Mean Squared Error: 0.00961
R-squared: 1, Adjusted R-Square

F-statistic vs. constant model: 2.54&+05, p-value = 3.04e-13

pValue

@19 parametr nem’@
2.8932e-10 nutny parametr
0.00026121 nutny parametr

8 méreni, 5 stupnil volnosti
soucet ¢tvercd chyb

koeficient determinace — mira kvality
modelu

ovéreni kvality modelu, porovnava
hypotézu shody modelu s
konstantnim modelem

*  Vysledek je ve tvaru: y = —0.0042857 + 0.99583x + 0.0067857x?
«  Mohla by ndsledovat ovéfeni pomoci nelinearni regrese ve tvaru y = ax; + bx,2. Viz kapitola 11.4



11.2 Verifikace modelu

* Po vypocteni parametru linearni regrese se
muzeme ptat:
— Byl zvolen vhodny typ regresni funkce?

e Napfiklad funkciy = a - x? + b - x + ¢ neni vhodnégjsi
prolozit pouze primkou?

— Jsou vSechny parametry v modelu nutné?
— Jak dokonale model charakterizuje nameérené
vysledky?
* Vlyuzijeme vysledku prikladu z kapitoly 11.1.5 a
dalsich zjisténych vysledkl ©



11.2 Verifikace modelu

11.2.1 — F-test — ovéruje se spravnost pouzitého typu modelu
11.2.2 — Intervalovy odhad regresnich koeficient(

11.2.3 — Testy hypotéz o koeficientech regresni funkce

11.2.4 — Koeficient determinace

Linear regression model:
v o~ 1 + x1 + x1"2
Estimated Coefficients:

Estimate SE tStat pY¥alue
{Intercept) -0.0042857 0.013409 -0.319& 0.76219
11.2.2 x1 0.99583 . 0.0088387 145.66 2.8932e-10
e x1l~2 0, 008785T 20005743 E4—> 95,1508 0.00026121
11.2.3
Hunber of observations: B, Error degrees of freedom: 5
Root Mean Squared Error: 0.008&61
11"2.4 >E-squared: 1, Adjusted E-Sqguared 1

—>F-statistic vs. constant model: 2.5

11.2.1

4e+05, p-value 3.04e-13



11.2.1 Verifikace modelu - Ftest

« Reseni: F-statistic vs. constant model:
* Pomoci Ftestu se ovéruje spravnost pouzitého modelu
— Hy:vSechny parametry = 0 (kromé konstantniho parametru)

— Hy:néktery z parametru # 0
— Obvykle se hypotéza H, zamita, pval je velmi mala
* Vysledek se zapisuje do Anova tabulky

Variabilita Soucet ctvercl Stupnd volnosti Rozptyl F pomér
Model o , k SSy SSy
55y =) (% - 3) a I
=1 e
Rezidualni I . n—(k+1) SSe n—(k+1)
SSeZZ(Yi_Yi) n—(k+1)
i=1
Celkovy n n—1
SSy = ) (i =)
i=1




11.2.1 Verifikace modelu - Ftest

 F pomeér splnuje Fisher-Snedecorovo rozdéeleni s
(k,n — (k + 1)) stupni volnosti

* pvalue =1 — Fy(x,ps)

* Obvykle vychazi, ze hypotézu HO zamitame, tzn.
néktery z parametru (krom konstanty) je odlisny od O.

— Napfiklad u pfikladu v kapitole 11.1.5 je pval = 3-10713

Linear regression model:
¥y o~ 1 + x1 + =x1°2

Eztimated Coefficients:

Estimate SE t&tat pValne
(Intercept) —-0.0042857 0.01340%9 -0.31%6 0.7621%
x1 0.99583 0.0068367 145,66 2.8932e-10
x142 0.00&87857 0.00074154 9.1508 0.00026121
Hunber of observations: 8, Error degrees of freedom: 5
Eoot Mean Sguared Error: 0.00%61
E-sguared: 1, Adjusted E-Sguared 1

F-statistic vs. constant EDdECE:E:E%E+05, p-value = S'GQ?EEE::>




11.2.2 Intervalovy odhad regresnich
koeficientu

Resden: tStat pValue

Ptame se, zda néktery z parametrt muze byt roven 0.

Funkce fitlm resi hypotézu HO: parametr =0; oproti H1: parametr # 0.
Pvalue< a zamitame hypotézu, ze parametr je roven O

Pro stanoveni intervalu odhadU regresnich koeficientl je nutné stanovit jejich
rozptyl. Ten Ize stanovit pomoci nasledujicich vzorc(:

— SSy=e? =Y, (y; - %)’

_ 2 _ Z?:l eiz _ SSe _ 2?:1(3’1'_?:')2
€ n—(k+1) n—(k+1) n—(k+1)
S 2 — Sez

2

2 _¢2. (¥, _ x*
— Sp =S (n+2?=1<xi—f>2)



11.2.2 Intervalovy odhad regresnich
koeficientu

* Intervalovy odhad regresnich koeficientu lze
zjistit pomoci nasledujicich vzorcu:
<a — tl—% S a+ tl—% ' Sa>

<b — tl—E " Sb; b + tl—g - Sb>

2 2

* kde t, _« je kvantil Studentova rozdéleni s
2

n — pocCet param. st. vol..



11.2.2 Intervalovy odhad regresnich
koeficientu

* Priklad 11.1.5 pokracovani

e Urcete 95% IS pro konstantni parametr.
— Odhad parametru -0.0042857
— Smeérodatna odchylka parametru 0.013409

— Vypocet: (a —t, < Sga+t _«- Sa)
2 2
<—0.0042857 — t1—5(5) +0.013409; —0.0042857 + t1—5(5) - 0.0013409>
2 2
tl_g(S) = 2.5705
2
95% IS konstantniho parametru je: (—0.03875;0.03182)

Linear regression model:
v o~ 1 4+ x1 4+ x1°2

Eztimated Coefficients:

E=stimate SE tstat pValue
(Intercept) —-0.0042857 0.013409 =P.31%9¢ 0.7621%9
x1 0.99553 U.00658367 145.66 2.8832e-10
x1432 0.00&67857 0.00074154 9.1508 0.00026121
Humkber of observations: B8, Error degrees of freedom: 5

Eoot Mean Sguared Error: 0.00%&l
E-zquared: 1, Adjusted BE-S5gquared 1
F-statistic ws. constant model: 2.54e+05, p-valuese = 3.04e-13



11.2.3 — Testy hypotéz o koeficientech
regresni funkce

Vybérovou statistiku b= ~N(0,1) Ize vyuzit pro testovani hypotéz o

koeficientech regresni Funkce
— b; namérena hodnota parametru

— f; hodnota parametru se kterym namérenou hodnotu porovnavame (obvykle
je nula)

— Sp. smeérodatna odchylka parametru.
l

Testujeme hypotézu:
— Hy:ra=a Hy:a+«
— Ho:b=p Hy:b#p
Testovaci kritérium:

b—

Sa Sh
— Testovaci kritérium odpovida Studentovu rozdéleni s n — poC param. stupnd
volnosti. Hypotézu HO nezamitame, jestlize —t, oc(st v.)<T<t, oc(st v.)

— Obdobné lze resit i jednostranné hypotézy



11.2.3 — Testy hypotéz o koeficientech
regresni funkce

Pr. Otestujte z prikladu 11.1.5 na hladiné vyznamnosti 5 %, zda
parametr x2 muze byt roven 0.008.

Testujeme hypotézu y = ax? + bx + c:

— Hy:a = 0.008 Hy:a #+ 0.008

a—a 0.0067857—-0.008

Testovaci kriterium T = = = —1.6375
Sg 0.00074154

— tl_g(S) = 2.5706
2

Hypotézu HO nezamitame.

Linear regression model:
¥y o~ 1 + x1 + =x1°2

Eztimated Coefficients:

Estimate SE t&tat pValne
(Intercept) —-0.0042857 0.01340%9 -0.319&6 0.76219
x1 0.99583 0.0068367 145,66 2.8932e-10
x1*2 Q.ooavsm 0.00074159.1505 0.00026121
Humber of observations: 8, Error degrees of freedom: 5

Eoot Mean Sguared Error: 0.00%S61
E-sguared: 1, Adjusted E-Sguared 1
F-statistic vs. constant model: 2.549e+05, p-value = 3.04e-13



11.2.4 Koeficient determinace

Redeni: R-squared, Adjusted R-Squared

Pro urceni sily zavislosti se vychazi z pomeéru prolozenych ku namérenym
souctu Ctvercd.

Koeficient determinace je definovan:

&\ 2
2 SSe_ L)
Sy X0 =)

Koeficient determinace 72 udava kvalitu regresniho modelu, neboli jaka
¢ast souctu ¢tverct (rozptylu) je popsana modelem, a jak velka zbyvajici
cast je nevysvéetlena.
Koeficient nabyva hodnot od 0 k 1, pricemz:

— r? = 1 data jsou presné prolozeny funkci

— 12 = 0 proloZeni je zcela nevhodné

— Obvykle model je uznan za vhodny, jestlize % > 0.8



11.3 Polynomialni regrese

* Analyticky obtizné zjistitelné parametry —
nutno vyuzit numeriky

e V prednaskach bude uvedeno pouze
softwarove reseni

 Matlab polyfit(x,y,n)
— X sloupcovy vektor vstupnich dat
—y sloupcovy vektor vstupnich dat

—n stupen polynomialni regrese



11.3 Polynomialni regrese

p = polyfit(x,y,n)
* Funkce vypocte vektor parametru polynomialni
regrese stupneé n:
y=ax"+ax" 1+ +a,q

* Pro blizsi stanoveni parametru doporucuiji
pouzit model nelinearni regrese. Pomoci funkce
|ze stanovit i dalsi statistické parametry.



11.4 Nepolynomialni regrese

 Pomoci nelinearni regrese lze numericky stanovit
parametry uzivatelem navrzeného modelu.

e Rozsireni polynomialniho modelu o dalsi funkce.

* Vlypocet probiha numericky. Nutno stanovit
vstupni vektor priblizného reseni
— Napriklad funkce y = sin(ax + b) ma pro
* parametr a reSeni y = sin(ax), ale také y = —sin(—ax)
* parametr b reSeni b = 3 + 2km; keZ
e ztoho vyplyva nejednoznacnost reseni.

Jedna se o mocny numericky nastroj. Vlivem numerického
vypoctu je vSak nutné mit u vysledku inzenyrsky nahled!



11.4 Nepolynomialni regrese

 Matlab funkce: fitnlm
— NLM=fitnlm(x,y,modelfun,beta0,dalsi parametry)

— X,¥ namerena data

— modelfun navrzeny typ modelu;
Funkce se zapisuje:
Funkce pomoci znaku @ - napr. @(b,x)b(1) + b(2)*x.”b(3),
Funkce je pro neznamy vektor parametrt b proménné x
* Pomoci retézce oznacuijici rovnici 'y ~ b0O+b1*sin(b2*X)’
— beta0 vstupni vektor, ze kterého jsou numericky pocitany
optimalni parametry
* Redeni Ulohy zaleZi na volbé polateéni iteraci betal



11.4 Nepolynomialni regrese

fitnlm — vysledky
Nonlinear regression model - uvedeni tvaru modelu

Estimated Coefficients — tabulka, kde radky jsou parametry modelu a sloupce:
— Estimate odhad parametru

— SE smérodatné odchylky parametrd

— tStat vysledek testu, ze dany parametr je roven O

— pvalue pvalue hypotézy, ze dany parametr je roven O, jestlize je pvalue mala

parametr je dulezity, jinak upravime model bez uvedeného parametru.
Number of observations pocCet pozorovani
Error degrees of freedom pocet stupnu volnosti
R-Squared koeficient determinace
Adjusted R-Squared modifikovany koeficient determinace
F statistic vysledek ovéreni stability modelu a
jeho pvalue

Obdobné vysledky jako u funkce fitlm



11.4 Nepolynomialni regrese

Priklad: Méjme namérena nasledujici data
x=[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]’;
y=[0,12,50,92,168,291,435,639,889,1203]';

Uréete polynomialni model ve tvaru y = ax3 + bx? + cx + d. Pokud néktery z
parametrd nebude nutny, vylucte ho a reste model znovu bez vylou¢eného parametru.

Pouzijeme funkci fitnlm

1) nac¢teme data
>>x=[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]";
>>y=[0,12,50,92,168,291,435,639,889,1203]’;
2) budeme uvazovat navrzeny model:
— >>modelfun=@(b,x)b(4)*x.A3+b(3)*x.A2 + b(2)*x+b(1); definice prokladajici funkce
—  >>beta0=[1,1,1,1]; polatecnivektory =1+ x +x2 + x
— >> NLM=fitnIm(x,y,modelfun,beta0) prikaz vypoctu

3



2) vysledky

11.4 Nepolynomialni regrese

Nonlinear regression model:
vy~ b4*x"3 + b3*x"2 + b2*x + bl

Estimated Coefficients:

bl
b2
b3
bl

Estimate
-6.7667
4.5627
0.90851
1.073

SE
8.6708
6.4991
1.3406
0.080387

tStat
-0.7804
0.70205
0.67771
13.348

pValue
0.46482
0.50895
0.52321
1.09e-05

Parametry b1, b2 a b3 vychazeji statisticky nevyznamneé, budou

vynechany

Uloha bude znovu vypo¢tena znovu bez parametr(i b1, b2 a b3
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* 3) budeme uvazovat upraveny model:
— >>modelfun=@(b,x)b(1)*x.73;
— >> beta0=[1];
— >> NLM=fitnIm(x,y,modelfun,beta0)
e 4) vysledky:

— Nonlinear regression model: vy~ bl*x"3
— Estimated Coefficients:
Estimate SE tStat pValue
bl 1.2225 0.011224 108.92 2.3523e-15

— Number of observations: 10, Error degrees of freedom: 9
— Root Mean Squared Error: 15.8

— R-Squared: 0.999, Adjusted R-Squared 0.999

— F-statistic vs. zero model: 1.19e+04, p-value = 2.35e-15

* Model y = x3 je moZno poufit.
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. Pozor pfi preparametrovani modelu, vyskoCi warningova hlaska, ze vypoctené parametry nemusi byt spravné.

. Napriklad:

—  Warning: The Jacobian at the solution is ill-conditioned, and some model parameters may not be estimated well (they are not

identifiable). Use caution in making predictions.

. Snazte se zjednodusit model odstranénim funkce, kterd nejvice ovliviiuje vysledné prolozeni (napt. nejvyssi

polynom) a Ulohu zopakujte

Stejny pfiklad jako na minulych slidech, Spatné ur¢eny model:
x=[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]’;
y=[0,12,50,92,168,291,435,639,889,1203]";

modelfun=@(b,x)b(7)*x.26+b(6)*x.A5+b(5)*x.A4+b(4)*x.A3+b(3)*x.A2 + b(2)*x+b(1);

beta0=[1,1,1,1,1,1,1];
NLM=fitnIm(x,y,modelfun,beta0)

Estimated Coefficients:

Estimate SE tStat pValue
bl 17.8 76.142 0.23377 0.8302
b2 -47.602 142.93 -0.33304 0.76102
b3 39.178 94.09 0.41639 0.70512
b4 -11.768 29.051  -0.40506  0.71258
b5 2.1457 4.5682 0.4697 0.6706
b6 -0.17362  0.35387 -0.49064 0.65733
b7 0.0054167 0.010704 0.50606 0.64766

Number of observations: 10, Error degrees of freedom: 3
Root Mean Squared Error: 6

R-Squared: 1, Adjusted R-Squared 1

F-statistic vs. constant model: 7.09e+03, p-value = 2.59e-06

Stejny pfiklad jako na minulych slidech, Spatné uréeny model:
x=[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]";
y=[0,12,50,92,168,291,435,639,889,1203]";

modelfun=@(b,x) b(6)*x.A5+b(5)*x.24+b(4)*x.A3+b(3)*x.A2 +
b(2)*x+b(1);

beta0=[1,1,1,1,1,1];
NLM=fitnIm(x,y,modelfun,beta0)

Estimated Coefficients:

Estimate SE tStat pValue
bl -16 32985 -0.48506 0.653
b2 19.088 49.938 0.38222 0.72174
b3 -6.329 24.98 -0.25336  0.81248
b4 2.6136 5.4428 0.4802 0.65617
b5 -0.14656  0.53466 -0.27412 0.79757
b6  0.0051282 0.019382 0.26459 0.8044

Number of observations: 10, Error degrees of freedom: 4
Root Mean Squared Error: 5.41

R-Squared: 1, Adjusted R-Squared 1

F-statistic vs. constant model: 1.04e+04, p-value = 2.56e-08

. Model je pfeparametrovan,
. pvalue jsou vysoké,
. Odstranénim parametru, ktery nejvice ovliviiuje proloZeni se F statistika vyrazné snizi.

. Skuteény model je ve tvaru y = ax3
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Méjme vygenerovana data pomoci funkce y=sin(x)+0.01*normrnd(0,1) a proloZte je sinusovkou.

Pfipad 1 — parametr betaO je blizky skutecnému reSeni Pfipad 2 — parametr beta0 je vzdaleny od skute¢ného reseni
>> modelfun=@(b,x)b(1)+sin(b(2)*x+b(3)); >> modelfun=@(b,x)b(1)+sin(b(2)*x+b(3));
>> beta0=[1,1,1] >> beta0=[0,0,0]
numericky vypocet nevi, zda u fce sin x je parametr + nebo -
>> NLM=fitnlm(x,y,modelfun,beta0) >> NLM=fitnlm(x,y,modelfun,beta0)

NLM = Nonlinear regression model: y ~ bl +sin(b2*x + b3) NLM = Nonlinear regression model: y ~ b1l + sin(b2*x + b3)

. Estimated Coefficients: Estimated Coefficients:

. Estimate SE tStat pValue Estimate SE tStat pValue

. bl 0.011174 8.1139e-12 1.3771e+09 2.3811e-146 bl 0.89096 0.2579 3.4546 0.0030275
. b2 1 1.4266e-12 7.0096e+11 2.3033e-192 b2 -0.10187 0.065162 -1.5634 0.13639

. b3  8.8773e-11 9.4334e-12 9.4105 3.7441e-08 b3 -0.37851 0.70943 -0.53354 0.60057

. Number of observations: 20, Error degrees of freedom: 17 Number of observations: 20, Error degrees of freedom: 17

. Root Mean Squared Error: 3.37e-11 Root Mean Squared Error: 0.756

R=Squared: 1, Adjusted R-Square <R-Squared: 0.0522, Adjusted R-Squared -
F-statistic vs. constant modetC4.51e+21, p-value = 6.92e-17/> F-statistic vs. constant mod@& p-value = 0.634
Jak lze zjistit spravnost modelu:

* Root Mean Squared Error pokud velké v porovnani s jinym model, tak Spatné;

* R-Squared pokud malé v porovnani s jinym modelem, tak Spatné

e F-statistic — velkd hodnota Spatné popsany model
Problémy z dlvodu obtizného numerického vypoctu a hledani nikoliv lokalniho, ale globdlniho minima




A to je vse

Dékuji za pozornost a preji hodné uspéchu pri
zkousce



