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» Transcendentni rovnice, numerické reseni
FAQ

Vojta:

JaJ:

Mam za ukol vyresit rovnici:

sinx + sin2x + sin3x =1 + cosx + cos 2x pro xe€R,

nevim si s tim rady. Prosim o pomoc, nebo alespon radu jak na to mam jit.

Vojto, vyresit goniometrickou rovnici, kterou jste dostal za ukol, nemusi byt
vubec tak jednoduché jak se zda.

musi mit analytické reseni, které bychom ziskali pomoci algebraickych
uprav. Transcendentni rovnice je rovnice, kterd obsahuje funkci, kterou
nelze vyjadrit konecnym polynomem. Jsou to kromé goniometrickych funk-
ci také i napr. funkce logaritmické, exponencidlni a mnoho jinych, se kte-
rymi se celkem béZné v matematice setkavame. Pokud neni mozZné najit je-
jich reseni analytickym zplsobem (nebo ho prosté nalézt neumime), Ize ho
hledat pribliznymi metodami, bud’ graficky, riznymi aproximacemi nebo
iteraci (cyklicky opakovanym vypoctem postupné zpresnujicim vysledek).

Na stredni skole jste se jisté s goniometrickymi (a jinymi transcendentnimi)
rovnicemi setkdvali a bézZné jste je resili. Dokonce si myslim, Ze jsou to dost
oblibend zaddni, kterd ucitelé studentim rddi zaddvaji z ,tréninkovych”
duvodd. Jsou to ale vétsinou ,,Skolni” ulohy, které se daji vhodnymi upra-
vami zaloZenymi na vztazich mezi riiznymi funkcemi prevést na rovnice al-
gebraické, které pak snadno vyresime. Paradoxné, byt se s témito ukoly se-
tkavame ve skole casto, jednda se vidy jen o specidlni zaddni. Vétsina
transcendentnich rovnic, zejména ty, které popisuji rediné fyzikalni déje, se
timto zplsobem vyresit nepodafi a zbyvaji ndm pouze priblizné a numeric-
ké metody. Typickym prikladem je na priklad jednoduchd rovnice:

COSX =X



Ale k vasemu ukolu.

Moc jednoduché zaddni jste nedostal. KdyZ jsem se pokousel o jeho feseni,
vychdzel jsem nejprve z toho, Ze to je ono ,skolni” zaddni, které by mélo jit
vhodnymi upravami prevést na algebraickou rovnici. Musim se ale pfiznat,
Ze jsem nemohl ani ja nejprve najit vhodny postup uprav a trochu jsem se
v tom ztratil. Neexistuje totiZz presny ndvod jak postupovat, zdlezi zde jen
na nasi zkuSenosti a intuici. Obvykle se snazime upravit rovnici tak, aby se
nezavisle proménnda vyskytovala jako argument pouze jediné funkce (napr.
sin nebo cos). Jednoduchou substituci pak dostaneme algebraickou rovnici,
kterou vyresime. Vysledné reseni zadané rovnice pak ziskame resenim pri-
slusné inverzni funkce.

To se mi ale nejprve nedarilo, zacal jsem pripoustét, Ze rovnice nemusi mit
analytické reseni. Pomohl jsem si pribliznou grafickou metodou. Preved|
jsem rovnici do implicitniho tvaru:

sinx +sin2x +sin3x—1—cosx—cos2x =0

a vykreslil jsem si pribéh jeji levé strany v rozsahu xe{0; 2r) (s periodou 2m
se opakuje).
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Pruseciky s osou 0, jsou v daném intervalu hledané koreny zadané rovnice.
Samozrejmé, jsou urcené graficky s nepresnosti odpovidajici prfesnosti vy-
kresleni tohoto grafu.

v, . . T v v v 3 3w .
Vsiml jsem si (a ovéril vypocltem), Ze dva koreny 5 a - Jsou opravdu ko-
Feny zadané rovnice. Musi jit proto z levé i z pravé strany zadané rovnice
v 3 v ”r v
vytknout cosx (protoZe cosg = cos;” =0). To mne opét vrdtilo zpét



k predpokladu ,,skolniho” zaddni ulohy, kterd se da vhodné upravit na al-
gebraickou rovnici. Postupoval jsem proto v upravdch timto smérem, snaZil
jsem se tedy upravit levou i pravou stranu zadané rovnice tak, aby slo
Z obou vytknout cos x .

Viychdzim v zdsadé ze dvou zdkladnich vzorct pro soucet/rozdil dvou uhld,
které si trvale pamatuji, ostatni si podle potreby bud odvodim, nebo najdu
na internetu, Ci v nékteré z prirucek nebo ucebnic:

sin(x +f) = sin « - cos § *+ cos «-sinf ,

cos(oc ) = cos « - cos B F sin x-sinf .

Potom:
sin(2 «) = sin < - cos « + cos & - sin « = 2 sin K cos « ,

cos(2 &) = cos X * cos X — sin o sin &= cos? « —sin? x =

=1-—sin? « —sin? x =1 — 2sin? « ,
_(_/ ---------------------

cos2ux
sin(3 «) = sin(2 < +x) =sin 2 < - cos « + cos 2 « - sin <=

= 2sin & cos o+ cos X + (1 — 2 sin? ) * sin &« =

sin 2« COS 2

= 2sin « (1 — sin? «) + (1 — 2sin? ) * sin x =
R ——
cosZx
= 3sin « — 4 sin® «

Uprava levé strany zadané rovnice:

sinx + sin 2x + sin3x = sinx + 2sinx cosx + 3sinx — 4sin3x =

=sinx (4 —4sinx +2cosx) =sinx[4 (1 —sin?x) + 2cosx ] =
cosZx
= 2sinxcosx (1+ 2cosx) .
Uprava pravé strany:
1+ cosx+cos2x =1+cosx+ (1 —2sin?x) =2+ cosx —2(1 —cos?x) =

cos2x sin? x
=cosx +2cos?x =cosx (1+2cosx) .

Zadanou rovnici pak muZeme vyjddrit ve tvaru soucinu Cinitel(:
sinx +sin2x +sin3x =1+ cosx + cos 2x ,

2sinxcosx(1+2cosx)=cosx(1+ 2cosx) ,

cosx (1+2cosx)(2sinx—1)=0




Z tohoto tvaru jiZ snadno urcime koreny rovnice:
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t a) cosx=0 > xp=5+tkn , k€Z,
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Poznamka:

V hodindch matematiky na stredni skole se obvykle predpoklada, ze bu-
dete pracovat s jiz odvozenymi vzorci pro soucet, rozdil nebo soucin go-
niometrickych funkci, s funkcemi souctu nebo rozdilu dvou uhld, s funk-
cemi polovi¢niho nebo ndsobného uhlu, ...

Najdete je v kazdé matematické prirucce, v ucebnici stredoskolské ma-
tematiky, nebo naleznete na internetu, napfr.:

https://cs.wikipedia.org/wiki/Goniometrick%C3%A1 funkce .
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- Ddrazné vSak varuji pfed tim, ucit se vechny vzorce trvale zpaméti !1!

Jd sam si dlouhodobé pamatuji jen zdakladni vztahy, hlavné ty, které jsou
uvedeny v predchdzejicim textu v cerveném ramecku, ostatni si v pripa-
de potfeby vyhledam. Nezahltte si hlavu zbytecnym balastem, matema-

tika neni o velkém souboru naucenych vzoreckd, je hlavné o systému
mysleni, o hleddni a uvédomovadni si souvislosti.

Autor zadani pravdépodobné predpokladal, Ze budete pracovat pfimo s
témito (v lepsSim pripadé predem odvozenymi) vzorci, které si bud pama-
tujete, nebo snadno vyhleddte:

sin2 o« = 2 sin < cos «

€os 2 « = cos? « — sin? <

. . . X+ xX—
sin < +sinf§ = 251nTBcosT


https://cs.wikipedia.org/wiki/Goniometrick%C3%A1_funkce

Pomoci téchto vztahi se nam pak podari zadanou rovnici:
sinx + sin2x + sin3x = 1 + cos x + cos 2x

snadno upravit. Uprava levé strany:

. . . . . . . . 4x —2X
sinx + sin 2x + sin 3x = sin 2x + (smx + sin 3x) = sin2x + 2sin — COS— =
|

= sin 2x + 2 sin 2x cos(—x) = sin 2x + 2sin 2x cos x =
N———

=sin2x (1+2cosx) =2sinxcosx (1+ 2cosx) .
——
Uprava pravé strany:
14+ cosx +cos2x =1+ cosx + cos?x —sin?x =1 —sin®x + cosx + cos? x =
~———— [ —

= cos?x + cosx + cos?x = cosx (1+ 2cosx) .

Celd rovnice pak po upravé:
2sinxcosx (1+2cosx) =cosx (1+ 2cosx) ,

2sinxcosx (1 4+ 2cosx) —cosx (1+2cosx) = yf
=cosx (14+2cosx)(2sinx—1)=0 . J

V nékolika krocich jsme dosli trochu jinou cestou ke stejnému rozkladu
zadané rovnice na soucin tfi soucinitelt (srovnej!) a ndsledné i stejnou

Na zdvér poznamenejme (jen pro zajimavost), Ze obecné vzorce ndsob-
ného argumentu goniometrickych funkci sinu a cosinu:

cos(n «) = cos™ o« — (1) sin? occos™ % o + () sin* cos™™* < — 4+ ; nEN ,
sin(n «) = nsin o< cos™ ! oc — (731) sin® o« cos™ 3 o + (’;) sin® occos™ > o¢ — + -+,
(3})=0 prok>n ,

jsou uvedeny v obvyklych matematickych priruckdch, napr.:
Bartsch, H.J.: Matematické vzorce, nebo J “\.
Rektorys, K.: Pfehled uzité matematiky. J )
%
V nasem konkrétnim pripadé:

cos(2 x) = cos? « — (;) sin? « cos® o¢ = cos? o — sin? « ,

sin(2 «) = 2sin « cos « ,

sin(3 ) = 3sin o« cos? o — (3) sin® o cos® o =
= 3sin o< cos? o — sin® &« = 3 sin o (1 — sin? o) — sin® « =

= 3sin « — 4sin3 «



6sinx —3cosx=5 , xeR .

Strategie je vcelku prostd — postupnymi upravami se snaZime upravit
vSechny funkce s nezavisle proménnou na funkce stejného typu. Zde
napr. vyjadrit cos x pomoci funkce sin x. Ndslednou substituci prevedeme
nepfijemnou transcendentni rovnici na rovnici algebraickou s promén-
nou sinx, kterou snadno vyresime. Konecny vysledek ziskame resenim
pfislusné inverzni funkce (zde arcsin).

1
6sinx —3cosx =5 — 6sinx—5=3cosx J cosx=(1-sin?x)z ,
6sinx —5=3V1—sin2x J *? ,
36sin?x — 60sinx + 25 =9 —9sin’x

45sin?x — 60sinx+16=0 J sinx=z , L zi2>0

4522 -60z+16=0 , [f """"""""""""

_ 60+V602-4-4516 _ [ 0,965
212 = 2-45 -

vu (odmocninuy), je nutné pro uréeni polohy korent rovnice v prvnim ne-
bo druhém kvadrantu provést jesté ndsledujici uvahu:

6sinx —5=3cosx ,
1) cosx =0 , (I kvadrant)

=0833 - z#0369 |,

rcsin 0,965 + k2w =~ 1,305 + k27 ,
keZ .

6sinx—5>0 - sinx=z2>

z; =0965>0833 - x; =

o olwu

2) cosx < 0, (11. kvadrant)

6sinx—5<0 - sinx:z<§=0,83 - 2z #0965 ,

e
1,305 rad ~ 74°45,3' / S
X2

0,369 |
2,764 rad ~ 158°22,5" .

v

0 1 B
A

z, =0,369<0,833 - Xy =T — arcsin 0,369 + k2w =~ 2,764 + k2w .



Rdd bych upozornil na to, Ze oba priklady goniometrickych rovnic, kterymi
jsme sev pr"edchdzejl'ci casti zabyvali (vc”etne" toho vaseho, ktery jste prav-
»Skolni“ priklady, ¢asto v hodmach matematiky na stfednich skolach zadd-
vané k procvicovdni uprav ruznych tvari goniometrickych funkci a vztaht
mezi nimi. Ve vétsiné pripadu to jsou ulohy vytvorené uméle tak, aby se da-
ly vhodnymi upravami prevést na rovnice algebraické, které umime resit.

Jsou to ale pripady spiSe vyjimecné, vétsina goniometrickych rovnic, které
popisuji konkrétni fyzikalni problém, se timto zptusobem vyresit nedd. Tykad
se to v obecném pripadé vsech transcendentnich rovnic (goniometrické, lo-
garitmické, exponencidlni, ...) i rovnic algebraickych vyssich stupnu (rovnice
pdtého a vysSich stupnu se analyticky fesit viubec nedaji, jejich feseni je
nutné hledat pouze numericky).

UkaZme si to na prikladu, ktery jste dostal zaddn:
sinx + sin2x + sin3x =14 cosx 4+ cos 2x .

Pokud by byla tato rovnice jen trochu modifikovand (bud’ ve svych koefi-
cientech, nebo v argumentech goniometrickych funkci), jeji reseni pomoci
postupnych Uprav by k vysledku neved/o Museli bychom pfistoupit k pri-

sinx + sin 2x 4+ sin 3x =@ cosx + cos2x .

Postupovali bychom asi takto: po nékolika (patrné neuspésnych) pokusech
upravit rovnici do algebraického tvaru bychom se pokusili o grafické reseni,

viz obrdzek (prubéh funkce y = f(x) DN
vintervalu x € (0;2m)). Kofeny za- - WW
dané rovnice pfiblizné uréime ode- -

¢tenim z grafu. Odhadem se jednd o . f=sine gy v s {15) conn—eorty
x, ~ 0,27 a x, ~ 0,3m, ostatni kofeny
se cyklicky opakuji s periodou 2.
Pokud by nam presnost takovéhoto
hrubého odhadu postacovala, prohldsime hodnoty x,a x, za pfiblizné rese-
ni zadané rovnice a mdme hotovo.

~02n ~03nm

Presnost tohoto odhadu vsak neni prilis velikd f(0,2m) ~—0,128#0 a
£(0,3m) ~ +0,290 # 0. ZlepSeni presnosti miZeme dosdhnout bud’ upravou
méfitka vykresleni grafu v okoli priuseciki s osou o, a presnéjsim odecte-
nim, nebo pouZitim vhodné numerické metody.



vaném vypoctu postupné zpresnu;rc:m vysledek, v nasem pripadé
pfiblizné urcujici kofen zadané rovnice. S rtiznymi metodami nu-
merické matematiky, jejich vlastnostmi a pouZitim se sezndmite -
podrobné v uvodnich semestrech studia na vysoké skole. UkaZzme  “&&
si ale zdakladni princip vypoctu alespori na jedné jednoduché metodé.

Metoda puleni intervalu.

s poZadovanou presnosti. Predpoklddame, Ze mdme pr/bllzny
odhad x=a jednoho z korenu rovnice, pro ktery vsak

coZ bude jen zrldkakdy, ziskali jsme presné koren a vypocet konci. Pokud
ale bude f(c) # 0, potom na jednom z interval(i {a; c) nebo {c; b) funkce f(x)
mén/ opét své znaménko Tento interval bude pak novou pr”esnéjsvl' lokaliza-

hoto postupu snizime velikost chyby opét na po/ovmu a to opakujeme tak
dlouho, dokud neni chyba dostatecné malg.
V nasem konkrétnim pripadé:
x, =02 = 0,628rad ; x,~=03m~=0942rad,
zvolme pro zacdtek iterace napfr.:
a=05<x; - f(a)=-0599 <0,

b=08<x, — f(b)~+0225>0.

V dalsich krocich: - - +
a C1 b
D =222 _g650 » f(c)~-0066<0 , P00 OF

2

fl@y<0 ; f(c)<0; f(B)>0 = a,=c¢; ; by,=b ,



- + +
r—e el
%) C2 b
2) ="T2=200020725 > f(c) ¥ +0110>0 , 0650 0725 0.8
f(a2)<0, f(C2)>0, f(b2)>0 = a3=a2; b3=C2,
- + +
r———-
az+bz  0,65040,725 az C3 bs
3) g="F="—"=x0688 - f(c3)~+0030>0 , 0650 00688 0725
f(a3)<0, f(C3)>0, f(b3)>0 = a4=a3; b4=C3,
- - +
*r——0
Qg Cq by

as+bs _ 0,650+0,688
S~

flay) <0 ; flel)) <0 ; f(by)) >0 = as=c, ; bs=by ,

4) 4=

atd., atd., ...

Hodnota korenu rovnice po patndcti iteracnich krocich:
x; ~ (0,67519 -+ 3,997 - 107%) + k2m , keZ ,

0,67519 rad =~ 0,215 7 =~ 38°41" .

Zcela podobné bychom postupovali i pfi vypocltu druhé varianty korend.

Pozndamka:

~ 0,669 — f(c,)=—-0016<0 , 0650 0669 0688

Jisté vds napadne, Ze metodika opakovaného iteracniho vypoctu vede k al-
goritmizaci jednotlivych kroku a k realizaci na Cislicovém pocitaci. Skutec-

né, numerické metody jsou velmi ¢asto pouZivané ndstroje

vvvvvv
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tické reseni velmi komplikované nebo nemozZné. Tvofi velmi =

duleZitou ¢dst moderni matematiky a jsou zdkladem vétsi-

ny sloZitéjsSich vypocetnich systémdu, se kterymi se setkavdme. Jsou i pod-

statou 1Q nasich chytrych kalkulacek, se kterymi bézné pracujeme.

Existuje celd rada sofistikovanych numerickych metod a optimalizacnich
pristupl vhodnych pro rizné situace. Lisi se sloZitosti, pfesnosti, stabilitou

a rychlosti konvergence iteracniho vypoctu. Studium téchto
metod je soucdsti kurzu vysokoskolské matematiky, kterd vds
n v pfistich semestrech jisté ceka.




