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Michal:

Vzdycky mé nastve, kdyZz mi nékdo predloZi néco, do ¢eho neni vidét, néco
umélého stim, Ze je to takhle definované. Pamatuj si to, pouZivej to,
takhle to funguje. Mezi tyto véci patfi i skalarni soucin. Vyndsob tohle
s timhle, pak to secti, dostanes Cislo, z kterého vypocitas uhel, ktery sviraji
dva vektory. Ano, funguje to. Ovéril jsem si to, nakreslil jsem si to, opravdu
Uhel sedi. Ale proc¢? Jesté horsi to je s vektorovym soucinem. Tam nejenze
nevim pro¢, ale navic si ani nedokazu zapamatovat jak to vypocitat. Pri-
znam se, ze jsem si na maturu musel udélat tahak. Na Stésti jsem ho ale
nemusel pouzit.

JaJ:

Michale, vasemu pocitu rozumim. Ne ale vZdy se da vse délat jinak, neZ Ze
vyjdeme z néjakého tvrzeni nebo predpokladu. Nékteré véci musime pfri-
jmout, pamatovat si je a naucit se snimi pracovat. Neni jich ale
v matematice moc a skalarni i vektorovy soucin mezi né urcité nepatfi.
Mnohem duleZitéjsi je si uvédomit souvislosti, propojit si je a nebdt se o
nich pfemyslet. Principem matematiky je prdvé takovyto zptsob mysleni.
Postavit matematiku pouze na pamatovdni si spousty vzorecki a nic neri-
kajicich tvrzeni bez souvislosti je spolehlivd cesta k neuspéchu.

Podle vaseho dotazu vam to ale nehrozi a je to tak dobre. Pojdme se tedy
spolu trochu podivat nejprve na fenomén skaldrniho soucinu dvou vektord.

Byt se da operace skaldrniho soucinu rozsifit i na 3D a dokonce i na vice-
rozmeérné prostory, ukazme si zdkladni dvahu na situaci v prostoru dvoj-
rozmérném.

Meéjme dva vektory @ a b s pocdtecnimi body v pocdtku souradného sys-
tému a vzdjemné svirajici uhel «
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Podivejme se na to, co ve skutecnosti toto Cislo znamend. Kosinovd véta
pouZzitd na vyznaceny trojuhelnik podle obrazku:

@ - =@l +|b| - 2[@|[b] cos « .

Po rozepsdni a jednoduché upravé:

@l +[6] —[a-5] _

|@|[b] cos o =
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_ (xaz + yaz) + (xbz + be) - [(xa B xb)z + (ya B Yb) ] _
= 2 =
_ X+ ya’ A0 Y — (e’ +%° — 2Xaxp + Ya® + ¥b® — 2Ya¥s) _
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= XqXp t YaVb =a-b
Pro uhel « sevifeny dvéma nenulovymi vektory tak ziejmé plati:
@b §/
COSXK =————5 | .
@l b
Pro vektory navzdjem kolmé @ L b plati:
T T @b ., —
x==(90°) > cosx=cos==0 > ———=0 —-> Ta-b =0
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Skaldrni soucin dvou vzdjemné kolmych vektort je roven nule. &
Skaldrni soucin dvou vektorii miZeme geometricky interpretovat jako sou-

absolutni hodnoty druhé-

ho vektoru do jeho nosi- g -
telky, viz obrdzek. Je upl- |a| _b
né jedno, jestli promita- 7]
me prvni do druhého ne- - >

bo obrdcené. [acosoc X °
@b =|al||b|cos x

Analogicky je definovdn skaldrni soucin dvou vektort i ve 3D prostoru:

Xb
@b = [xq Y z4] [3’b = XaXp + Ya¥Vp T ZaZp

Zp

Také v tomto pripadé je geometrickd interpretace stejnd jako ve 2D pro-
storu, ale v roviné dané nositelkami obou vektord.




Pojdme se ted'ale podivat na ponékud komplikovanéjsi pripad vektorového
soucinu dvou vektord.

Souhlasim s vami, Ze na rozdil od jeho geometrické inter-
pretace (kterou jisté zndte) je zplsob vypoctu ponékud
neprehledny. Pamatovat si sloZity vzorecek, se kterym jste

nepamatuji). Pokud ho budete potrebovat, radéji si ho
vyhledejte v nékteré z pfirucek nebo na internetu. Jsem si jist, Ze by vam
jeho neznalost odpustili i u maturity.

—

kterou si snad jednoduseji zapamatujete (tak jako jd), a kterd vam pomize
resit ulohy s vektorovym soucinem i bez slozitého vzorce. Je zaloZzena na
praci s determinantem jisté matice, tedy na technice linedrni algebry, se
kterou se sezndmite hned v prvnich semestrech na vysoké skole. Urcité se
vam bude tento postup brzy hodit.

Vektorovy soucin je dalsi dilezité bindrni operace nad dvéma vektory. Na
rozdil od skaldrniho soucinu, kde vysledkem bylo Cislo (skaldr), '
L

ci viz obrdzek. Jednotkové bdzové vektory:
T=100 , 7=(50 , k=001,
T =171=[k]=1,

maji spolecny pocdtecni bod 0 a jejich

v . . v . Pravotocivy
smery a orientace jsou urceny osami

souradnicovy systém

soustavy souradnic. Jejich velikost (mo-
né uspordadand trojice vektoru (zdlezi na
poradi) jejichZ pomoci Ize vyjddrit libovolny vektor jako je-
jich linedarni kombinaci:

—_— — — 7
a = (ax; Ay, az) =ayl tay,j t+a, k . Levotodivy
souradnicovy systém




rovnobéznika, ktery oba vektory urcuji:

S = |u||Y|sina . J

Vektor w je normdlovym vektorem roviny urcené vektory i a v :

— —

w=uxv ; |[|wl=]ul|¥|sina|; a€(0;m),
2 wlu ; wlv

)

zdménou poradi souciniteli i a ¥ se neméni absolutni hodnota (modul)
vektoru w , ale jeho orientace (smysl). Pro jednotkové bdzové vektory 1,7, k
souradné soustavy proto plati:

Ixi=0 , jxi=-k , kxi=j] , ¢
Ixj=k , jxj=0 , kxj=-1 , e
Ixk=—] , jxk=1 , kxk=0 .

y
Jestlize vyjadrime vektory i a ¥ pomoci bdzovych vektord,

dostdvame po upravé:

X

— - - 7 - - - '
U= (upguyu)=u l+uj+uk ; =@wsvr,;v)=vi+rj+vk,

Uxv=(ul+u,J+u, E) X (ve T+ vy, ]+, E) =

=uv, X D +uw, @X])+uuv, Ix k)+
y
N—— ~——————

0 k 7
=7 .
+uyve G D +uyv, Gx D+uyv, (Fx k) +
% 0 )
+uvy (kX 0) +uwy (KX J)+uw, (kx k)=
7 3 0

= (uyv, — uvy) T+ (U — ue¥,) T+ (wevy —uyvy) k.

kolmy k obéma vektorum i a v s velikosti rovnou obsahu



To je jiz zminény vzorec pro vypocet vektorového soucinu, ktery najdeme
ve vsech matematickych priruckach a stredoskolskych ucebnicich (ktery

pamatovat zpaméti. Pfizndm se, Ze ani jd si ho nepamatuji, a kdyZ jsem se
ho snazil kdysi zapamatovat, po pdr dnech jsem si stejné nebyl jisty.

Existuje nékolik mnemotechnickych pomdicek, mné se nejvice osvédcila pro
svou jednoduchost a uZite¢nost tato.

Nejprve sestavime do rddkové struktury po sobé trojice - F

A R 8 o - ]k
bdzovych vektort 1,7,k a slozky vektori u = (u;u,;u,) Uy Uy Uy
a U = (vy;vy;v,), viz obrdzek. @ Vx Uy Vg

Vzniklou strukturu zkopirujeme a celou ji pripiSeme vpravo. Vyndsobime

nejprve prvky na cervené vyznacenych
D_®_ D SIASIAS.

v Uz vyznalenych diagondldch:

- -> E |
Uy, U+ UV + Uy b — v

—

= (uyv, —uvy) T+ Uy — U V) T+ (Wevy — Uy ) k =UXT=W .

Vyjadrili jsme tak pomérné jednoduchym zptsobem opét jednotlivé slozky
vektoru w =1 x v . Doporucuji si misto sloZitého a neprehledného vzorce
pamatovat spis tento postup vypoctu.

Pri studiu linearni algebry v prvnich semestrech na vysoké skole brzy zjisti-
te, Ze uvedeny zplsob vypoctu je tzv. Sarrusovo pravidlo ¢asto pouZivané
pro vypocet determinantu matice.




Motivacni priklad 1:

2 systému témito vrcholy:

2

Al0;4;3] , B[4;0;8] , C[2;2;-2].

\ T i Resit tuto ulohu lIze riiznymi zplsoby, ukaZme si

vSak reseni s vyuzitim vlastnosti vektorového sou-
cinu.

g (0;%,7,2) napr. ve vrcholu A (alternativné je mozné
LS ho umistit i do jiného vrcholu — zkus). Soufadné
osy ptvodniho i pomocného systému jsou vzdjem-
né rovnobézné. V takto zvoleném systému Ize snadno urcit obsah zadané-
ho trojuhelniku jako polovicni hodnotu absolutni hodnoty vektorového
soucinu vektorti AB a AC.

* ¥ C

Nejprve vyjadfime souradnice vrcholt trojuhelniku v novém soufadném

systému:
0;x,y,z): A[0;4;3] , BI[4;0;8] , C(C[2;2;-2],

Vektorovy soucin vektorii AB a AC :

— — ? -7 E 7 7 \
ABxAC=|4 4 5 |=200+10] - 8K + 8k + 100 +20] = 307 + 307 +(0K ).
2 -2 -5

Pozn.: VSimnéme si, Ze nulovd hodnota treti slozky vektoru odhaluje ponékud prekvapivé zjisténi,
Ze rovina zadaného trojuhelniku je kolmd k soufadné roviné xy a rovnobéind s osou z .

vieného vektory AB a AC :

|[AB x AC| = V302 +302 + 02 = 30v2 ,
plocha zadaného trojuhelniku je jeho polovinou:

|[ABxAC| _ 30v2 _ 30

=
R R L (€S}

m Konec prikladu 1




Motivacni priklad 2:

sourfadném systému body: A[1;0;1] ; B[3;—1;4] ; D[2;2;2] ; E[-1;3;5],

Viz obrdzek.

Také v tomto pfipadé Ize ulohu resit riznymi
zpusoby, ukazme si ale, jak ji Ize snadno vyre-
Sit pomoci ndstroju skaldrniho a vektorového
soucinu.

souradného systému (0; %, 7, Z) nap¥. ve vrcho-
lu A . Soufadné osy puvodniho i pomocného

(O0;x,y,z): A[1;0;1]

aAD:

E— B — ?
ABXAD=|2 _1
1

jeji plocha je:
|AB x AD| = /(=7)2 + 12 + 52 = /75 ~ 8,66 .

systému jsou vzdjemné rovnobézné.

Nejprve prepocteme souradnice zadanych
bod{i na souradnice nového systému:

, B[3;-1;4] , DI[2;2;2] , E[-1;3;5],
, B[2;-1;3] , D[1;2;1] , E[-2;3;4].

= T+3/+4k+k—61—2]=—-71+j+5k,

_ W XY

Objem hranolu dostaneme jako soucin plochy podstavy a jeho vysky v

X

m Konec prikladu 2

(kolmé k podstavé). Vektorovy soucin AB x AD je
kolmym vektorem k roviné podstavy a jeho abso-
lutni hodnota (modul) se rovnd jeji ploSe. Vyska
hranolu v je uréena kolmou projekci jeho hrany
AE do vektoru AB x AD. Objem hranolu tedy
snadno urcéime skaldrnim soucinem vektor(
AB x AD a 4E :
AE = =20+ 3] + 4k , ,
3 =
o P
=(-7)(-2)+1-34+5-4=14+3+20=37 .

V=(BxAD)-AE=[-7 1 5]




Pozn.: Soucin (U X V) - W je obvykle oznacovdn jako smiseny souéin vektord, pro ktery plati:

— > —

WUxDV) w=u-xw) ; UXD) WU WXV -W.

ktery tato trojice vektorl vymezuje.
Konkrétni hodnota smiSeného soucinu se dd jednoduse vyjadrfit podle zminéného Sarruso-
va pravidla:

Uy Uy Uy,

(ﬁXﬁ)W= Ue Vy Vz|=
Wy Wy, W,

= Uy VW, + Uy U Wy + U Ux Wy — U Uy Wy — Uy U Wy, — Uy Uy Wy

V pripadé predchdzejiciho prikladu: M
. 2 -1 3
V=(AB><AD)-AE= 1 2 1|=16+2+9+12-6+4=37.
- -2 3 4 — ,
(srovnej!)

Brzy pri studiu na vysoké skole jisté zjistite, Ze Sarrusovo pravidlo se béZné pouzivd pro vy-
pocet determinantu ¢tvercové matice se tfemi radky a tfemi sloupci.

Vyznam tohoto determinantu a jeho geometrickad interpretace pfimo plyne z pfedchadzejici
uvahy a uvedeného prikladu. Lze si ho predstavit jako objem rovnobéZnosténu vymezené-
ho tremi vektory, jejichZ sloZky postupné tvofi fadky matice.

Geometrickou interpretaci determinantu si vétsinou studenti pfFilis neuvédomuji.




