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» 0dmocnina z redlného vs. komplexniho disla,
analyza v redlném vs. komplexnim oboru FAQ

Karel:

JalJ:

=4

Mam v tom trochu zmatek. Druhd odmocnina ze 4 je podle definice +2, ni-
koliv -2. To ndm matikar na gymplu hodné zdlrazrioval a tak to taky beru.
Ale pokud budu brat ¢tyrku jako komplexni ¢islo s nulovou imaginarni ¢as-
ti, tak uZ to je jinak, vysledek je: +2 a také -2. To prece nemize zdleZet na
tom, jak to Cislo chdpu. Jak to tedy je?

Karle, dobrou zprdvou je to, Ze jste si toho vsiml, a Ze o tom premyslite. Je
to malinko zamotané a je dobré si hned zkraje uvédomit, Ze pocitdni a ana-
lyza v redlné a komplexni oblasti maji sva specifika a odlisnosti. Je potfeba
si uvédomit pdr jemnosti a detaili. Problém je tak trochu v neprfesné defi-
nici a také v tom, Ze se pojem odmocniny ne uplné presné vyklada.

NeZ se pokusim odpovédét na vds dotaz, pojdme si nejprve zopakovat par
é pojmu, které jisté zndte, a trochu si je pripomenout a propojit.

Pojdme si nejprve popovidat obecné o funkci a funkci inverzni, redl-
1 néi komplexni, a také o tom, co je odmocnina a jak ji mdme chdpat.

jedné strané vloZime néjaké cCislo. Uvnitr skrinky se s nim P
y
\ w

néco podle urcitych a presnych pravidel provede a nakonec *
se objevi na vystupu jiné &islo. Je v podstaté jedno jestli se *
jednd o redlnd nebo komplexni Cisla.

Black Box

Pokud se jednd o redind Cisla a funkci redlné proménné, pak vstupni pro-
ménnou (argument funkce) obvykle znacime x a vystupni (funkcni hodno-
tu) jako y. Pokud se ale jednd o Cisla komplexni a funkci komplexni pro-
ménné, pak obvykle znacime vstupni Cislo z a vystupni w. Pojdme tuto
zvyklost pro tentokrdt prijmout (moc se ale na ni nefixujte, mize vam to
pozdéji v redlnych aplikacich trochu vadit — jednotlivé proménné se casto
oznacuji uplné jinymi pismeny, které odpovidaji konkrétnim fyzikdlnim veli-
¢indm).

Obvyklé formdlni oznaceni funkci:
y=f(x) resp. w=f(2).



Vétsina pojmu, jako je definicni obor, obor hodnot, spojitost, atd. plati v
redlné i komplexni oblasti uplné stejné.

hou na vystupu skririky objevit.
UpIné vsechno vsak v komplexnim oboru svou analogii nemd. Pojmy jako

:.." ddvaji. Pro komplexni Cisla, na rozdil od téch redlnych, neexistuje

pfirozené uspordaddni, které by nam umoznilo rozhodnout, které ze
dvou cCisel je vétsi a které je mensi (napr.: je 0 + i vétSinez 1+ 0i ? ).

Dalsi velky problém nastane v okamZiku, kdy se danou komplexni funkci
budeme snazit nakreslit.

V pfipadé redlné funkce to je jednoduché. Vstup i vystup jsou jednoroz-
mérnd cisla, takZe jeji zndzornéni je vyjadreno grafem ve dvojrozmérné ro-
viné. U komplexnich funkci je ale vstup i vystup dvourozmérny
(redind a imagindrni ¢dst). Pro jeji grafické vyjadreni bychom
potrebovali ctyfrozmérny graf. Dvé dimenze na osu z a dvé di-
menze na osu w. To je pro mne jiZ dost divokad predstava.

mend, Ze malé zméné vstupni proménné odpovidd mald zména proménné
vystupni. To dokdZzeme snadno posoudit pomoci absolutni hodnoty rozdilu.

-
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ku, do které vloZime hodnotu x a vypadne z ni hodnota vy, D
potom inverzni funkce x = f~*(y) déla pravy opak. Hodnoté | !

y
y prifadi obrdcené pivodni x. M

Mad to ale maly hdacek. Aby to bylo mozné, musi funkce y = f(x) pfifadit

existenci vzdjemné oboustranného jednoznacného prifazeni prvki definic-
niho oboru Dy a oboru hodnot H;. Upiné stejné to samoziejmé plati i pro
funkci komplexni proménné.



kladejme zatim pro jednoduchost druhou odmocninu a kvadratickou funkci
y = x* = f(x). Definicni obor této funkce je Dy = R (vSechna redind Cisla:
x € (—o0; +0) ), oborem funkcnich hodnot H; = Ry (nezdpornd redlind Cisla:

y €(0; +0) ). %

gumentu x (pokud se budou lisit znaménkem) odpovidd jedind funkcni
hodnota y, viz obrdzek.

Xy = —x; y1 = flxq) = flxz)
¥ = f710)

td). V nasem pripadé pro nezdpornd x. Pro funkciy = f(x) = x? s defini¢nim
oborem D; = Ry inverzni funkce jiZz v pohodé existuje:

y=f0)=VE=x? ; Df—1=Hf@ ‘/

stim, Ze x = 0 a také y = 0. Ale to je jiZ definice (druhé) odmocniny, kterou

jisté ze stredni skoly dobre zndte.

N[

Viz napr.:  https://cs.wikipedia.org/wiki/Druh%C3%A1 odmocnina .

Pozndmka:
Zcela podobné jsou definovdny jen na cdstech svych definicnich oboru tzv. cyklometrické
funkce arcsin, arccos, ... (inverzni funkce goniometrickych funkci sin, cos, ...).

nou funkci a jeji odmocninou toto neni chyba

w=f(z)=2z* ; zZweC ; Df=H;=C.

Vstupni i vystupni proménnd jsou komplexni Cisla, definicni obor i obor
funkcnich hodnot je celd Gaussova rovina. Predstavme

. . sy s ;L v Imz,
si pro jednoduchost vyjadreni obou komplexnich Cisel z
aw v exponencialnim tvaru: b i z
z=a+bi=|zle? ; |zl€(0;0) ; ¢ €(0;2m). L I
0 a Rez



https://cs.wikipedia.org/wiki/Druh%C3%A1_odmocnina

Vystupni funkcni hodnota pak bude:
w = z% = |z]? 2% .

VSimnéme si, Ze horni polorovina Gaussovy roviny pro b > 0 se promitd do
celé (!) roviny komplexnich Cisel:

w=|z]2e2? ; |zl€(0;0) ; ¢€(0;m),

ale stejné tak i polorovina spodni (!) prob < 0:

w=|z|2e?? ; |z|€(0;0) ; ¢ €(m;2m).

Pokud bychom si preci jen troufli tuto zavislost geometricky néjak interpre-
tovat ve ctyrrozmérném prostoru (dvé dimenze pro vstupni proménnou z a
dvé dimenze pro vystupni proménnou w), dostali bychom jakousi bizarni
dvoulistou spojitou hyperplochu (tzv. Riemannova plocha).

At uZ na to nase fantazie staci nebo ne, v kazdém pripadé se ale jednd o

listu nasi absurdni plochy. Pokud si vybereme prvni z nich, ziskame inverzni
funkci, ktera ndm urcuje tzv. hlavni hodnotu odmocniny.
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Dobra tedy, vratme se ale k vasemu dotazu. Zdd se, Ze jsem jen sikovné
utekl od toho, na co se ptdte. Ano, ale jen zdadnlivé, chtél jsem upozornit na
nékteré detaily a drobné rozdily mezi analyzou v redlné a komplexni oblas-
ti. Vas nendpadny dotaz k tomu ale sméruje.

Jako obvykle, i zde plati, Ze ddbel je skryty v detailu. V nasem pripadé v po-
nékud nepresné a ne uplné presné interpretované definici. Pojdme si v tom
udélat trochu poradek.



Obecné muZeme pracovat s pojmem odmocnina vsude tam, kde je defino-
vand mocnina néjakého matematického objektu. A také se tak déje, mo-
hou to byt redlnd nebo komplexni Cisla, ale také napr. ctvercové matice
nebo i jiné matematické objekty (!).

Viz napr.: https://en.wikipedia.org/wiki/Square root .

%’ P

Druhou odmocninou|z objektu a obecné chdpeme podle této definice ob-

jekt b, pro ktery plati b-b = b? = a . At uZ to je Cislo nebo jakykoliv jiny ob-
jekt.

Odmocnina z nenulového Cisla (redlného nebo komplexniho)
proto neni prisné vzato jediné Cislo, ale mnozZina cCisel.

Pokud se jedna o druhou odmocninu, tedy cCisla dvé. Oba koreny
rovnice x?> —a =0 jsou podle vyse uvedené definice odmocninami z Cisla a
(podobné to plati i pro vyssi odmocniny — treti odmocnina ma tri koreny,
Ctvrta Ctyri atd.).

Jeden z téchto kofen( (urceny zpravidla z prvniho listu nasi Riemannovy
j‘ plochy) je oznacovdn jako |hlavni hodnota odmocniny/|Je to tako-

z=1+i=+2 e G+ken) i keZz

1 hlavni hodnota
Z% — [\/Eei(%ﬂcm) ]3 — 2 ei(%+k%") — /
v—“ fm 6 T . T .
2 V2 (cosZ+isinZ) =~/1,084+0,291i
= i ={ 2(cosX+isin2) = —0,794+0,794i
I B RN V2 (cos ¥+ i sinF) ~ —0,291 — 1,084
\I~-0 Re
JoE A 6
AN 2~ 1,122



https://en.wikipedia.org/wiki/Square_root

Urceme druhou odmocninu z redalného cisla:

Z=4=4+4+0i=4¢!O+kn) ; keZ hlavni hodnota z

| /

2 (cos0+isin0) = +2 (AP
2 (cosm+isinm) = -2

\/E= [4 ei(o+k2n) ]% — \/Zeikn — {

Pozndamka:

Vds dotaz neni ojedinély. Nejste sdm, kdo o tom prfemysli. Tato nejasnost je disled-
kem ponékud nepresné interpretace definice toho, co je a co neni odmocnina.

ticky na vsech nasich zdkladnich i stfednich skoldch zavadi definice druhé odmocniny
tak, jak ji jisté dobre zndte:
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raznuje.

Vétsina chytrych kalkulacek a vypocetnich systémi ale s timto faktem pracuje a jako
vysledek ndm vraceji bud’ celou mnozinu pfrislusnych (obecné komplexnich) korend,
nebo jen hlavni hodnotu odmocniny. Ndzev funkce druhé odmocniny v riznych pro-
gramovacich jazycich je sqrt, odvozeny od anglického ekvivalentu Square Root
Function (povsimnéte si, Ze jiZz v tomto ndzvu je obsaZeno, Ze se jednd o koreny pri-
slusné kvadratické rovnice).



Pozor ale na moznost formdlni chyby pfi reseni rovnice zadané ndsledujicim zpiso-
bem:

‘4 x—4=+x+2.
Nesmime zapomenout respektovat obor hodnot, pro které je druhd odmocnina

N definovand, tedy x +2 >0 a také x —4 > 0.

x—4)?2=x+2,

Ale!
x>—9x%+14=0,

X1,2 =

- ~.

~,

s nutnosti provést zkousku, zda vysledné feseni vyhovuje zadané rovnici.




