» KuZelosecka v obecné poloze R

Petr:

JaJ:

FAQ

Mam za ukol nakreslit kuzelosec¢ku popsanou rovnici:

5x%2+4xy +2y* —18x— 12y +15=0 .

Na prlimce jsme méli dobrou matikarku, spocitali jsme spoustu priklad( a
mél jsem pocit, Zze tomu docela rozumim, ale s timhle si opravdu neumim
rady. Porad'te mi prosim.

Petre, viibec se vdm nedivim. Priklad, ktery uvddite, pravdépodobné neni
ze sbirky pro Zdky stredni skoly. V hodindch matematiky na stfednich sko-
ldch se Zdci uci popisovat kuZeloseCky v roviné a v kartézskych souradni-
cich, zkoumaiji jejich vlastnosti a pribéhy. Jednd se o kfivky, které mohou
vzniknout rovinnym rezem kuzelové plochy, tedy kruzZnice, elipsa, parabola
a hyperbola. Nebo také zvlastni pripady — pfimka, dvojice pfimek nebo do-
konce jediny bod.

Pro zjednoduseni tohoto popisu se obvykle predpoklddad, Ze osy téchto kri-
zpétné podivdte na vsechny priklady, které jste na primyslovce resili, nikde
se v popisu kuZelosecky pravdépodobné neobjevil ¢clen se soucinem xy. To
je ale prave problém, na ktery jste narazil. Je to pfiznak toho, Ze se jednd o

5x22y2—18x—12y+15 =0 .

K tomu, abychom mohli pochopit, jak si s timto problémem miiZzeme pora-
dit, musime si uvédomit nékolik souvislosti.

Transformace souradnic otocenim pravouhlé soustavy o uhel ¢.

Souradnice kazdého bodu eukleidovské roviny
miZeme popsat vzhledem i k soufadnicovym
systémim, které maji spolecny pocdtek a jsou

bodu A jednoho systému na souradnice %, a j,
systému druhého.



|A] = \/x4% +y4% = ,’fAZ + 5%, S
%X, = |A| cos(a — @) = |A|(cosa - cos@ + sina - sin @) = \i{\
= |A|cosa-cos@ + |A|sina-sinp , = =
XA ya
V4 = |A| sin(a — @) = |A|(sina - cos¢@ —cosa -sinp) =
= |A|sina - cos¢@ — |A|cosa -sing .

ya XA
Transformacni vztahy jsou tedy: @ ,

Xg=x4C08Q +y,8inQ , X4 =2X4C08¢Q —Y,sin¢g ,
Y4 = —X4SiNQ +7y,c05¢Q , Ya=X4SinQ+yacosq .

Pro obecny bod [x;y] - [%; V] :

J X =Xcos@—ysing ,
y=Xsing +3ycos¢e .

@ &b

Logika dalsiho postupu je pomérné jednoduchd. Pripravené transformacni
vztahy dosadime do zadané rovnice kuZelosecky. Dostaneme tak jeji vyjad-

uhel ¢. Rovnici dostaneme v novém tvaru jako funkci proménnych % a .

Dalsim krokem je urceni takového uhlu ¢, aby osy nového (natoceného)

zndme podle toho, Ze ve vyjadreni zmizi ¢len se soucinem %y. V tomto vy-
jadreni jiz snadno pozndme charakter a hlavni parametry zkoumané kuZze-

losecky.

Hlavni myslenka rfeseni je sice prostd, jeji realizace je vsak ponékud prac-
néjsi.

X =Xcos@g —ysing ,

x2 = (Xcosp —Fsing)? = x%cos? @ + y?sin?p —2XJcosgsing ,
y=Xsing +ycose ,

y? = (Xsing + ycos p)? = ¥%sin® ¢ + §2 cos? ¢ + 2X ysingp cos ¢ ,
xy = (Xcosp —Jsing)(Xsing +ycosp) = =

S

= %y (cos? ¢ —sin? ) + (X% — %) sinp cos ¢ . r
B\



Po dosazeni a upravé dostaneme:

5x%+4xy +2y?> —18x — 12y + 15 = --- =
= %¥%(2sin? ¢ + 5cos? ¢ + 4 sin ¢ cos @) +

cosz<p—4sin2<p—6sin<pcos<p)+

ﬂ +5%(5sin? @ + 2 cos? ¢ — 4sin cos @) +
+X%(—12singp — 18 cos @) + y(18singp — 12 cos ) + 15 .

V dalsim kroku hleddme takové ¢, pro které bude kvadraticky clen se smi-
senym soucinem %3 nulovy.

2 _ ) _ . — 1 . ks
4cos“@ —4sin“p —6singpcosp =0 Teosig | (pqt-l_—z,

sin? ¢ sing

cos2 ¢ cos @

-2

’

2—-2tg*p—3tgp =0 .

Po provedené substituci tgp = z:
1

2722 432-2=0 ; Z1,2=L V49+16=< > = tge, ,

—2=1tge,

'/_ P, = arctg% = 0,464 rad (26°33'54") ,

/h 02 = arctg(~2) =2 1107 rad (~63°26'6") .

Nejednoznacnost feseni bylo nutné ocekdvat jako disledek mozZnosti nato-
Ceni osy kuzelosecky k jedné nebo druhé ose soufadného systému

(26°33'54" + 63°26'6"” = 90°). Zvolme nejprve:
@ =¢;=0464rad - sinp =0,447 ; cosep = 0,894 .

Po dosazeni konkrétnich hodnot sin ¢ a cos ¢ do koeficienti transformova-
né rovnice dostdvdme:

2sin?¢@ + 5cos? @ + 4singpcosg = 2-0,4472 +5-0,894% + 40,447 - 0,894 = 6,000 ,
5sin* @ + 2 cos* ¢ — 4singcosg = 5-0,447% +2-0,894* — 4-0,447 - 0,894 = 1,000 ,
—12singp —18cos¢p = —-12-0,447 — 18- 0,894 = —21,466 ,

18sin¢gp —12cos¢p = 18-0,447 — 12- 0,894 = —2,683

a transformovand rovnice kuZelosecky nabyva tvaru:

6%2+ 52— 21,466 % — 2,683 +15=0 .




Toto je jiZ tvar rovnice kuZelosecky, se kterym jste se na stredni Skole setka-
li, se kterym jste standardné pracovali. Postupujeme ddl jiz zndmym zpu-
sobem. SdruZenim jednotlivych proménnych a upravou na Ctverec postup-
né dostdvdme:

6 (%% —3,578%) + (2 —2,683%) +15=10 ,

6 [(¥—1,789)* —3,2] + [(# — 1,342)* = 1,8] + 15 =0 ,
6 (¥ —1,789)2 - 19,2+ (5 —1,342)2-18+15=0,
6 (¥ —1,789)% + (§—1,342)2 -6 =0,

(% —1,789)? + 0,167 ( —1,342)> =1,

\ (%-1,789)? + (7-1,342)2 —1

1 6

v pootoceném souradném systému. Snadno 5
urcime tvar a jeji hlavni parametry. Jednd se o
elipsu se stredem S[1,789;1,342] (v souradni-
cich %,7) a s délkami hlavni a vedlejsi poloosy
a=1a b =+/6 =245, vizobrdzek.

ProtoZe se rotaci zachovdvd délka usecek i tvar
obrazcu (shodné zobrazeni), bude mit elipsa i
v ptivodnim (nepootoceném) souradném sys-
tému stejné délky poloos i tvar. Stred elipsy

vSak bude mit jiné souradnice:

S[%s;9s] — Slxgys] , % =1,789 , §s=1,342 , ¢ = 0,464 rad ,
sing = 0,447 , cos¢ = 0,894 ,

VA S[%s; §s] = S[1,789; 1,342] |,

Xg = XsCc0S@ — Yssing = 1,789-0,894 — 1,342-0,447 =1 ,
Vs = XgSing + yscosp = 1,789-0,447 + 1,342-0,894 =2 ,

@ S[xs; ys] = S[1; 2] |.

1 2 3 X
@, =@ =~ 0,464 rad ~ 26°33'54"




rencni souradné soustavy. Dostali jsme moZnost natoceni bud’ v kladném
smyslu, proti sméru hodinovych rucicek, o uhel 26°33'54" nebo v opacném
smyslu o 63°26'6"" ve sméru hodinovych ruci¢ek (soucet obou uhli ddvad
90°). Y
Pro nase reseni jsme vybrali prvni variantu ¢, , ale

stejné dobre jsme mohli vybrat také uhel ¢, . [
V tomto smyslu je reseni skutecné dvojznacné. Ale 3 |

Slx,; vl

konecném vysledku (zkus). V druhém pripadé dojde
jen k zaméne souradnych os pomocné soustavy %,5 |
(a samozrejmé i k formdlné jinému vyjdadreni kuZe-
losecky v téchto souradnicich). Ale findlni mnozina =
bod (krfivka v puvodnich soufadnicich x,y), kterou
popisuje zadand rovnice je stejnd. Vtomto smyslu

2 3 X

\1
@, ~ —26°33'54"

=

psand rovnici druhého stupné. Obrdcené to ale neplati.

Obecnd rovnice druhého stupné:

Ax?> + Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0

AB,C+0 ; A=det 0,
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Proc¢ tomu tak je, vyplyvd z podrobnéjsi analyzy pomoci prostiredki linedrni alge-
bry, se kterou se sezndmite aZ pozdéji na vysoké skole.
V nasem konkrétnim pripadé:
5x% + 4xy + 2y*> —18x — 12y + 15 =0 ,
A=5; B=4; C=2; D=-18 ; E=-12 ; F =15,
A#0; B+0,; C+0,

A=5-2-15+ 4(-18)-(-12)-2-(-18)2—-5-(-12)2-42-15 _ —36=+0 .

4



Jedna se tedy o redlnou kuZelosecku, jak jsme ukdzali, o natocenou elipsu se stre-
dem mimo pocdtek.

Prostredky a apardt linedrni algebry, které jsou ndplini studia v prvnich semestrech
na vysoké skole, vam reseni podobnych prikladi velmi usnadni a zjednodusi. Uve-
dené je pak jen jednoduchym logickym vyusténim pochopené problematiky.

statné zjednodusuji mysleni a umozZnuji vam snadnéji
proniknout hloubéji do podstaty problému a souvislosti.
To je ostatné i duvod proc vibec vznikly sSkoly a proc jste
se snad rozhodli studovat.




