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Preface

Diferenciálńı operátory
Symbol ∇ bude značit tento operátor

∇ = ( ∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ..., ∂
∂xd

)>.

Gradient funkce f bude zapisován takto a znamená vektor

∇f = ( ∂f
∂x1

, ∂f
∂x2

, ..., ∂f
∂xd

)>.

Gradient vektorové funkce f = (f1, f2, ..., fd ) definujeme takto a znamená Jacobiho matici

∇f =



∂f1
x1

∂f1
x2

... ∂f1
xd

∂f2
x1

∂f2
x2

... ∂f2
xd...

... . . . ...
∂fd
x1

∂fd
x2

... ∂fd
xd


= (∇f1,∇f2, ...,∇fd )>.

Jestliže f = (f1, f2, ...fd ) je vektorová funkce, pak je divergence definována p̌redpisem

∇ · f =
d∑

i=1
∂fi
∂xi

.



Numerické simulace

Teorie (1)
CFD (Computational Fluid Dynamics) je metoda, se kterou lze vyšeťrit chováńı systému bez
experimentálńıho mě̌reńı. Použ́ıváme matematický popis fyzikálńıho jevu. Ukázka:

Představa
Fyzikálńı zákon

G := F , (1)

F = −kd = −ky (2)

kde F je tzv. pružná śıla. Jedná se o śılu, která
na částici působ́ı natažená nebo stlačená
pružina. Řada silových zákonů v p̌ŕırodě má
stejný matematický zápis jako tento zákon.
V celé řadě p̌ŕıpadů je F úměrná jej́ımu
prodloužeńı d v̊uči nenapjatému stavu.
Konstanta k je tuhost pružiny.

Matematický model

m
∂2y
∂t2 + ky + mg = 0 (3)



CFD
Přibližné spektrum CFD problémů p̌ri prouděńı tekutin:

Single phase flow (aerodynamika, prouděńı okolo spalovaćıch ventil̊u, ...)
Multiphase flow (prouděńı s částicemi, ...)
Heat transfer (vedeńı tepla izolovanou stěnou, ...)
Combustion (spalováńı plyn/kapalina, design kotle, ...)
Aeroacoustics (úprava geometrie s ćılem sńıžit vliv vibraćı, ...)
Multiple-physics coupling (fluid-structure interaction, magnetohydrodynamika, ...)

Multi Phase Flow

(Dis. práce, J. Volavý (2013))

Single Phase Flow

(Dipl. práce, M. Lasota (2016))



Představeńı knihovny OpenFOAM
V roce 1989 je datován vznik této C/C++ knihovny. Od roku 2004 je to knihovna s Open
Source licenćı. Dnes společnost OpenCFD s licenćı GPL (General Public Licence) vydává nové
distribuce této knihovny. GPL zajǐst’uje právo kód spouštět, koṕırovat a upravovat.

Hlavńı výhody
OpenFOAM je volně použitelný software pro numerické simulace s rozš́ı̌reńım na CFD
výpočty
Volně použitelný znamená bez placeńı licenćı a podpor
Možnosti paralelńıch výpočt̊u zdarma (až 1000 CPU volných CFD licenćı)
Stále se OpenFOAM vyv́ıj́ı, aktivńı komunita

Netradičńı výpočty (Fluid-Structure Interaction, komplexńı p̌renos tepla a látky, vniťrńı
spalováńı, ...)

Hlavńı součásti OF
Polyhedrálńı meshováńı, diskretizace druhého řádu v prostoru a čase
Lagrangian particle tracking
Dekompozice oblasti
Automatic mesh motion

Snadná implementace rovnic



OpenFOAM

Implementace rovnic
Zapisujeme v p̌rirozeném jazyce pro mechaniku tekutin (v parc. dif. rovnićıch). Nap̌r. rovnice
s turbulentńı kinetickou energíı. Ukázka:

∂k
∂t

+∇ · (uk)−∇ · [(ν + νt )∇k] = νt [
1
2

(∇u +∇uT )]−
ε0
k0

kH (4)

solve
(

fvm::ddt(k)
+ fvm::div(phi ,k)
- fvm:: laplacian (nu() + nut, k)

== nut+magSqr(symm(fvc::grad(U)))
- fvm::Sp(epsilon/k, k)

) ;



OpenFOAM

Oblasti použitelnosti OpenFOAMu
Potenciálńı prouděńı, skalárńı/vektorový/tenzorový transport
Přenos tepla a látky, buoyancy-driven flows, konjugovaný p̌renos tepla
Multifáze: Euler-Euler, VOF
RANS pro turbulentńı prouděńı, full LES capability
Pre-mixed a Diesel combustion, spray
Stress-analysis, elektromagnetismus, ...



OpenFOAM

Zobrazme si śıt’ pro metodu konečných objemů (dále jen FVM). V OpenFOAM dominuje p̌ŕıstup
cell-centered. Proměnné jsou uloženy v těžǐst́ıch element̊u a do výpočtu vstupuj́ı rovněž hodnoty
veličin a gradient̊u v těžǐst́ıch stěn element̊u. Elementy jsou identické s diskretizačńımi elementy.
Obecně je tato metoda druhého řádu p̌resnosti, jelikož veličiny jsou poč́ıtány v elementu a
stěnách elementu, kde rozd́ıl mezi hodnotou proměnné a jej́ı pr̊uměrnou hodnotou je O(∆x2).
Významnou nevýhodou cell-centered mohou být neorthogonalita a nespojitost element̊u.



OpenFOAM

Neorthogonalita je vlastnost vniťrńıch a okrajových ploch (internal and boundary faces).
Indikátorem je úhel Θ (rozsah 0 deg až 90 deg), jenž sv́ırá vněǰśı normálu n a spojnici těžǐstě
elementu C a F. Pokud Θ = 0 deg, pak je śıt’ plně orthogonálńı. Navyšováńım Θ se navyšuje
neorthogonalita, kterou lze kompenzovat p̌ŕıslušnými korekcemi.



OpenFOAM

Vertex-centered (vertex-based). Tento p̌ŕıstup je v OpenFOAM méně častý. Mějme trojúhelńık
s vrcholy Pj , Pk a Pl . Těžǐstěm trojúhelńıka je Pjkl a vznikne čty̌rúhelńık Qjkl . Postup
opakujeme pro všechny trojúhelńıky s uzlem Pj . Sjednoceńım čty̌rúhelńık̊u vzniká duálńı objem
Dj , jak je vidět vpravo. Hodnoty proměnných jsou uloženy v uzlech (vertices).



Boundary conditions

Okrajové podḿınky Volba okrajových podḿınek je fyzikálńı problém, ale zároveň muśı tato

volba korespondovat s matematickým charakterem řešených rovnic. Při řešeńı konkrétńıch
p̌ŕıpadů vyb́ıráme podle typu hranice a povahy prouděńı. Typy hranic se děĺı na transparentńı a
reflektivńı, anebo transmisivńı (bude uvedeno dále). Pokud n(x) prohláśıme za jednotkový
vektor vněǰśı normály hranice ∂Ω, pak hranice jsou charakterizovány vtok, výtok, stěna (uvedeno
ve stejném pǒrad́ı)

Γinlet = {x ∈ ∂Ω | v(x, t) · n(x) < 0},
Γoutlet = {x ∈ ∂Ω | v(x, t) · n(x) > 0},
Γwall = {x ∈ ∂Ω | v(x, t) · n(x) = 0}.



Boundary condition

Jak bylo řečeno, okrajové podḿınky záviśı na prouděńı. Vazké x nevazké. Stlačitelné x
nestlačitelné. Uvedeme si nejďŕıve rovnice prouděńı. Tj. rovnici kontinuity, pohybové rovnice a
rovnici energie v následuj́ıćım tvaru (Konzervativńı forma Navier-Stokesových rovnic pro
stlačitelné a viskózńı prouděńı):

∂w
∂t + d∑

i=1
∂f i (w)

∂xi
= d∑

i=1
∂r i (w ,∇w)

∂xi
+ s

kde w =


ρ
ρv1

...
ρvd
E

, f i =


ρvi

ρvi v1 + pδi1
...

ρvi vd + pδid
(E + p)vi

, r i =


0
τ1i
...
τdi

τij vj + k ∂T
∂xi

, s =


0
ρf1

...
ρfd

ρf · v + q

.

Vektorové funkce fi jsou Eulerovy neviskózńı a ri Eulerovy viskózńı toky. Funkćı s se rozuḿı
zdroj (tepelný zdroj, objemových sil atd.).



Boundary condition
E je celková energie (E = 1

2ρUi Ui ), δij je Kroneckerovo delta (δi=j = 1, δi 6=j = 0). Vztah k ∂T
∂xi

pocháźı z Fourierova zákona pro tepelný tok q = −k ∂T
∂xi

, kde k je koeficient vedeńı tepla.
Tenzor τij je vazká (deviatorická) část tenzoru napět́ı, ke kterému docháźıme z Newtonovy
hypotézy o lineárńı závislosti tenzoru napět́ı σ na tenzoru rychlosti deformace ε, kde

σij = −pδij + τij , znaménko ḿınus znamená, že tlak kontrolńı objem stlačuje,
τij = λ(∇ · v)δij + 2µεij , kde εij = 1

2 ( ∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

).

V rovnici výše jsou uvedeny dvě viskozity: µ koeficient dynamické vazkosti a λ druhý koeficient
vazkosti. Tyto koeficienty mohou být µ(T ), λ(T ). Jestliže se tekutiny ř́ıd́ı těmito rovnicemi pro
σij a τij , pak lze tekutiny prohlásit za Newtonovské. Zástupci těchto tekutin jsou nap̌r. rtut’,
voda. V p̌ŕıpadě nenewtonovských tekutin jsou to nap̌r. krev, láva.

Položme nyńı λ = k = µ = 0, pak plat́ı r i = o (slovně: Euler̊uv viskózńı tok je nahrazen
nulovým vektorem). Upravený tvar vypadá takto a nazýváme ho rovnićı pro stlačitelné
a neviskózńı prouděńı

∂w
∂t +

d∑
i=1

∂f i (w)
∂xi

= s.

Nestlačitelné prouděńı zaručuje podḿınka nestlačitelnosti divv = 0 a konstantńı µ. Pro
doplněńı: Za Navier-Stokesovy rovnice se někdy berou jen rovnice kontinuity + rovnice
pohybové, a to v p̌ŕıpadě, pokud µ 6= µ(T ), t́ım pádem se rovnice rovnice kontinuity+pohybové
řeš́ı odděleně od rovnice energie.



Boundary conditions

Navier-Stokesovy rovnice pro nestlačitelné prouděńı jsou potom
∂vj
∂xj

= 0,

∂
∂t (ρvi ) + ∂

∂xj
(ρvi vj ) = − ∂p

∂xi
+ ∂
∂xj

(
µ

(
∂vi
∂xj

+ ∂vj
∂xi

))
+ ρfi .

Pro Eulerovo nestlačitelné neviskózńı prouděńı se dyn. vazkost µ polož́ı rovna 0.
Úprava zḿıněných rovnic do diferenciálńıho tvaru vede na

∇ · u = 0.
ρu
∂t +∇ · (ρu ⊗ u)−∇ · (ν∇ρu) = −∇p,

Nyńı srovnejme s obecnou transportńı rovnićı pro skalár Φ v OpenFOAM
∂ρΦ
∂t +∇ · (ρuΦ)−∇ · (ρΓΦ∇Φ) = SΦ(Φ),

kde Γ je difúzńı koeficient.



Boundary conditions

∂ρΦ
∂t︸︷︷︸

transient

+∇ · (ρuΦ)︸ ︷︷ ︸
convection

−∇ · (ρΓΦ∇Φ)︸ ︷︷ ︸
difuze

= SΦ(Φ)︸ ︷︷ ︸
zdroj

Na ilustrativńım obrázku si ujasńıme jednotlivé členy v rovnici. Odebráńım transient členu
vytvǒŕıme steady-state formu rovnice (časově neměnnou) a integrujeme p̌res element C∫

Vc
∇ · (ρvΦ)dV =

∫
Vc
∇ ·
(

ΓΦ∇Φ
)

dV +
∫

Vc
QΦdV

Objemové integrály nahrad́ıme plošnými. Nejďŕıve zavedeme větu o divergenci.

Necht’ V znamená objem s hranićı S a n vněǰśı jednotkový vektor kolmý na S. Jestliže vektorové
pole v je definováno uvniťr V , pak větu o divergenci (též Gaussova věta) zaṕı̌seme∫
V

(∇ · v)dV =
∮
S

v · ndS.



Boundary conditions

Aplikováńım na obecnou transportńı rovnici pro skalárńı veličinu Φ dostaneme∮
∂VC

(ρvΦ) · dS =
∮
∂VC

(ΓΦ∇Φ) · dS +
∮

VC

QΦdV .

Zjednodušeńım zápisu máme tok JΦ,C pro konvekci a JΦ,D pro difuzi

JΦ = JΦ,C + JΦ,D = ρvΦ +−ΓΦ∇Φ.

Jedny z nejpouž́ıvaněǰśıch okrajových podḿınek jsou Dirichletova (1. druhu) a Neumannova
podḿınka (2. druhu). Zanedbejme difuzi a zapǐsme Dirichletovu podḿınku. Specifikujeme
hodnotu na inletu.

JΦ,C · Sb = (ρvΦ)b · Sb = ṁf Φb

Neumannova podḿınka p̌redepisujeme nikoliv jako specifickou hodnotu Φb na boundary, ale
jako flux per unit area.

JΦ,b · nbSb = qbSb



Boundary conditions

Dirichletova BC
Dirichletova podḿınka (fixed boundary condition)

Φb = Φspecified = konst,

ΦΦ
b (∇Φ)b ·Sb = −ΓΦ

b
||Sb ||
||dCb ||

(Φb −ΦC )



Boundary conditions
Neumannova BC
Tato OP 2. druhu je definována Fourierovým zákonem (ťret́ı uvedený vztah). Znaménko ḿınus
je zde proto, aby byl splněn 2. termodynamický zákon, jinými slovy klesá-li teplota ve směru x,
pak je teplotńı gradient záporný a tepelný tok kladný. Tepelný tok je veličina vektorová
(gradient skalárńı veličiny je vektor). Nejjednoduš̌śı p̌ŕıpad použit́ı OP 2. druhu nastane p̌ri
tepelně izolované (adiabatické) stěně, tj. p̌ri p̌redepsáńı q̇b = 0.

q̇b = konst,

q̇b = Q̇b/S,
Q̇b = −ΓΦ

b (∇Φ)b · Sb ,
Q̇b = −ΓΦ

b
‖Sb‖
‖dCb‖

(Φb − ΦC )

kde q̇b je měrný tepelný tok, Γ je tepelná vodivost. [q̇b ]=W/m2, [Γ]=W/(m.K)



Boundary conditions

Newtonova BC
Tato OP 3. druhu definuje tepelný tok pomoćı teploty okoĺı T∞ a součinitele p̌restupu tepla
h∞. Tato podḿınka je v praxi velmi často použ́ıvaná. Pozn. s časem se může měnit jak teplota
okoĺı, tak součinitel p̌restupu tepla.

h∞ = konst,

−ΓΦ
b
∂(Φb−ΦC )
∂(δx)b

= h∞(Φ∞ − Φb),
−Γ ∂Φ

∂x |b = h∞(T∞ − T ),

kde h∞ je součinitel p̌restupu tepla. [h∞]=W/(m2.K)



Boundary conditions

Shrnut́ı
OP 1. druhu, Dirichletova - určuje rozložeńı teplot na povrchu tělesa
Twall = konst.

OP 2. druhu, Neumannova - určuje rozložeńı hustot tepelného toku na povrchu tělesa v čase
q̇b = konst.

OP 3. druhu, Newtonova - určuje rozložeńı součinitel̊u p̌restupu tepla na povrchu tělesa v čase
h∞ = konst.

Rozd́ıl mezi 2. a 3. OP je ilustrován zde. U OP 2. druhu má tečkovaná tečna stále stejný sklon.
U OP 3. druhu procháźı čárkovaná tečna ř́ıdićım bodem R.



Boundary conditions

Daľśı OP
OP 4. druhu, ve styku dvou těles

a)dokonale
−Γ1( ∂T1

∂y )b = −Γ2( ∂T2
∂y )b

b)nedokonale
q̇b = 1

Rk
(Tw1 − Tw2),

kde RK je kontaktńı tepelný odpor (záviśı na tlaku mezi tělesy, drsnosti materiálu a vlastnostech
plynu. [RK ]=(m2.K)/W

OP 5. druhu, s fázovou p̌reměnou látky na povrchu



Boundary conditions
noSlip
Tato okrajová podḿınka no-slip může být aplikována na stacionárńı nebo dynamické stěny.
Implementaćı této no-slip podḿınky vyjaďrujeme jev, který nastává p̌ri prouděńı u povrchu těles,
kdy se vlivem dynamické viskozity ve velmi malé vzdálenosti od stěny o tlouštce δ vytvá̌ŕı
viskózńı mezńı vrstva (viscous boundary layer).

pb =?,
ṁb = 0,
vb = vwall .

Pro stacionárńı stěny: vb = 0,
F b = F⊥ + F‖,
F⊥ = 0,
F b = F‖ = τwall Sb ,

τwall = µ
∂v‖
∂d⊥

,
n = Sb

Sb
,

d⊥ = dCb · n,
pb = pC +∇p(n)

C · dCb .

kde
F⊥ působ́ı v normálovém směru, F‖ působ́ı v tečném směru, τwall je smykové napět́ı. Neznámá
hodnota pb je extrapolována z vniťrńıho řešeńı použit́ı Taylorova rozvoje okolo těžǐstě buňky C.



Boundary conditions

slip
Tato okrajová podḿınka zajǐst’uje, že smykové napět́ı τwall je nulové, tzn. pak F b = 0.

pb =?,
ṁb = 0,
F b = 0.

F b = F⊥ + F‖ = 0,
F⊥ = 0,
F‖ = τwall Sb = 0,

τwall = µ
∂v‖
∂d⊥

= 0,
n = Sb

Sb
,

d⊥ = dCb · n,
pb = pC +∇p(n)

C · dCb .

kde
F⊥ působ́ı v normálovém směru, F‖ působ́ı v tečném směru, τwall je smykové napět́ı. Neznámá
hodnota pb je extrapolována z vniťrńıho řešeńı použit́ı Taylorova rozvoje okolo těžǐstě buňky C.



Boundary conditions

inlet: (i) specifikovaná rychlost
Konvekčńı a difúzńı členy na Γinlet jsou spočteny z vb a ṁb .

pb =? extrapolováno,
ṁb p̌redepsáno,
vb p̌redepsáno.

ṁb · vb (konvekce)
F b = τwall Sb (difúze)
pb = pC +∇p(n)

C · dCb



Boundary conditions

inlet: (ii) specifikovaná rychlost a směr vektoru rychlosti
V tomto p̌ŕıpadě je na inletu p̌redepsán statický tlak a směr vektoru rychlosti. Rychlost je
spočtena z tlakového gradientu. Z rovnice kontinuity je spočten ṁb .

pb = p p̌redepsáno,
ev p̌redepsáno,
ṁb =? extrapolováno,
vb extrapolováno.

ṁ∗∗b = ρbv∗∗b · Sb = ρb
∥∥v∗∗b

∥∥ev · Sb



Boundary conditions

inlet: (iii) specifikovaný totálńı tlak a směr vektoru rychlosti
V tomto p̌ŕıpadě je na inletu p̌redepsán totálńı tlak p0

p0 p̌redepsáno,
ev p̌redepsáno,
ṁb =? extrapolováno,
vb extrapolováno.

p0 = pstat + pdyn = pb + 1
2ρbvbvb



Boundary conditions

outlet: (i) specifikovaný statický tlak pb
V tomto p̌ŕıpadě je na outletu p̌redepsán statický tlak pb .

pb p̌redepsáno,
ṁb =? extrapolováno,
vb extrapolováno.

p0 = pstat + pdyn = pb + 1
2ρbvbvb ,

∇b = ∇vC − (∇vC · eb)eb ,
vb = vC +∇vb · dCb .



Boundary conditions

outlet: (ii) specifikovaný hmotnostńı tok ṁb
U nestlačitelného prouděńı je ṁb ekvivalentńı normálové složce rychlosti.

pb extrapolováno,
ṁb p̌redepsáno,
vb extrapolováno.

vb = |vb |(ev )C ,
ṁb = ρbvb · Sb = ρb |vb |(ev )C · Sb ⇒
|vb | = ṁb

ρb (ev )C ·Sb



Boundary conditions

symmetryPlane
Symetrická podḿınka zajǐst’uje zrcadleńı vektoru rychlosti rovnoběžně s rovinou symetrie. Stejná
OP může být užita p̌ri zavedeńı slip BC pro vazké prouděńı. Tlakový gradient ve směru normály
k rovině symetrie je 0.

v⊥ = 0,
∂v‖
∂n = 0,

F b = σ⊥Sb ,
σ⊥ ' −2µb

v⊥
d⊥
,

F b = F n,
∇pb · n = 0,
pb = pC +∇pb · dCb .



Boundary conditions

waveTransmissive
Vlna je p̌ri výstupu z výpočetńı domény Ω bud’ reflektována, anebo transmitována. V p̌ŕıpadech
s vysokým Machovým č́ıslem a rázovou vlnou bĺızko outletu, je doporučeno vlnu nereflektovat
a použ́ıt tuto BC. (Stěny jsou reflektivńı). Ukázka:

dimensions [1 -1 -2 0 0 0 0]; //pressure

internalField uniform 1e5;

boundaryField
{

outlet
{

type waveTransmissive;
psi thermo:psi ;
gamma 1.3;
fieldInf 1e5;
lInf 0.3;
value $internalField ;
}

}



Boundary conditions

Sinusoidal profile
Předepsáńı rychlosti na vstupu jako u(t) = a sin(2πf (t − t0))s + l , kde a [1] je amplituda, f
[1/s] je frekvence, s [1] je scale factor, l [m/s] je offset level, t0 [s] je start time a t [s] je time.

inlet
{

type uniformFixedValue;
uniformValue sine ;

uniformValueCoeffs
{

frequency 21.6;
amplitude 0.016;
scale (1 0 0);
level (0.324 0 0);
t0 0; // 1=shift pro kosinus
}

}



Boundary conditions

polynomial profile

uniformValue polynomial // y = 0.1 + 1.3xˆ2 + 2.7xˆ3
(

(0.1 0)
(1.3 2.0)
(2.7 3.0)

) ;

inletOutlet profile
Posunutý rychlostńı profil na okraji neobsahuje backflow (ḿınusové hodnoty), ale nuly.

”.∗ outlet ”
{

type inletOutlet ;
value $internalField ;
inletValue uniform (0 0 0);

}



Boundary conditions

Lineárńı pohyb
Lineárńı pohyb definované zóny (nap̌r. cellZone Fluid) rychlost́ı uy =-1 m/s s použit́ım knihovny
dynamicFvMesh. Zde se už nep̌redepisuje pohyb v okrajových podḿınkách.

motionSolverLibs ( ” libfvMotionSolvers .so” );

solidBodyMotionFvMeshCoeffs
{
cellZone Fluid ;

solidBodyMotionFunction linearMotion;
linearMotionCoeffs
{
velocity (0 -1 0);
}
}



Boundary conditions

Oscilačńı pohyb

solidBodyMotionFvMeshCoeffs
{

cellZone inletChannel ;

solidBodyMotionFunction oscillatingLinearMotion ;

oscillatingLinearMotionCoeffs
{

amplitude (0 0.5 0);
omega 3.14; // rad/s (.5 rps)

}
}



Konec

Děkuji za pozornost
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