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Téma: Vyrokova logika v ucivu matematiky. Pravdivost vyrokl. Vyrokotvorné
spojky, negace, konjunkce, disjunkce, implikace, ekvivalence. Vyrokové
formule, tautologie. Vyrokové formy, proménna, obor proménné, obor
pravdivosti. Existen¢ni a obecny kvantifikator. Axiomy. Matematické véty a
definice. Dlikazy matematickych vét.

Matematicky vyrok je kazdé smysluplné sdéleni, o kterém lze rozhodnout, zda je pravdivé, ¢i
nepravdivé. Vyroky oznacujeme velkymi nebo malymi pismeny abecedy 4, B, C, ...p, q, 1, .... Vyrok
miZze byt pravdivy (oznacujeme 1), nebo nepravdivy (oznacujeme 0).

Priklad:
Sviti slunicko
10— 5 =3

1 (pravdivy vyrok, v zavislosti na skute¢ném stavu)
0 (nepravdivy vyrok)

Negaci vyroku rozumime zménu jeho pravdivostni hodnoty na opa¢nou. Znac¢ime symbolem —,
ktery piSeme pied oznaceni vyroku — p. Cteme: ,Neni pravda, Ze p...“. (Dal$i moZna znaceni: p’,

nebo p).

SloZeny vyrok (formule) je vytvoren z jednoduchych vyrokli pomoci logickych spojek, negaci a
zavorek. Vyrokové spojky: konjunkce a, disjunkce v, implikace =, ekvivalence <.

Pl14q9 | prgq | PVY pP=4q P<egq
111 1 1 1 1
110 0 1 0 0
0] 1 0 1 1 0
00 0 0 1 1

Tab. 1 Tabulka pravdivostnich hodnot sloZenych vyroku

Vyrokova forma je matematicky vyraz, ktery obsahuje proménou. Na priklad x > 1,x% + 2x <
0. Zvyrokové formy se stane vyrok, pokud za proménou dosadime konstantu, nebo kdyz
pouzijeme kvantifikator.

Priklad:

A) Dosazenim Kkonstanty:
za proménnou Cislo 2, ziskavame vyrok 2 > 1. Coz je pravdivy vyrok. Pokud do
vyrokové formy x > 1 za x dosadime napriklad 0, ziskavame vyrok 0 > 1. Coz je
nepravdivy vyrok.
Obor proménné vyrokové formy V(x) je mnoZina O vSech prvki,

vyrokoveé formy, které prichazi v avahu jako hodnoty proménné x

dosadime-li

(obor proménné volime)

Defini¢ni obor vyrokové formy V(x) je mnozina D vSech prvka x
z vyrokové formy mnoziny O, které po dosazeni do vyrokové formy
V(x) za proménnou x zméni V (x) na vyrok.

do

vyrokové formy x > 1
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« Obor pravdivosti vyrokové formy V(x) je mnoZzina P vSech prvki
vyrokové formy z mnoziny D, které po dosazeni do vyrokové formy
V(x) za proménnou x zméni vyrokovou formu V(x) na vyrok pravdivy.

B) Uzitim kvantifikatoru: kvantifikator je slovo, nebo slovni spojeni urcujici pocet
(napft. pravé 3, nejvySe 5, alespon 10 atp.). V matematice pouZivame nejcastéji dva
kvantifikatory: vSeobecny v (¢teme »Pro vSechna...)
a existencni 3 (¢teme ,Existuje...“, ,Existuje alespon jedno...“). Pokud pred vyrokovou
formu predradime prislusny kvantifikator, ktery se vztahuje k proménné a dané
mnozinég, ziskame vyrok. Napriklad VxER;, x > 1
(,Pro vSechna x z mnoZiny realnych ¢&isel plati, Ze x > 1), nebo 3x € R; x> +2x <0
(,Existuje x z mnoziny realnych &isel, pro které plati, Ze x? + 2x < 0).

Vyrokova formule je matematicky vyraz, ktery obsahuje vyroky, logické spojky a zavorky.
Umime urcit jeho pravdivost vzavislosti na pravdivosti jednotlivych vyrokl. Kurceni
pravdivostnich hodnot vyrokové formule vyuzivame tabulku. RozliSuje tii typy vyrokovych
formuli: tautologie (vysledkem vyrokové formule jsou jen jednicky); kontradikce (vysledkem
vyrokové formule jsou jen nuly); splnitelnd (ve vysledku vyrokové formule jsou jen nuly
i jednicky).

Priklad:

Urcete pravdivostni hodnoty formule: (p A @) = =(p v q)
P19 |@rg| = |2@ve]| ®va)
1|1 0 0 1
10 0 1 0 1
01 0 1 0 1
00 0 1 1 0
poradf 1 vysledek 3 2

jde o splnitelnou formuli.

Negace vyroki s kvantifikatory: obecné negujeme vyroky s kvantifikatory tak, Ze zménime
ptislusny kvantifikator (obecny na existen¢ni a na opak) a negujeme vlastnost. Tedy negaci vyroku
Vx € M; p(x) je vyrok 3x € M; =p(x), a negaci vyroku 3x € M; q(x) je vyrok Vx € M; —=q(x).

Priklad:
Vyrok:
Vx €EN;x <5
dany vyrok je zjevné nepravdivy. Nyni vyrok znegujeme

—“(VxEN;x<5)=3Ix €N;=(x<5),
neboli po znegovani vlastnosti < ziskame

dx € N;x = 5.
Pokud vyrok obsahuje vice kvantifikatorti, postupujeme obdobné. Negaci
vyroku
dJyeENVXEN;x <y
je vyrok
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|| Vy e NIx € N;x > y. ||
Negaci vyroku s dalsimi kvantifikatory ukazuje nasledujici priklad:

Vyrok Negace vyroku
NejvySe n prvki ... je ... Alesponi (n + 1) prvkd... je...
Alesporii jeden prvek ... je ... Kazdy prvek... neni...
Alespon n prvki ... je ... NejvySe (n — 1) prvkd ... je ...

Axiom: (z fec. axioma, to co se uzndvd) je tvrzeni, které se predem poklada za platné, a tudiz se
nedokazuje. VSechny ostatni poznatky se vyvozuji.

[romeemsem e s s 1
: Vlastnosti systému axiomui: 3

« bezespornost: systém neumoZiiuje odvodit dvé protikladnd tvrzeni; :

« Uplnost: vSechny véty a teorémy se daji z axiomii a drive dokdzanych tvrzeni l
odvodit cisté logickou cestou;

« nezdvislost: Zddny axiom se nedd odvodit z ostatnich axiomti.

Definice (matematickd): pomoci definice zavadime novy pojem, stanovujeme jeho nazev
a vymezujeme podstatné (charakteristické) vlastnosti pojmu pomoci diive definovanych nebo
zakladnich pojmi.
. obsah pojmu je souhrn vSech vlastnosti charakteristickych pro dany pojem, jde
o mnozinu vSech vlastnosti pojmu, z nichZ kazdy je nevyhnutelny, a vSechny
spolec¢né jsou postacujici k vymezeni pojmu
« rozsah pojmu je mnozina vSech objektd, které maji vlastnosti stanovené obsahem
pojmu

Matematicka véta je netrividlni a dostatecné obecné tvrzeni neboli vyrok obvykle ve tvaru
implikace (predpoklad = zavér). Aby se vSak takové tvrzeni dalo povazovat za vétu, je treba podat
jeho dtikaz, to znamena logickym postupem ho odvodit z definic, axiomi a z jiz dfive dokazanych
vét.

Obménéna a obracena implikace (véta). Mame danu implikaci p = q vytvorenou z vyroki
p aq, pak:

. obménéna implikace (véta) je =g = —p (Plvodni véta a véta k ni obménéna maji
stejné pravdivostni hodnoty, jsou logicky ekvivalentni. Pokud je pravdiva ptivodni
véta, je pravdiva i jeji obména)

. obracena implikace (véta) je ¢ = p (Plvodni véta a véta k ni obracena nemaji
obecné stejné pravdivostni hodnoty. Nejsou vZdy logicky ekvivalentni)

Negace implikace (véta). Mame danu implikaci p = q vytvorenou z vyroki p a q, pak jeji negace
jep Agq.
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Priklad:
K pravdivé vété (vyroku) Vx € N;x je sudé = x?je sudé vytvorime obménénou a
obracenou vétu (implikaci) a jeji negaci:

« Obménéna véta (pravdiva vzdy):
Vx € N; x*’neni sudé = x neni sudé
« Obracena véta (nemusi byt pravdiva, v tomto vyjimecném pripadé je
pravdiva):
Vx € N; x%je sudé = x je sudé
« Negovana véta (nepravdiva):

3x € N; x je sudé A x? neni sudé

Matematicky diikaz je logicky proces, ktery pouzivame pri dokazovani pravdivosti (platnosti)
daného tvrzeni. Dokazané tvrzeni nazyvame matematicka véta. Zname nékolik typt diikaz:

primy dikaz je postup, pii kterém je dokazované tvrzeni odvozeno primou
posloupnosti jednotlivych implikaci jednoduse ovétitelnych, spociva v ovéreni
jedné nebo nékolika implikaci, které na sebe navazuiji.
nepiimy dikaz se v matematice pouziva k dokazani matematickych vét tvaru
implikace. Spociva v tom, Ze se k plivodni implikaci vytvori jeji obména a tu
dokazujeme (zpravidla pfimym diitkazem). Vychazime z toho, Ze implikace a jeji
obmeéna jsou logicky ekvivalentni.
dikaz sporem (lat. reductio ad absurdum) se zaklada na pouZziti chybného
predpokladu, ktery je posléze doveden ke sporu (je z néj odvozeno zjevné
nepravdivé tvrzeni). Pokud mame dokazat, Ze plati vyrok p, postupujeme tak, Ze
vyrok p znegujeme a pomoci negovaného vyroku dojdeme ke sporu. Tim zjistime,
Ze negace pivodniho vyroku p je nepravdivj, tedy vyrok p musi byt pravdivy.
dikaz matematickou indukci je metoda dokazovani matematickych vét
atvrzeni, ktera se pouziva, pokud chceme ukazat, Ze dané tvrzeni plati pro vSechna
prirozena ¢isla, pripadné jinou, predem danou nekonec¢nou posloupnost. Typicky
dtkaz indukci se sklada ze dvou krokt
« Prvni krok: V tomto kroku se dokaZe, Ze tvrzeni plati pro nejmensi
prirozené ¢islo n (obecné to nemusibytn = 1, aleijiné malé prirozené cislo
» Indukeni krok: dokazeme implikaci ,pokud tvrzeni plati pro n = a, pak
plati i pro n = a + 1“. Z téchto dvou krok mliZzeme odvodit, Ze dany
vyraz plati pro vSechna n (z néjaké mnoziny, se kterou zrovna pracujeme).



