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Algebraické struktury - zakladni struktury s jednou a dvéma operacemi, vyskyt
struktur na ZS, vyuZiti distributivnosti nasobeni ke sc¢itani

Algebraicka struktura je v matematice kazda neprazdna mnozina M, na které jsou defi-
nované néjaké operace a dana mnozina je vzhledem k témto operacim uzaviena (vysled-
kem operace nad prvky této mnoziny je vZdy také prvek této mnoziny).

Def. (Grupoid) Algebraicka struktura s jednou binarni operaci se nazyva grupoid a znaci
se (M; ).

Def. (Asociativni grupoid) Grupoid (M, ) se nazyva asociativni, pravé tehdy kdyz plati:
Vx,y,z € M; (xey)ez = xe(y*z)

Def. (Grupoid s neutralnim prvkem) Grupoid (M, ) se nazyva Grupoid s neutrdlnim
prvkem, praveé tehdy kdyz plati
Jde € MVx € M; eex = xee = x.
Kazdy prvek e, pro ktery plati
Vx € M; eex = xee = x,
se nazyva neutralni prvek.

Véta. Grupoid (M; ) ma nejvyse jeden neutralni prvek.
VyVOZUji.

Def. (Grupoid s inverznimi prvky) Grupoid (M; ¢) se nazyva Grupoid s inverznimi prvky,
praveé tehdy kdyz plati
e EMAVx € MAy € M;xey = yex = e.
Jestlize x € M, pak kazdy prvek y € M pro ktery plati, Ze
Xey =yex =e
se nazyva inverzni prvek k prvku x.

Véta. Jestlize (M; ) je asociativni grupoid, pak ke kazdému jeho prvku existuje nejvyse
jeden prvek inverzni.

z= (yex)oz = yo(xez) =y
i z = eez = (yex)ez = yo(xez) = yee =y
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Def. (Komutativni grupoid) Grupoid (M;e) se nazyva komutativni, pravé tehdy kdyz
plati:
Vx,y € M;xey = yex

 Def. (Grupoid s krdcenim) Grupoid (M, *) se nazyjvd grupoid s krdcenim, prdvé tehdy }
i kdyZ plati
! Vx,y,Z € M;(xez =yez=>x =y)A(2ex = zey = x = y).
Rzkame Ze prvkem z € M Ize v grupoidu (M; ) krdtit, prdvé tehdy kdyZ

Vx,y € M;(xez = yez > x =y) A (Zex = zey = x = y).

Prvm cdst formule popisuje krdcenim prvkem z zprava, druhd c¢dst krdacenim prvkem
! z zleva.
: Def. (Grupoid s délenim) Grupoid (M, «) se nazyvd grupoid s délenim, pravé tehdy kdyZ
i plati
! Vx,y € M3u € M3v € M;xeu =y Avex = y.

Def (Grupoid s jednoznaénym délenim) Grupoid (M, *) se nazyvd Grupoid s jednoznac-
i nym délenim, prdavé tehdy kdyZ plati
' Vx,y € MAlu € M3'v € M; xeu =y Avex = y.

Def (ZiZeni operace) Necht (G, *) je grupoid a necht neprdzdnd mnoZina A < G je uza-
i vi'end vzhledem k operaci . Operace * pro niZ plati
: Vx,y € A;x xy = xey,
i se nazyvd ziuZenim operace » na mnoZinu A.
' Def. (Podgrupoid) Necht' (G,*) a (H,*) jsou grupoidy. Grupoid (H;*) se nazyvd pod-
E grupoidem grupoidu (G; »), pravé tehdy kdyz
i 1. HCG
' 2. Operace * je zuiZenim operace » na mnoZinu H.
Def (Izomorfni obraz) Necht (G, *) a (G',*) jsou grupoidy. Grupoid (G’,*) se nazyvd izo- ;
i morfmm obrazem grupoidu (G, »), prdave tehdy kdyZ existuje prosté zobrazeni f mnozmy i
G na mnozinu G’, které zachovdvd operaci, tzn pro néz plati ;
i Vx,y € G; f(xey) = f(x) * f(¥). i

i Zobrazem f se nazyvd izomorfni zobrazeni nebo izomodfismus rgupoidu G na grupoid G". ;

]

Def. (Pologrupa) Grupoid (G, ¢) se nazyva pologrupa, pravé tehdy kdyz je asociativni.
Pokud je grupoid jeSté komutativni nebo s neutralnim prvkem nebo s kracenim, pak se
nazyva komutativni pologrupa nebo pologrupa s neutralnim prvkem nebo pologrupa
s kracenim.

Def. (Grupa) Grupoid (G, ¢) se nazyva grupa, pravé tehdy kdy?Z je asociativni ma neutral-
nim prvek a ma inverzni prvKky. JestliZe je tento grupoid jesté komutativni, nazyva se ko-
mutativni nebo Abelova grupa.
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Priklad:
« (N,+) je komutativni pologrupa s neutralnim (nulovym) prvkem a
s kracenim.
« (N, -)je komutativni pologrupa s neutralnim (jednotkovym) prvkem.
e (Z,+)je Abelova grupa s kracenim a s jednozna¢nym odc¢itanim.
. (Z4, +)je Abelova (celych ¢isel modulo 4) s kracenim a s jednoznacnym
odc¢itanim.

Priklad: Sestrojte Cayleyho tabulku pro (Z,, +).
c=1{0,1,2,3}

~| o |l WIN]N
N~ |S| W] W

S|l W N | R M=

WIN|I= || +
WiN|~R || S

« Uzavrenost operace vzhledem k mnoZiné pozndme tak, Ze kaZdé pole tabulky je vy-
plnéno prvky mnoZiny Z,. Zddné pole tabulky neni prdzdné a v Zddném poli tabulky
se nevyskytuje jiné Cislo neZ 0,1, 2, 3.

+10 | 1|23
010 \|1|2]|3
111|230
212 |3]0)|1
313|0|1]|2

« Struktura md neutrdlni prvek v pripadé, Ze rddek vedle néj (respektive sloupec pod
nim) je vyplnén stejné, jako zdhlavi tabulky. (V tomto pripadé je neutrdlnim prvkem

0.)
+lo|1]|2]|3
olo|1|2]3
1|1/2]3]0
22301
31300 1|2
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o Struktura md inverzni prvky v pripadé, Ze se neutrdlni prvek vyskytuje v kaZdém
radku a sloupci tabulky pravé jednou. (V tomto pripadé jsou dvojicemi navzdjem
inverznich prvki: {0; 0}, {1; 3},{3; 1}, {2; 2}.)

WIN|~N|QS| +
WQIN|IR_R| D] O
S| WIN IR M~
N S| W|IN|IN
NI =_| S| W] W

« Komutativitu operace na mnoZziné pozndme tak, Ze vyplnénd tabulka je ,soumérnd”“
podle hlavni diagondly (v tabulce vyznacené Zlutou barvou).

« Asociativitu operace na mnoZiné z tabulky primo nepozndme. Tu je tieba ovérit pro
kazdé tri prvky mnoZiny.

Struktury se dvéma operacemi

Def. (Distributivita) Necht jsou na neprazdné mnoziné M definovany dvé binarni ope-
race, plus (+) a krat (-). Rikdme, Ze operace krat () je distributivni vzhledem k operaci
plus (+) v M, pravé tehdy kdyZ plati:

Vx,y,ZEM;(x+y) z=x"z+y zAz-(x+y)=z-x+2z"y.

Def. (Okruh) Struktura (M, +, -) se nazyva okruh, pravé tehdy kdyz je (4, - ) distribu-
tivni, grupoid (M, +) je komutativni grupa a (M, -) je pologrupa.

JestliZe je pologrupa (M, -) komutativni, popf. s jednotkovym prvkem atd., nazyva se M
komutativni okruh, popt. okruh s jednotkovym prvkem atd. Grupoidy (M, +) a (M, -) na-
zyvame aditivni grupa a multiplikativni pologrupa okruhu M.

Def. (Délitele nuly) Necht (M, +, - ) je okruh. Pak nenulovy prvek x € M se nazyva délitel
nuly, pravé tehdy kdyzZ existuje alespon jeden nenulovy prvek y € M takovy,Zzex -y =0
nebo y - x = 0. Prava ¢ast definice symbolicky:
JyeEM,y#0A(x-y=0Vy-x=0).

{ Def. (Podokruh) Necht (M, +, ) a (K@, ®) jsou okruhy. Pak Fikdme, ze okruh (K,&, ®) }
i je podokruhem okruhu (M, +, +), prdvé tehdy kdyZ i
P 1. KcM i
1 1
i 2. Operace @, ® jsou po radé ziZenim operaci +, - na mnoZinu K. 3
i Operace v okruhu M iv jeho podokruhu K se obecné znaci stejné. !
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Def (Izomorfni obraz) Necht (M, +, ) a (M’',®, ®) jsou okruhy. Pak rikame, Ze okruh
i (M",@®,®) je izomorfnim obrazem okruhu (M, +, *), pravé tehdy kdy# existuje prosté i !
: zobrazeni f mnoZiny M na mnoZinu M’, které zachovdvd obé operace, tzn., pro néjZ plati :
i v,y EM; f(x*y) = f(x) D fWAf(x-y) = f)Of (). i
i Zobrazeni f se nazyvd izomorfni zobrazeni nebo izomodfismus okruhii M a M. i
Def (Homomorfni obraz) Necht (M, +, -) a (M',®, ®) jsou okruhy. Pak rikdme, Ze ok-
i ruh (M, @, ®) je homomorfnim obrazem okruhu (M,+, ), prdvé tehdy kdyZ existuje i !
: zobrazeni f mnoZiny M na mnoZinu M’, které zachovdvd obé operace, tzn., pro néjz plati :

i Ve, y E M;fxxy) = f() D fFOAfx-y) = fF()Of (). i

i Zobrazem f se nazyvd homomorfni zobrazeni nebo homomorfismus okruhii M a M. i

Def. (Obor Integrity) Okruh (I,+, -) se nazyva obor integrity, pravé tehdy kdyz
(I, - )ma neutralni prvek a neobsahuje délitele nuly.
ProtoZe v oboru integrity (I, +, *) neexistuji délitele nuly, plati v ném formule:

VX, yELx#0Ay#0=>x-y#0
Def. (Téleso) Okruh (T, +, -) se nazyva téleso, pravé tehdy kdyzZ struktura (T \ {0}, - ) je
grupa. Pokudje (T \ {0}, -) Abelova grupa, rikame, Ze (T, +, -) je komutativni téleso nebo
pole.

Uvazu1me strukturu (M, +, -).]Jestlize v definici okruhu, oboru integrity a télesa nahra- :
- dime podmlnku ,(M,+) je Abelova grupa“ podminkou ,(M,+) je komutativni polo- i

grupa pak obdrZime po radé definice polookruhu, polooboru integrity a polotélesa. i

Priklad:
« (Z,+, +)je obor integrity.
« (Q,+, ) je komutativni téleso.
« (R, +, -)je komutativni téleso.
o (Z4, +, *) okruh s neutralnim prvkem (existuji délitele nuly).
e (Zs,+, -)je obor integrity.

Cayleyho tabulka pro (Z,, *)

WIN|I= || +
S| ||| ©
WIN|_R || =
NS | NN
NN WS W

« OranZové podbarvend burika ukazuje na existence délitelti nuly. Sou-
¢in dvou nenulovych Cisel da nulovy vysledek, tedy 2 - 2 = 0.
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Na ZS vyuzivame distributivnosti nasobeni ke s¢itani piimo i pii pamétném poéitani.
2+4+3)4=(2-4)+3-4)=20



