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Prirozena cisla N - kardinalni cislo, ordinalni ¢islo, Peanova mnozina, vlastnosti
prirozenych éisel, vytvareni pojmu prirozené ¢éislo, numerace na Z$

Prirozena Cisla jsou nejdtlezitéjsi abstrakci, kterou lidstvo vynalezlo. Udavaji pocet néja-
kych objektli (naptiklad ¢islo 5 udava, Ze jsme nasli 5 jahod, ¢islo 365 udava pocet dni v
roce 2019, ¢islo 3600 pocet sekund v jedné hodinég, ¢islo 7 udava pocet dni v tydnu, Cislo
7 také udava pocet barev spektra (Cervena, oranzova, zlutg, zelena, tyrkysova, modrj, fia-
lova).

MnoZinu prirozenych ¢isel miizeme zkonstruovat pomoci kardinalnich a ordinalnich ¢isel
nebo ji vybudovat axiomaticky.

Kardinalni ¢isla

Mezi mnoZinami dni v tydnu nebo poctu spektralnich barev existuje vzajemné jedno-
znacné zobrazeni. Obecné lze rici, vSem dal$im mnozindm, ekvivalentnim s témito mnozi-
nami, prifadime jedno konkrétni kardinalni ¢islo. Pro vyjadreni kardinalnich ¢isel konec-
nych mnoZin pouzivame zakladni ¢islovky. V tomto pripadé neni mezi prirozenymi ¢isly
a Cisly kardinalnimi rozdil.

V neprazdném systému mnozZin definujme relaci ~ takto, X~Y pravé tehdy kdyz existuje

na
prosté zobrazeni f: X — Y

Vlastnosti relace ~:

+ reflexivni: (VX) X~X, kazdou mnoZinu mohu zobrazit samu na sebe (identické
zobrazeni),

« symetricka: (VX,Y) X~Y = Y~X, ProtoZe je f prosté, tak k nému existuje i in-
verzni zobrazeni f 1,

« tranzitivni: (VX,Y,Z) X~Y AY~Z = X~Z, mezi mnozinami X, Y a Y, Z existuji po
radé prosta zobrazeni f a g. K nalezeni zobrazeni h mezi mnoZinami X, Z staci zob-
razeni f agslouCith = f o g.

Zz
X

Relace ~ je tedy relace typu ekvivalence. Ta zpiisobi rozklad vybrané mnoziny mnozin
(nemiiZzeme frikat mnoziny vSech mnoZin, protoze to zpiisobuje rozpory) na bloky navza-
jem ekvivalentnich mnozin, tj. mnozin, které maji stejny pocet prvkl. Uvazujeme-li nej-
prve kone¢né mnoziny, pak kazdému takovému bloku ptiradime jedno kardinalni ¢islo.
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Témto blokiim tedy rikdme kardindlni ¢isla. Jedna se tedy o jisté zobecnéni pojmu pftiro-

Ve

zené Cislo, kde kazdé kone¢né mnoZiné odpovida prislusné prirozené ¢islo.

V pripadé nekonecnych mnoZin je tomu jinak. MnoZiné vsech prirozenych N cisel a vsem :
i mnoZindm s touto mnoZinou ekvivalentni priradime nové kardindlni Cislo, které oznacu-
' jeme symbolem R (alef nula). To uZ neni Zddné z prirozenych cisel a timto symbolem
E oznacujeme takzvané spocetné mnoZiny.
' George Cantor dokdzal takzvanym diagondlnim diikazem, Ze mnoZina R vSech redlnych
E &isel je nespocetnd (coZ znamend, Ze redlnych Cisel je vice nez ¢isel prirozenych). Rikdme,
i Ze mnoZina redlnych ¢isel md mohutnost kontinua a znacime c.

e ]
i

Kardinalni ¢isla mZeme znacit nékolika zplisoby: cardX, X, nebo |X|. Tyto zapisy vZdy
¢teme jako kardinalni ¢islo mnoziny X. V dal$im textu budeme pouzivat treti zptsob |X]|.
Vlastnosti kardinalnich cisel

« Trovnost:

|IX| =1Y| & X~Y
« nerovnost:
X|<|Y|e 3V, c YAV ~XAX+Y
kde Y; je tedy vlastni podmnozina mnoZiny Y.

Def (Kone¢na mnozina) Mnozina X je konetna mnoZzina pravé tehdy, kdyz neexistuje jeji
vlastni podmnoZina, ktera je s ni ekvivalentni.

Operace s kardinalnimi ¢isly:
« scitani:
XNnY=0=|X|+|Y|=|XUY]
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« nasobeni:
XNY=0=|X|-|Y|=|XXxY|

Vlastnosti sc¢itani a ndsobeni kardinalnich ¢isel (¢ervené je oznaceno zdlivodnéni)
VX Y); IXI+ Y] =1Y] + |X]
XuY=YUuX
VXY, Z); X1+ YD +1Z] = IX] + (Y| + |Z])
Xuvyuz=XulXuz
(VX); 0 + |X] = |X]
pUX =X

VX, Y); [XI-1Y] = Y] |X]
XXY~Y XX
vX,Y,2); (X[ -1YD - 1Z] = IX] - (Y] - 1Z])
XXY)XZ~XX(YXZ)
VX, Y, Z); X1 - Y]+ 1ZD) = IX] - Y]+ |X] - 1Z]
XXYUuZ)=XxY)u(Xx2)

Pfirozena cisla jsou kardinalni ¢isla konecnych mnozin.



