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Prirozena cisla N - kardinalni cislo, ordinalni cislo, Peanova mnozina, vlastnosti
prirozenych éisel, vytvareni pojmu prirozené ¢éislo, numerace na Z$

Prirozena Cisla jsou nejdtlezitéjsi abstrakci, kterou lidstvo vynalezlo. Udavaji pocet néja-
kych objektli (naptiklad ¢islo 5 udava, Ze jsme nasli 5 jahod, ¢islo 365 udava pocet dni v
roce 2019, ¢islo 3600 pocet sekund v jedné hodinég, ¢islo 7 udava pocet dni v tydnu, Cislo
7 také udava pocet barev spektra (Cervena, oranzova, zlutg, zelena, tyrkysova, modrj, fia-
lova).

MnoZinu prirozenych ¢isel miiZeme zkonstruovat pomoci kardinalnich a ordinalnich ¢isel
nebo ji vybudovat axiomaticky.

Ordinalni ¢isla

Dalsi informaci, kterou nam prirozena cisla poskytuji, je usporadani nékolika objekti. Tak
napriklad nedéle je sedmy den ze sedmi dni v tydnu, stfeda je den tieti atd. Podobné ze-
lena je Ctvrtou barvou svételného spektra, modra Sestou. Takovou informaci ale nevy-
¢teme z mnoziny 7 nakoupenych jablek, o jejich poradi nema smysl mluvit. Mnoziné dnt
v tydnu, spektralnich barev a také mnoziné ptirozenych ¢isel {1, 2, 3,4, 5, 6,7} s priroze-
nym usporadanim piirazujeme ordinal (ordinalni ¢islo) 7. Pro vyjadieni ordinalnich Cisel
konec¢nych mnozin pouzivame radové ¢islovky.

Def. (Linearni ostré usporadani) Relace R (<) na mnoZziné M se nazyva linearni ostré
usporadani, jestliZe je antireflexivni, antisymetricka, tranzitivni a souvisla.

Def. (Dobie usporadana mnozina) Usporddani < na mnoZiné M se nazyva dobré, pravé
tehdy kdyz kazda neprazdna podmnoZina M ma prvni prvek.

Priklady usporddanych mnoZin:
. {0,1,2,3,...} je dobré uspoiadani
. {2,3,4,..,0,1} je dobré uspoi-adani
. {0,369 ..,1,4,7,..,2,5,8,11, ... } je dobré uspoi-adanf
. {.4,3,2,1,0} neni dobré uspoiadani
. {1,3,57,..,6,4,2,0} neni dobré uspotadani

Mezi dvéma usporadanymi mnoZinami Xay definujme relaci = (je podobna) takto,

— > na —»
X = Y pravé tehdy kdyz existuje prosté zobrazeni f: X — Y, které zachovava usporadani.

)?z?@(ﬂf)f:)?rﬁ? ANVx,yeEX)x<y=f(x)<f()

Relace = je reflexivni, symetricka a tranzitivni. Jde tedy o relaci typu ekvivalence. Ta zp1-
sobi rozklad vybrané mnoziny uspoiddanych mnoZin (nemliZeme fikat mnoZiny vSech
usporadanych mnozin, protoze to zpuisobuje rozpory) na bloky navzajem ekvivalentnich
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uspoiadanych mnozin, tj. mnozin, které maji stejny pocet prvka. Uvazujeme-li nejprve ko-

nec¢né mnoziny, pak kazdému takovému bloku prifadime ordinalni ¢islo (ordinal). Kon-
krétné usporadana mnozina {O, 1,2,3,4, 5} bude mit ordindlni ¢islo (ordinal) 5. Ordinalni

¢isla zna¢ime ord[X], nebo ord{f),_f, 2,3,4, 5} = 5, nebo reckymi pismeny «, 3,7, ....

! znaci w, pripadné w,. Aby toho nebylo mdlo, miiZzeme v konstrukcz ordindlil pokracovat: :
' oznacme w+1=wU{w}=1{0,1,2,3,.., 0} a mdme opét ordindl (obsahuje jako prvky :
i Vsechna prirozend cisla a navrch jesté jeden prvek, samotnou mnoZinu prirozenych cisel). ;
i Stejnym zpiisobem miiZeme pokracovat v konstrukci dalsich nekonecnych ordindli: i
w+2,0+3 ., 0o+twootwt+l .. o+ow+to,.. :

[ Operace:s kardindlnimi éisly (definice ordindlniho souctu a soucinu jiZ neni zcela trividini) }
!
' Def (Lexikografické usporadani) Predpoklddejme, Ze mnoZina X je dobie usporddand
E mnoZina relaci R. Lexikografické uspordddni < mnoZiny vsech usporddanych dvojic z kar- ;
' tézského soucinu X X X podle relace R definujeme vztahem: i
: y)swv)eox<uvVx=uA(y<v))

Def (Soucet a soucin ordindlnich cCisel) Jsou-li @ a § dvé ordindlni Cisla, pak:

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
- jako soucet a+ B oznacime ordindini Cislo, které je typem mnoZiny i
({2} x @) U ({1} x B) v lexikografickém uspordddni. !
Xn?=0=|%+|7|=|x07| :

pri¢emZ pro uspordddni sjednocené mnoZiny plati: 3

X S yexyVxyV(xeEXAyeY) :

X0Y X b2 i

« jako soucin a - [ oznacime ordindlni Cislo, které je typem mnoZiny a X B v lexiko- i
grafickém uspordddni. :
Int=0>|% % = |[xx7| :

: Jiné definice souctu a soucinu ordindlnich Cisel: :
i Def (Soucet ordindlnich C¢isel) JestliZe pro dvé dobie usporfddané mnoZiny i
i Lord[A] = (4; <) aord[B] = (B; <) plati AN B = @, pak je-li ord[S] = (AU B; <) de- i
1

i ﬁnUJeme soucet ordindlnich cisel formuli: 3
i ord[A] + ord[B] = ord]S]. i
1

1

1

1

1

1

1

1

: Def (Sou¢in ordindlnich &isel) Jsou-li ddny dobre usporddané mnoZiny ord[A] = (4; <) i

i a ord[B] = (B; <) plati AN B = @, pak je-li ord[V] = (A X B; <), kde uspordddni < je
lexzkograﬁcke definujeme soucin ordindlnich cisel formuli:

i ord[A] - ord[B] = ord[V].
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