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Prirozena cisla N - kardinalni cislo, ordinalni cislo, Peanova mnozina, vlastnosti
prirozenych éisel, vytvareni pojmu prirozené ¢éislo, numerace na Z$

Prirozena Cisla jsou nejdtlezitéjsi abstrakci, kterou lidstvo vynalezlo. Udavaji pocet néja-
kych objektli (naptiklad ¢islo 5 udava, Ze jsme nasli 5 jahod, ¢islo 365 udava pocet dni v
roce 2019, ¢islo 3600 pocet sekund v jedné hodinég, ¢islo 7 udava pocet dni v tydnu, Cislo
7 také udava pocet barev spektra (Cervena, oranzova, zlutg, zelena, tyrkysova, modrj, fia-
lova).

MnoZinu prirozenych ¢isel miiZeme zkonstruovat pomoci kardinalnich a ordinalnich ¢isel
nebo ji vybudovat axiomaticky.

Peanova mnozina

Jednou ze zakladnich charakteristik mnoziny vSech prirozenych ¢isel je to, Ze kazdé pfri-
rozené ¢islo ma svého bezprostredniho nasledovnika (pro kazdé n € N je to ¢islo n + 1).
Existence nasledovnika vyuzijeme pri axiomatickém zavedeni mnoziny prirozenych cisel.
Nejprve pomoci axiomt definujeme tzv. Peanovu mnoZinu a potom ukazeme, Ze tato mno-
Zina je univerzalnim modelem mnoZiny vSech prirozenych cisel. Prvnich pét axiomi ur-
¢uje Peanovu mnozinu P a dalsi axiomy definuji aritmetiku mnoziny (sc¢itani a nasobeni).

(A1) VmnoZiné P existuje prvek e € P.

(A2) Kekazdému prvku x € P existuje pravé jeden prvek x” € P, ktery nazyvame nasle-
dovnik prvku x.

(A3) Prveke € P neninasledovnikem Zadného prvku mnoziny P.

(A4) Kazdé dva rizné prvky mnoziny P maji dva rtizné nasledovniky.

(A5) Axiom tUplné indukce. JestliZe mdme mnoZinu M € P takovou, Ze e E M a Vx € P
platix e M = x" € M, pak M = P.

Vlastnosti Peanovy mnoziny vyplivajici z prvnich péti axiom?:
« Prvek e je jediny prvek Peanovy mnoziny P, ktery neni nasledovnikem Zadného
jiného prvku Peanovy mnoZiny.
« Kazdy prvek x € P takovy, Ze x # e ma praveé jednoho ptedchtdce. (V Peanové
mnoZiné mame prvky x, y, pro které plati y = x” (v je nasledovnikem x). Rikame,
Ze prvek x je piredchiidcem prvku y. Zapisujeme x = “y.)
« Kazdy prvek Peanovy mnoziny je riizny od svého nasledovnika.
« Peanova mnoZina je nekone¢na mnoZina.
Bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, Ze prvni prirozené cislo je 0 (Uvazujeme
tedy, Ze e = 0).

Def. (Usek Peanovy mnoziny) Necht a € P, iisekem Peanovy mnoZiny piislusnému
k prvku a je mnozina U(a), kde U(a) c P, pro kterou plati:
. a¢U(a),
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. jestliZe existuje prvek “a, pak plati, Ze ‘a € U(a),
. je-lix € U(a), pak, pokud existuje “x, je také "x € U(a).
Z definice vyplyv4, Ze pro kazdé a € P je prislusny tsek U(a) konetna mnozZina.
Vlastnosti isekii Peanovy mnoZiny
. Ke kazdému prvku mnoziny P existuje prave jeden usek.
. Zadny usek Peanovy mnoZiny neni ekvivalentni se svoji vlastni podmnoZinou.
. KaZdy usek Peanovy mnoziny je urcen pravé jednim prvkem mnoZiny.

Kazdému ptirozenému c¢islu mizeme tedy priradit pravé jeden prvek Peanovy mnoziny.
Prvky Peanovy mnoziny nazyvame prirozenymi ¢isly (Kazdému tiseku Peanovy mno-

Ziny odpovida prislusné prirozené cislo.).

Def. (Kone¢na mnozina) Mnozina M se nazyva konec¢na pravé tehdy, kdyz je ekvivalentni
s nékterym usekem Peanovy mnoziny.

Operace v Peanové mnoZiné

Axiomy scitani: Axiomy nasobeni:
(A1) VxEeP;x+e=x, (A1) VxEP;x-e=ce,
(A2) Vx,yeP;x+y =((x+y) (A2) Vx,yeP;x+y =((x+y)

Def (Uspordddani na mnoziné P) Necht' a,b € P, pak plati:a < b < a € U(b). :
Relace < z definice je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, jednd se tedy skutecné o i
uspordddni na mnoziné P. Pro kaZdé dva riizné prvky a,b € P vZdy plati prdvé jeden ze :
vztahii a € U(b), b € U(a), proto je uspordddni < linedrni. Hasseovskym diagramem li- ;
nedrné usporddané mnoziny (P, <) je retézec s nejmensim prvkem e. Ddle poznamenejme, !
Ze zdpis a < b oznacuje tzv. ostré uspordddni. :

Vlastnosti prirozenych c¢isel
« MnoZina prirozenych Cisel je nekonecna a je spocetna.
. Prirozena cisla jsou uzaviend vii¢i operaci s¢itdni a nasobeni. (Pokud se¢teme nebo
vynasobime kterakoliv dvé prirozena Cisla, ziskdme opét prirozené cCislo.).
« Nejsou uzaviena vici odecitani, protoze pokud odecteme vétsi Cislo od mensiho,
neziskdme prirozené cislo.
« Podobné nejsou prirozena Cisla uzavirena viici déleni, napriklad 7 : 2 = % coZ nenf

prirozené cislo.

Def. (Rozdil) Rozdilem ptirozenych ¢isel a, b € N je takové Cislo x, pro které platia = b +
x. Cislo x pak zapisujeme x = a — b. Operaci, ktera ptirozenym &isltim a, b ptifazuje jejich
rozdil, tedy nazyvame odcitanim prirozenych cisel.

Def. (Podil) Podilem ptirozenych Cis
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el a,b € N, kde b # 0, je takové &islo x, pro které plati a = b - x. Cislo x pak zapisujeme
x = a : b. Operace, kterd ptirozenym ¢islim a, b, kde b # 0, prirazuje jejich podil, se tedy
nazyva déleni prirozenych cisel. Def. (Déleni se
zbytkem) Pri  déleni prirozenych cisel a,b€N se zbytkem plati

e

a=b-p+zKdep,z€ N Az <b.Pakp je netplny podil, z je zbytek.

Vytvareni pojmu prirozené cislo

« Je dlouhodoby proces, ktery probihé ve viech ro¢nicich 1. st. ZS,

« budovani pojmu prirozeného ¢isla souvisi s procesem vysokého stupné abstrakce,
dité musi postupné prestat vnimat viditelné vlastnosti predmétli (napf. jejich
barvu, velikost, material, ze kterého jsou vyrobeny) a musi chapat, Ze mezi urci-
tymi skupinami objekti existuje néco spole¢ného, co nesouvisi s viditelnymi vlast-
nostmi téchto objektd,

. dité dokaze ukazat dva nebo tfi konkrétni predméty, ale co je to ¢islo 2 nebo 3,
nevi.

Numeraci v oboru prirozenych ¢isel rozumime vybudovani pojmu ptirozeného cisla a
zvladnuti dalSich jeho vlastnosti tak, aby Zak umél:
« pocitat predméty v dané skupiné nebo souboru,
« vytvorit skupinu s danym poctem prvkad,
. psat Cislice, zapisovat Cisla,
o Cist cislice a Cisla,
. orientovat se v ¢iselnych radach,
. zndazornit ¢isla na Ciselné ose,
. porovnavat cisla,
. zaokrouhlovat ¢isla.
Numerace na ZS se provadi v téchto &iselnych oborech:
« 1.roc.:0-20
e« 2.10C.:0-100
« 3.roc.:0-1000
« 4.a5.roC. c¢isla prirozena



