Z&kladni pojmy kombinatoriky 13.9.2012

ZAKLADNI POJMY KOMBINATORIKY

Vybirame k prvki z danych n prvk( koneéné mnoziny N (K €N, n e N) v8ech pfirozenych &isel a
tvofime (ne)uspofadané Kk-tice.

Nalezeni vSech moznosti

kombinatorické pravidlo souctu

kombinatorické pravidlo souc¢inu

definované zakladnich pojmu (permutace, variace, kombinace)

vypis vSech moznosti (tabulkové schéma, logicky strom mozZnosti)

vyuziti nékterych prostfedkl z teorie grafii napf. ve formé grafického znazornéni ulohy a pro-

hledavani grafu pro nalezeni vSech moznych feSeni.
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1.1 KOMBINATORICKE PRAVIDLO SOUCTU

MnoZzina A; obsahuje 1; prvkd,

Mnozina A, obsahuje n, prvku,

MnozZina A, ma 1 prvkd

Kazdé dvé z mnozin A, A, ..., A jsou disjunktni (tzn. prinik libovolnych dvou mnozin je prazdny),
tj.

A,NA ={}, proi=]j kdei j=12 ..k,

]

Pocet v§ech prvkl sjednoceni mnozin 4; U4, U ..U A4, U% A, je roven souctu

ny +Mn, +--+n, = ?:1“1‘- (1.1)
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1.2 KOMBINATORICKE PRAVIDLO SOUCINU

MnoZzina A; obsahuje 1; prvkd,
Mnozina A, obsahuje n, prvku,

MnozZina A, ma 1 prvkd

Pocet vSech moznych usporadanych k-tic, jejichz prvni slozkou je libovolny prvek mnoziny A, dru-

hou slozkou libovolny prvek mnoziny A,, ..., k-tou slozkou libovolny prvek mnoziny A,, je roven
soucinu
Ny Ny oy =15, n,
1" Tyt T i=1 74 (1.2)
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Priklad 1:

Kolik smisenych tanecCnich part mizeme vytvofit z 10 divek a 15 chlapcu?

Priklad 2:

Kolik existuje dvojcifernych pfirozenych cisel takovych, v nichz se nevyskytuje stejna Cislice?
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Priklad 1:

Kolik existuje dvojcifernych pfirozenych Cisel takovych, v nichz se nevyskytuje stejna Cislice?

UrCime, kolik existuje dvojcifernych Cisel a poté z nich vylouCime ta Cisla, v nichz se vyskytuje
stejna Cislice (to jsou Cisla 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88 a 99).

Dvojciferna Cisla jsou od 10 do 99, takze jich je 90
(Cisla 1 az 99, odecetli jsme 9 jednocifernych Cisel: 1, 2, 3,4,5,6, 7,8 a9).
Odecteme dalSich 9 (to jsou Cisla 11, 22,..., 99)

Vysledek
90 - 9 = 81.
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Priklad 1:

Kolik existuje dvojcifernych prirozenych cisel takovych, v nichz se nevyskytuje stejna Cislice?

Polozme si otazku:

Kolika riznymi Cislicemi maze takové dvojciferné Cislo zacinat? Zfejmé deviti Cislicemi (jsou to 1,
2,3,4,5,6,7,8a9).

Kolika mlze pokracovat? Mohlo by sice pokraovat deseti Cislicemi (0, 1, 2, 3,4, 5,6,7,8 a 9), ale
pokud chceme jen Cisla, ve kterych se neopakuiji Cislice, muzeme pouzit vSechny Cislice kromé té,
ktera je na prvnim misté. Pouzit tedy muzeme 9 Cislic.

Celkovy pocet dvojcifernych Cisel, v nichz se neopakuji Cislice, je 9 - 9 = 81.
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1.3 PERMUTACE

1.3.1 PERMUTACE BEZ OPAKOVANI

Obecné muzeme Fici, Ze permutace n prvkl bez opakovani je kazda usporfadana -
tice vybrana z 71 prvkl, pfiCemz kazdy prvek se v této permutaci vyskytuje pravé jed-
noul.

Zobecnéni poc¢tu permutaci z n prvkld - kombinatorické pravidlo soudinu.
Chceme sestavit uspofadanou n-tici, pficemz mame k dispozici celkem n prvka.

Ptejme se:
Z kolika prvkl mame na vybér pro prvni ¢len n-tice? .................. n
Z kolika prvki mame na vybér pro druhy ¢len n-tice? .................. (n—1)

Z kolika prvkl mame na vybér pro tfeti Clen n-tice? ..................... (n—2), atd.
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Pouzitim pravidla soucinu zjistime, Zze poCet v§ech permutaci z n prvku je

n-(n—1)-(n—2)-...-2-1

Pocet permutaci bez opakovani n prvkl oznadime P(n).
P(n) =n!

a nazyvame ho faktorial Cisla n.

T

Faktoridl je definovan jako sou¢in n!'=1-2-...-(n—1)-n=[[;_, k
pro kazdé n € N.
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Typové ulohy

e hledani zpUsobu rozsazeni zaku ve vicemistné lavici
e hledani zpUsobu, jak Ize sefadit déti do jednoho zastupu

e poCet vSech moznych poradi, v nichz zavodni auta projedou cilem

Rozmyslet na cviceni
Priklad 2:

Méjme 6 rtiznych zavodnich aut, oznaéme si je napfiklad A, B, C, D, E, F. Jaky je:

a) pocet vSech moznych poradi, v nichZ auta projedou cilem?
b) pocet vSech moznych poradi, v nichZ auto A projede cilem drive nez B?

c) pocet vSech moznych poradi, v nichZ auto B pfijede hned po autu A?
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1.3.2 PERMUTACE S OPAKOVANIM

Ulohy vyuZivajici permutace s opakovanim jsou napr.:

e Hledani po¢tu anagramu slov, kde se opakuji dana pismena, napf. MAMINKA
e Hledani zpUsobd, jak Ize sefadit sedm kuli¢ek (2 Cervené, 4 modré, 1 bild)
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Priklad 5:

Kolik anagramu (1. slov vzniklych pfeskupenim pismen vychoziho slova) Ize vytvofit ze slova
PRAHA?

Reseni: V3ech pismen je pét, pismeno A se opakuje dvakrat, poget vech permutaci s opakova-
nim je tedy

l3‘”2,1,1,1 (5:1 = > = 60

BB IS I

Priklad 6:

Kolik rtiznych Sesticifernych Cisel Ize vytvorit z Cislic 2, 3, 3, 4, 4, 4?

Reseni: K dispozici mame Sest zadanych &islic a mame tvofit Sesticiferna &isla. Ve vytvofenych
Cislech se budou Cislice 3 a 4 opakovat, zalezi na poradi Cislic, vyuzit musime vSechny Cislice.
Jedna se tedy o permutace s opakovanim

P’ ,5(6) =—— =60

1!-2!-3!
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1.4 VARIACE

1.4.1 VARIACE BEZ OPAKOVANI

e obména poradi
e vybirame k prvkl ve stanoveném poradi z danych 1 prvk.
e permutace je specialni pfipad variace, kdy k = n.

Pozadavek: k = n, coz ale neni naprosto nutné.
Co by se tedy stalo, kdyby bylo k = n?

Ptame se:

Z kolika prvki mame na vybér pro prvni ¢len k-tice? ............ 7 prvkd.

Z kolika prvkti mame na vybér pro druhy ¢len k-tice? ......... (n— 1) prvkd.
Z kolika prvki mame na vybér pro tieti ¢len k-tice? ......... (n— 2) prvka.

Z kolika prvki mame na vybér pro posledni k- ty ¢len k-tice? ...... [n— (k—1)] prvka.
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Schematicky Ize situaci znazornit nasledovné:

uspofadana 1. ¢len 2. Clen (k-1)-ni ¢len k-ty €len
k-tice T T T T
podet moznosti n n—1 n—(k—-2) n—(k—1)

vybéru z 1 prvku

Vinn) = P(n) =2 ==

(n—n) 0!
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Typové ulohy

e hledani vSech trojcifernych Cisel z Cislic 1, 3, 5, 9 bez opakovani stejnych cifer

e hledani vSech trojbarevnych vlajek, jsou-li k dispozici latky barvy Cerné, Cervené, zeleng, bilé a
Zluté, pokud se barvy neopakuji

e hledani anagramu (ij. slov vzniklych pfeskupenim pismen vychoziho slova)
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1.4.2 VARIACE S OPAKOVANIM

k-¢lenna variace s opakovanim z 7 prvkU je kazda usporadana k-tice sestavena z téchto 7 prvkd,

pficemz vSechny prvky v ni nemusi byt rizné (tj. mohou se opakovat).

Typovéeé ulohy

e hledani vSech znaku Morseovy abecedy sloZenych z jednoho az Ctyr signalu (ij. tecka &i ¢ar-
ka)

e hledani vSech moznosti trojmistného Ciselného kddu bezpecnostniho zamku

e hledani vSech statnich poznavacich znacCek vozidel, je-li k dispozici 21 pismen a 9 cifer a jsou
li ve tvaru: Cislice, pismeno, Cislice a k tomu ctyfciferné Cislo

e vytvareni Cisel, kde se mohou opakovat Cislice
hledani kodu na zamku u kola
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Priklad 8:

Zjistéte, kolik raznych péticifernych Cisel Ize vytvorit pouzitim cifer 1, 2, 3, 4, 5 (cifry se mohou
Vv Cisle opakovat).

Reseni:
Vzhledem k opakovani cifer neni mozné vyuzit permutace.

Nemuzeme vyuzit ani permutace s opakovanim, nebot neni urCeno, kolikrat ktera cifra se v daném
Cisle ma opakovat.

Zadani problému pfesné koresponduje s pojmem variace s opakovanim, kde k = n. PoCet vSech
moznosti je tedy

V'(5, 5) = 55= 3125
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