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Analyza zavislosti €iselnych proménnych (regresni
a korelaéni analyza)

- zkoumani zavislosti dvou event. vice proménnych, méreni sily této zavislosti, atd.
- cilem je hlubsi vniknuti do podstaty sledovanych jevl a procesu, pfiblizeni k tzv. pfi€innym

souvislostem.
Korelacni tabulka

- dvourozmeérna tabulka, ve které jsou uspofadany numerické proménné.

Korelaéni tabulka

Yi Soucty
N 3 Y2 T Vi cetnosti n,,
X, n, n, .. n, n,
X, ny, ny, o ny, n,,
Xk N W3 e Ny Mo
Soucty
Cetnosti 71, ; ., Moy ol n
Symbolika:
By e sdruZené (simultdnni) absolutni Eetnosti
Migy Myj oo okrajové (margindlni) absolutni Cetnosti
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Podminéné rozdéleni ¢etnosti:

Rozdéleni ¢etnosti jedné proménné, které odpovida ur&ité obméné druhé proménné (ij. za podminky,

Ze druha proménna nabyla urcité obmény).

!
2Py
_ A

n

Podminény pramér:  y,

ie

Z(yj _J_’i)znij

!
Podminény rozptyl: s> =22

n.

ie

Grafické znazornéni dvourozmérného rozdéleni cetnosti

- je dal8i formou popisu zavislosti;
- rizné typy grafu:
¢dra podminénych pruméri,

< C¢ara podminénych rozptyl,
< bodovy graf (diagram).

Regresni analyza

- zkoumani jednostranné zavislosti proménné y (zavisla, vysvétlovana) na proménné x (nezavisla,

vysveétlujici), resp. na proménnych xy, xa, ..., Xx;
- nezavisla proménna = pfi¢ina, zavisla proménna = dusledek;
- ddllezity je pfitom smér zavislosti, tzn. ktera proménna je zavisla, a ktera nezavisla;
- zavislost vétSinou modelujeme né&jakou matematickou funkci (tzv. regresni funkce).

Postup regresni analyzy:

Volba typu regresni funkce.

Odhad parametr(i zvolené regresni funkce.
Testovani hypotéz o parametrech regresni funkce.
Ovéreni vhodnosti zvoleného regresniho modelu.

LN~
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Jednoducha regresni analyza

1. Volba typu regresni funkce

- pfi volbé typu regresni funkce Ize uplatnit rizna kritéria;

- volba by se méla v prvé fadé opirat o urcitou teorii, tzn. vyplyvat z vécného rozboru vztaht

proménnych;
- vzdy se snazime o jednoduchost modelu (ne pfili§ mnoho parametrd);

- je tfeba zméfit vhodnou charakteristikou pfilnavost regresni funkce k datim.

2. Odhad parametrt regresni funkce

Regresni modely

- matematické modely, které vyjadfuji pfedstavu o priibéhu zavislosti proménnych;

- umozhuji odhady neznamych hodnot zavisle proménné y ze znamych hodnot nezavisle proménné x,

resp. nezavisle proménnych xs, Xo, ..., X.

Obecny tvar modelu:

y,=n,+¢& =n(x,)+e, , i=12,...,n
Symbolika: 7, ... deterministicka slozka

&. ... nahodna (rusiva) slozka

Typy modeld: 1. aditivni (souétovy) — jeho slozky se skladaji s¢itanim, je nejcastéjsi.
2. multiplikativni (sou€inovy) — jeho slozky se skladaji nasobenim.

Teoreticka regresni funkce: 1 = n(x)

- existuji riizné typy regresnich funkci;

- linearita se mze hodnotit jak z hlediska proménnych, tak z hlediska parametru;
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- kazda regresni funkce ma urcity poCet parametrt (jejich pocet je p).
Parametry regresni funkce:

- neznamé konstanty; symbolicky je znac¢ime feckymi pismeny (,BO,,B] ,...,,Bk);
- jejich hodnoty Ize odhadnout z vybérovych dat;

- k jejich odhadu je tfeba zvolit takovou metodu, aby odhady mély co nejlepsi vlastnosti.

1) Funkce linearni z hlediska parametru

pfimka n=p,+px

rovina n=pBy+pix + B,x,

nadrovina n=p0,+pBx+06,x,+...+ B,x,
parabola n= Py +Bix+p,x

hyperbola n=p,+px"

logaritmicka funkce 1=, + 3, Inx

polynom n=pB,+Bx+p,x>+...+px"
2) Funkce nelinearni z hlediska parametru

exponencidlni funkce 1 = £,

mocninna funkce n=B,x"

Box
x+f,

Térnquistova kfivka 1 =

l. Jednoducha linearni regrese

- regresni funkce je linearni z hlediska parametrd;

- ma jednu vysvétlujici proménnou (regresor) x.
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Teoretickd (hypotetickd) regresni funkce: 1 =[5, + B,x
- By, B, ... parametry; x ... regresor
- nutno provést odhad teoretické regresni funkce, tzn. odhad neznamych parametrt 3, B;;

- nejlepsi metodou odhadu parametrl linearni regresni funkce je metoda nejmensich étvercu;

- takovy postup zarudi, Ze vybérova regresni funkce bude co nejlépe pfiléhat k vybérovym hodnotam.

Empirickd (vybérovd) regresni funkce: 1 =Y =b, +b,x
b,,b, ... odhady parametri; b, = ,30; b, =,
- odhad parametr(l se provadi metodou nejmensich ¢tvercu;

- kdyZ odhadneme parametry, ziskdme tzv. vyb&rovou regresni funkci.

Metoda nejmensich ¢tvercu

- |ze ji pouzit pouze k odhadu parametrt funkci linearnich v parametrech (v linearni regresi);

- princip: parametry odhadujeme tak, aby pro né byl minimaini soucet ¢tvercl rezidui.
yizni+8i=ﬂ0+ﬂ]xi+gi’ i=l,2,...,n
v, =Y, +€=b, +bx, + &,

Reziduum: ¢, =y, Y, =y, —b, —bx, =e¢,

§S=>e?=>(y,~b, —bx;) = minimalizovat

1. Stanovime parcialni derivace a poloZime je rovny O.

2. Vznikne soustava dvou rovnic (tzv. normalni rovnice).

3. Vyfesime je a ziskame vzorce pro vypocet b, a b, .
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Vzorce pro vypocéet parametri vybérové reqresni primky:

n n n
wa sz- Zyl-
= _=l =l

ho—_ 1 n n__Xy-x-y Sy
r R 2 - 2 T2
2 SX SX
DI
i=1 _ | =1
n n
2V 2N Z DN DNy
i i i i i — —
b, = ; 5 =y-b X
ny.x, _( xi)
b, ... vybérovy regresni koeficient (smérnice vybérové regresni pfimky)

- udava, jak velka primérna zména proménné y odpovida zvySeni proménné x o jednotku.

S, ... kovariance

- symetricka mira, tzn. 5., =5, .

Il. Nelinearni regrese

- neni-li regresni funkce linearni v parametrech, nelze jeji parametry odhadnout metodou nejmensich

Ctvercy;

- pro odhad parametr(i se pouziva fada rliznych metod;

- Casta je metoda linearizujici transformace (napf. zlogaritmovani);

- vétSinou nasleduji dal$i metody pro zlep$eni vlastnosti odhadu;

- vypocetné znacné narocné (vyuziti statistickych programa).

3. Testovani hypotéz o parametrech regresni funkce

t— testy

- dil¢i testy o nulovych hodnotach jednotlivych regresnich parametrd.
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1) H,:B,=0, j=12,....k
H, :non H,
2) Testové kritérium:
b.
t= ij—) , j=12,... k. Statistika ¢ ma pfi platnosti Ho rozdéleni t s (n-p) stupni volnosti.

3) Kriticky obor:

4) Zavér testu:

Pokud leZi hodnota testového kritéria v kritickém oboru, zamitame / , a piijimame / |, jinak fe¢eno,

test je statisticky vyznamny. Testovany parametr je statisticky vyznamny, je v regresni funkci pfinosny.
4. Ovéreni vhodnosti zvoleného regresniho modelu

Celkovy F — test

- testujeme vhodnost modelu jako celku;

- analyza rozptylu.

1) H,: B, =c, B,,B,,..... B, =0 (regresni funkce nema zadny vyznam, tj. neni vhodna)
H, :non H,

2) Testové kritérium:

S;/p-1 . - . - . .
F=—"——— Statistika F ma pfi platnosti Ho rozdéleni F s (p — 1) a (n — p) stupni volnosti .

SR/"‘P
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Rozklad celkového souétu étverct: S, =S5, + S,

S ,--- celkovy soucet Ctvercu; charakterizuje celkovou variabilitu proménné y.

S, ... teoreticky soucet étvercu; ¢ast variability, kterou Ize vysvétlit zvolenou regresni funkci.

Sy ... rezidudlni soucet ¢tverc; ¢ast variability, kterou nelze zvolenou regresni funkci vysvétlit.

3) Kriticky obor:
W={F;, F>F_(p~Ln-p)
4) Zavér testu:

Pokud lezi hodnota testového kritéria v kritickém oboru, zamitame / , a pfijimame H |, jinak fe¢eno,

test je statisticky vyznamny. Model Ize povaZovat za vhodny.
Kritéria pro posouzeni kvality regresni funkce

1. Index determinace

- za vhodnéjsi se povazuje ta regresni funkce, u které je hodnota I? vyssi.

S
Index determinace: [° = S—T : I’ e <O; 1>
y

- udava, jaky podil variability proménné y Ize vysvétlit zvolenou regresni funkci (Ize udavat i v %).
- je zaroven mirou tésnosti zavislosti proménné y na proménné x.
- obecna mira, nezavisla na typu regresni funkce (Ize pouzit i pro méfeni nelinearni zavislosti).

- tato mira neni symetricka.
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Pozn.: P¥i srovnavani funkci s rozdilnym poétem parametrti musime hodnotu I2 upravit (penalizovat),

nebot u funkce s vy$§im poctem parametrd vychazi hodnota 12 automaticky vyssi. Existuji razné formy

penalizace, napf.:

2 =1-(-r) "t (2= 1)S,

adj

Pozn.: adjusted = upraveny.
Index korelace: I=+JI%; Ie <— 1;1>

2. Testové kritérium F

3. Rezidualni soucet étvercu a rezidualni rozptyl

n
Reziduélni soucet ¢tvercu: S, = Z (yl. -7, )2
i=1

- za vhodnéjsi povazujeme funkci, ktera ma rezidualni soucet Ctvercli nizsi. Rezidualni soucet ¢tverci

Ize pouzit pouze tehdy, kdyz srovnavame funkce se stejnym pocétem parametra.

Rezidualni rozptyl: S,ze =

- za vhodnéjsi povazujeme funkci, ktera ma rezidualni rozptyl niz$i. Rezidualni rozptyl mizeme pouzit

vzdy, bez ohledu na to, kolik parametrd maji srovnavané regresni funkce.
Korelaéni analyza

- zabyva se pfedevSim intenzitou vzajemného vztahu proménnych;
- je zakladni metodou méreni sily linearni zavislosti ¢iselnych proménnych;
- ,correlatio® = vzajemna souvislost (z lat.).

! Z vypocetnich a interpretacnich hledisek se regresni a korelaCni analyza prolinaji, nelze mezi nimi

stanovit ostrou hranici.
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Sdruzené regresni primky

Y= a, + byxx popisuje zavislost y na x
X=a,+ bxyy popisuje zavislost x na y
Sx
_ = - _ Ty
a,=y-b,x b,=—
Sx
_ = = _Tw
a, =X-b,y b, = 52

2. b, =— = Xxayjsou uplné zavislé; sdruzené regresni pfimky sviraji nulovy uhel

(splyvaiji).

Miry tésnosti linearni zavislosti

s
. i : L2 2 g _Pw Cw o P 2 )
Koeficient determinace: r, =r, =b b =——=— ) ry € <0, 1>
S, S, 8.,
. 2 S xy—Xx-y
Koeficient korelace: Ve =Ty AT = = — ; ry € <— 1; 1>
. 2 =2 2 =2
st e e -

- mé&fi silu linearni zavislosti, nikoli zavislosti obecné (linearni zavislost = korelovanost).
- koeficient je symetricky.

Interpretace:

1. znaménko +/— udava smér zavislosti:

r,,>0 = pfima zavislost

r,,<0 = nepfima zavislost
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2. ‘rxy‘ udava silu zavislosti:

r, =0 = linearni nezavislost

ryl=1 = funkéni (Uplnd) zavislost

ry| 0 = slaba linearni zavislost

rol—1 = silna linearni zavislost
Test hypotézy o nulové hodnoté korelacniho koeficientu
1) H,:p, =0 (linearni nezavislost x a y)

H,: non H,
2) Testové kritérium:

PN =2
t= T ;  Statistika t ma pfi platnosti Ho rozdéleni t s (n-2) stupni volnosti.
1-r

3) Kriticky obor:

WE{t;tSt

2oz a<n—z>}

@ -2
2 2

4) Zavér testu:

Pokud lezi hodnota testového kritéria v kritickém oboru, zamitame HO a pfijimame H |, tzn. prokazali

jsme hypotézu o linearni zavislosti proménnych x a y.
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Poradova korelace

- Pokud chceme ziskat rychlou pfedstavu o sile zavislosti mezi 2 kvantitativnimi znaky nebo urcit
zavislost mezi poradimi znaku, nahradime puvodni hodnoty x; a y; jejich pofadovymi Cisly ix a iy

podle toho, ktera mista hodnoty zaujimaji v uspofadané radé.

63 i, ~i.)

Spearmantv koeficient poradové korelace: r, =1— ﬁz—lr ; r, € <— 1; l>
n\n” —

- varianta korelaéniho koeficientu;
- méfi silu linearni zavislosti dvou poradi.

Interpretace: stejna jako u korelacniho koeficientu.

Test hypotézy o nezavislosti poradovou korelaci

1) H,: ps =0 (nezavislost poradi)
H,: non H,

2) Testové kritérium:

=" Statistika t ma pfi platnosti Ho rozdéleni t s (n-2) stupni volnosti .
3) Kriticky obor:

WE{t;tSt

4) Zavér testu:

Pokud lezi hodnota testového kritéria v kritickém oboru, zamitame /1 , a pfijimame H |, tzn. prokazali

jsme hypotézu o linearni zavislosti obou poradi.
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Vicenasobna linearni regrese

- zkoumame zavislost proménné y na dvou ¢&i vice vysvétlujicich proménnych (regresorech)

XXy, X))

- volba typu regresni funkce je obtizna; vhodné pouziti statistickych programd;

- nejcastéji proto volime linearni regresni funkci.

Teoreticka vicenasobna linedrni regresni funkce:

n=p0,+Bx +B,x,... +B,x,.



