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Urcity integral

Urcity integrdl mizeme strucné charakterizovat jako realné Cislo,
kterym vyjadrujeme celkové mnozstvi,
napriklad obsah, hmotnost, praci proménné sily, ... .

Motivacni uloha:
Jak se uréi obsah S obrazce ?

S =0,25.£(0) + 0, 25.£(0,25) + 0, 25.£(0,5) + 0, 25.£(0,75) = 0, 55208

Pocet casti Soucet Pocet casti Soucet
4 0,552 080 128 0,662 669
8 0, 606 766 256 0,664 429
16 0,636 056 512 0,665176
32 0,651175 1024 0,665 218
64 0,658 848 2048 0,666 228

Takto vyjadrime Cisla (soulty), ktera priblizné vyjadruji Cislo S.
Pritom plati, ze Cislo S mize byt vyjddreno uvedenym postupem s libovolnou
presnosti.
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Urcity integral

Poznamka

Obdélniky mizeme vyjadrit mnoha zplsoby tak, ze jednu stranu kazdého z nich
volime funkéni hodnotu f(c), kde ¢ je libovolné Cislo v ¢astecném intervalu.

(v prikladé jsme volili levy krajni bod)

Hledané &islo S je uréeno funkci f(z) = 2 + 5 a intervalem [0, 1], zapisujeme ho

! 1
/0 (22 + g)daz

a &teme ,urdity integrél funkce 22 + % na intervalu [0, 1]
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Urcity integral

Definice
Necht f je funkce definovana na intervalu |a, b].
a) Interval |a, D] rozdélime na Castecné intervaly

(xo, x1], |1, 23], -, [Tn_1,Tn],

kdea=xpg<r1 <22 < - <Xp_1 <2y, =0.
Mnozinu délicich boda
D = {330,331,332, ce 73371}

nazveme délenim D intervalu |a, b].
Délku intervalu [x;_1, x;] oznalime Ax;, tj.

AﬂfiZZCi—xi_l, i:1,2,...,n

a nazveme krokem délenim D.
Maximalni krok déleni D oznacime

h(D) = maxlgign{AiUi} .
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Urcity integral
b) K dané funkci f a déleni D utvofime soucet

S(D, f) = f(c1)Azy + f(c2)Axg + -+ + f(cn)Azy
kde ¢1, ca, ..., ¢, jsou libovolné body, zvolené v jednotlivych CasteCnych intervalech,
tj.
c1 € [ro, 1], c2 € [T1,T2], ... Cn € [Tn_1,%n] .

Soucet S(D, f) nazveme integralnim souctem funkce f.

c) Jestlize za uvedenych predpoklad( existuje takové Cislo I,

které lze aproximovat integrdlnim souctem s libovolnou presnosti,

tak toto Cislo I nazyvame urcity integral funkce f na intervalu [a, b]
a piSeme

I:/abf(a;)da;.
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Urcity integral

Poznamka (presny vyznam ,,aproximovat Cislo I integralnim sou¢tem s libovolnou
presnosti*)

Pro kazdé prirozené k existuje ¢islo H > 0 tak, ze pro libovolné déleni D intervalu
la, b] s maximalnim krokem h(D) < H a pro libovolnou volbu ¢; € [z;_1,z;] plati

nerovnost
S(D, f)—1|<0,5.107" .

Definice

Jestlize k dané funkci f na intervalu [a, b] existuje urcity integral, pak fekneme, ze je
funkce f integrovatelnd na intervalu [a, b].

Interval [a, b] se nazyva integracni obor, Cisla a, b jsou integracni meze, a je dolni
mez, b horni mez a funkce f se nazyva integrovand funkce.

Poznamka

Vypocet integralu funkce f na intervalu [a, b] se nazyva integrovani funkce f na
intervalu [a, b]. Vstupem této operace je funkce f a integrani meze, vystupem
operace je Cislo.

Priklad
Podle definice urcete integral funkce f(x) = k na intervalu |a, b].
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Urcity integral

Véta 8.1.
Je-li funkce f spojita na intervalu [a, b], potom je na tomto intervalu integrovatelna.

Véta 8.2.

Je-li funkce f omezend a po ¢astech spojitd na intervalu |a, b], potom je na tomto
intervalu integrovatelna.

Priklad |
Funkce f(z) = 32L,

X
(neni definovana v bodé 0, ale je integrovatelnd na libovolném intervalu |a, b))
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Vlastnosti integralu

Hodnota integralu zavisi
A) na integra¢nim oboru
B) na integrovatelné funkci

A)

Véta 8.3. (aditivita integralu vzhledem k integraénimu oboru)

Necht je a < ¢ < b, funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, ], pravé kdyz je
integrovatelna na intervalech [a, ¢|, [c, b]. Pritom plati

/abf(x)dxz[ch($>d$+/cbf($>d$.

Vétu 8.3 pouzivdme v téchto pripadech:
a) Integrovatelnd funkce je zaddna rliznymi vzorci na riznych intervalech.
b) Integrovatelna funkce ma konec¢ny pocet bod( nespojitosti.

Piklad.
f(z) = laf, « e [-1,1].
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Vlastnosti integralu

Véta 8.4.

UvaZujme dvé funkce f a g, definované na intervalu [a, b] a liSici se navzajem v
konec¢ném poctu bodi. Je-li jedna z nich integrovatelnd v [a, b], potom je i druhd
integrovatelna na [a, b] a plati

b b
/f(:c)d:c:/ g(x)dx .
Dusledek.

Integral nezdvisi na tom, jak je funkce f definovdna v krajnich bodech integracniho

oboru.
f; f(x) dr vyjadfuje integral f na kterémkoli z intervall [a,b], [a,b), (a,b], (a,b).
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Vlastnosti integralu

Definice.
Pro a > b definujeme urdity integral takto:

1) Je-li a > b, potom
b
IRCEE / fa)de

(slovy: Zaménou mezi se zaméni znameni integralu)

2) Je-li a = b, potom
[ 1@)de =
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Vlastnosti integralu

B)

Véta 8.5. (linearita integralu vzhledem k integrandu)

Jsou-li funkce f a g integrovatelné na intervalu [a,b] a K je libovolna konstanta,
potom jsou integrovatelné na |a, b] funkce K f a f + g. Pfitom plati

/abe(a;)da;:K/abf(a;)dx.

(slovy: Vytknuti konstanty pred integracni znak.)

b

/ab(f(x) +g(x)) dx = /ab f(x) dx+/a g(z) da .

(slovy: Integrél souctu je roven souctu integrali.)
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Vlastnosti integralu

Dukaz.
Integrdl aproximujeme integralnimi soucty

1=1 1=1

resp.
n

Z[f(cz) +g Cz sz Zf Cz Aazz —|—Zg Cz A.CEZ

i=1
s libovolnou presnosti.

Z integrovatelnosti funkci f a g vyplyva integrovatelnost funkci na levé strané
rovnosti.
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Vlastnosti integralu

Véta 8.6.
JestliZze pro integrovatelnou funkci f na intervalu [a, b] plati nerovnosti

m < f(z) < M,

potom pro jeji integral plati nasledujici odhady:
b
m(b— a) S/ flx)de < M(b—a) .

Dusledek.

1. Je-li funkce f integrovatelnd a nezdporna na intervalu [a, b], potom také integral
na [a,b| je nezdporny, tj.

/abf(af)dafZO.

2. Jsou-li funkce f a g integrovatelné na |a, b] a plati zde nerovnost f(z) < g(z),
potom stejnad nerovnost plati i pro integraly na [a, b], tj.

/abf(ﬂf)de/abg(ﬂf)dx-

Fakulta prirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL Zimni semestr — 13 / 20



Vlastnosti integralu

Véta 8.7. (citlivost integralu na malou zménu integrované funkce)
Jsou-li funkce f a g integrovatelné na intervalu |a, b] a plati zde nerovnost

f(z) — g(z)| <0,5.107"

potom je
b b
|/ f(z) da:—/ g(z)dx| <0,5.107%.(b—a) .

Poznamka
Vyznam véty Ize vyjadrit takto: Nahradime-li f v malém intervalu dostatecné presné
funkci g, bude priblizné stejné presné nahrazen také jeji integral.
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Vlastnosti integralu

Véta 8.8. (o stfedni hodnoté funkce na intervalu)
Je-li funkce f spojitad na intervalu [a, b], potom existuje alespon jedno Cislo zq € [a, b]
takové, ze plati

b
Flao) = 3= [ f@)ds. (1)

b
t/f@ﬁm=f@w®—®

Cislo f(zg) vyjadiené integralem (1) se nazyva stfedni hodnota funkce f na intervalu
a, b].
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

V nékterych pripadech mizeme vyjadrit urcity integral pomoci hodnot elementarnich
funkci.
Z3akladem téchto metod jsou vzorce pro derivaci funkce.

Priklad

Je-li F(x) = 22, potom F’(x) = 2x pro x € (—00,00).

Obracena uloha :

Vime, ze je F'(x) = 2x pro x € (—00,00) a mame uréit F'(x).

(fedeni, tj. funkci 22 nazveme primitivni funkci k funkci 2z na intervalu (—oo, 00))

Definice

Funkci F' nazveme primitivni funkci k funkci f na intervalu J,
jestlize pro vsechna Cisla x € J plati

Fl=f.

Priklad

=1 F=z f=1

(sinz) =cosx F =sinx f=cosx
(tgr)' = ooy F=tgr [= 4

cos? x cos?
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Je-li F' primitivni funkci k f na J (tj. F/ = fna J),
pak F' + c je také primitivni funkci k f na J (nebot (F'+c¢) = F' + ¢ = f)
To znamend: Ma-li funkce primitivni funkci, pak jich ma nekone¢né mnoho.

Priklad
f(z) =22 F(z)=2°
r? + 1
x? — 2
Véta 9.1.

Je-li F' primitivni funkci k funkci f na intervalu J,
potom kazda primitivni funkce rizna od F' je ve tvaru F' + ¢, kde c je konstanta.

Véta 9.2.
Je-li funkce f spojita na intervalu J, potom k ni existuje primitivni funkce F' na J.
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Pouziti primitivni funkce pro vypocet urcitého integralu
Je-li funkce f integrovatelna na intervalu |a, b], potom pro kazdé c € [a, b] existuje

[ #wys

Definujeme novou funkci pro = € [a, b] pfedpisem

:/:f(u)du

Véta 9.3. (zakladni véta integralniho poctu)
Je-li funkce f spojitd na intervalu [a, b], potom funkce

:/:f(u)du

ma derivaci pro kazdé = € |a, b] a plati
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Pouziti primitivni funkce pro vypocet urcitého integralu
H(x) ... vyjadfuje jednu z primitivnich funkci k funkci f na [a,b], dosad = =«
H(a) = [ fwdu=0,

dosad z = b ,
o) = | s
tedy b
/a f(a)de = H(b) = H(b) — 0= H(b) — H(a) .

Pro jinou primitivni funkci G(x) = H(z) + ¢ dostaneme

b
/ F(z) do = H(b) — H(a) = G(b) — ¢ — (G(a) — ¢) = G(b) — G(a) .
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Véta 9.4. (Newton - Leibnizova)

Je-li funkce f spojitad na intervalu [a, b] a F' jeji primitivni funkce na tomto intervalu,
potom je

b
| f@)dz=F®) - Fla),
nékdy pisSeme

b
/ f(z) dz = [F(x)]L

Priklad

f122xd:13: (2% =22 -12=3.
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