1 Determinant matice

1.1 Vypocet determinantu malych matic

S pojmem determinant matice jste se uz mozna setkali. Nejprve si pfipomeneme mnemotechnické
pomiicky pro vypocet determinantti malych matic a poté se podivame na dalsi moznosti, jak
determinant pocitat. Nakonec si ukdzeme nékolik aplikaci determinantu v tlohach, kterymi jsme
se jiz zabyvali.

Determinant je pravidlo, pomoci kterého ¢tvercové matici prifazujeme realné c¢islo. Mohli
bychom také fikat, Ze je to zobrazeni. Pro matice 2 x 2 a 3 x 3 se toto pravidlo casto vyklada
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pomoci schémat udavajicich, jak determinant spocitat. Bud A = 9 7 ] Determinant matice
A oznacujeme det A, pokud chceme napsat celou matici, pouzivame dvé nasledujici znaceni:

1 3 1 3
A= = .
det det [ 9 7] ' 9 7‘

Bud pfed matici napiseme prosté det nebo pouzijeme misto hranatych (kulatych) zévorek zavorku
rovnou (jako u absolutni hodnoty). Obé tato znaceni se bézné pouzivaji. Jak jiz bylo uvedeno,
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neni matice, ale jedno realné cislo. Jak toto ¢islo ziskdme? Pro matice 2 x 2 pocitame podle
tzv. kiizového pravidla. Vynasobime nejprve prvky na hlavni diagonale a od vysledku odecteme

soucin prvkii na vedlejsi diagonéle (zprava nahote doleva dolt):

determinant znamend, ze matici pfifazujeme ¢islo. Determinant matice, tedy napft.

ail ai2
a1 G232

det A = =ail- a2’2 — CLLQ . CL271.

Barevné znézornéni souéinu, ktery bereme se znaménkem plus (¢erveny), a sou¢inu, ktery bereme
se znaménkem minus (modry), ukazuje divod nazvu kifzové pravidlo. Konkrétné pocitame:

1 3

det A = ‘2 .

‘:1-7—2-3:1.
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a nazyva se Sarrusovo pravidlo. Toto pravidlo pfedvedeme nejdfiv rovnou na konkrétni matici:
chceme spocitat determinant matice

2 31
B=|2 7 2
1 01

Pro zacétecnika je vyhodné si pod matici (jakoby do ¢tvrtého a patého radku) opsat prvni a
druhy radek:

NN = NN
W O W
O = = N
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Podobné, jako u kiizového pravidla pro matice 2 x 2 budeme nésobit prvky na hlavni diagonéle.
Po sepsani dvou fadku (coz je jenom pomticka pro lepsi prehlednost) vidime v matici pod hlavni
diagonélou dalsi dvé diagondly. I prvky na téchto diagonalach vynasobime a vysledky seéteme.



Poté budeme jesté néco odecitat. Dostaneme:

2 31
2 7 2
0 1
2 1
L 2 7 -
resp. v nerozsirené podobé
-y L
2 7
L 0 1 -
adetB=2-7-142-0-1+ —(..)=14404+6—(...) =20 —(...). To co se odecita
dostaneme podobné jako u kfizového pravidla tak, ze budeme brat diagonaly v druhém sméru:
[2 3 17
2 7 2
10
2 1
L 7 2 -
resp. v nerozsirené podobé
-y =
7 2
L 1 0 -
adetB=20—(1-7-142-0-2+ )=20—(740+6) =20—13 = 7. To je tzv. Sarrusovo

pravidlo pro vypocet determinantu, které rika obecné pro matici B:
det B = b1,102,2b3 3 4 b2,1b3 201 3 + b3,1b1 202 3 — (b1,3b2,2b3,1 + 1,102, 3b3,2 + b1 2b2 1b3 3).

Neni potfeba si toto zapamatovat jako vzorec, spiS je vhodné naucit se schéma znézornéné
barevné v predchozim postupu: tii diagondly v jednom sméru minus tii diagonaly v druhém
sméru.

Podobnost kiizového a Sarrusova pravidla by mohla naznacovat, Zze pro matici 4 x 4 bude
postup podobny. Ukazuje se ale, ze determinant matic vétsich nez 3 x 3 se timto zptisobem viibec
pocitat neda! Je proto vhodné najit i jiné cesty, jak determinanty pocitat. Odlisné zpusoby
vypoc¢tu determinantu jsou zaloZzené na jeho presné definici. Ta pouziva tzv. permutace a v
tomto kurzu ji nebudeme uvadét. Prohlédnéte si ale schémata na k¥izové a Sarrusovo pravidlo a
v§imnéte si, ze v soucinu v jednotlivych sc¢itancich vybirame prvky vzdy pravé jeden z kazdého
rfadku a kazdého sloupce tak, ze nikdy nenésobime prvky lezici v matici vedle sebe nebo nad
sebou. (U Sarrusova pravidla je tfeba hledat v ptuvodni matici, nikoliv v té, kde jsou pfidany
dva fadky. I tam je ale vidét, ze prvky, které nasobime a jsou stejnou barvou, nejsou nikdy vedle
sebe ani nad sebou.) Odpovéd na kombinatorickou tlohu, kolika zpiisoby lze v matici n x n
vybrat n prvka tak, aby zadné dva nelezely ve stejném fadku nebo ve stejném sloupci, je n!
zpusobu. Vykti¢nik znadi tzv. faktoridl a pro pfirozené n platin! =n-(n—1)-(n—2)----- 2-1.
Ve vypoctu determinantu pouzijeme vSechny tyto zptisoby, takze v determinantu matice n x n
sCitame vzdy n! sc¢itanci. Opravdu 2! = 2 a v kiizovém pravidlu sé¢itame dva souciny. 3! = 6 a
v Sarrusové pravidlu s¢itdme (a odecitame ) 6 soucint. Faktoridl ovSsem rychle roste a 4! = 24.
Pro vypocet determinantu matice 4 x 4 potfebujeme secist 24 soucinti. Na to uz zadné snadné
mnemotechnické pravidlo nevymyslite.



Odpovéd na otdzku, jak pocitat determinanty bez ohledu na velikost matice, miize naznacit
nasledujici priklad. Chceme spocitat

1 3 7 2
01 2 3
0 0 3 2
0 0 0 5

Takovyto determinant zatim spocitat neumime. Na zdkladé toho, co jsme uvedli, ale vime, Ze
bychom potfebovali vypsat vSech 24 moznosti vybéru ¢tveric prvkid takovych, ze zadné nelezi
vedle sebe nebo nad sebou (najdéte si nékolik takovych ¢tvetic). Prvky v nasem vybéru se pak
vzdy nasobi. Vykytuje-li se ale v sou¢inu nula, je cely soucin roven nule. Ukazuje se, ze v zadané
matici bude obsahovat nulu 23 vybéria (a ty tak vyslednou hodnotu determinantu neovlivni) a
jediny mozny vybér neobsahujici nulu je hlavni diagonala. Plati tedy

1 3 7 2
01 2 3
00 3 2—1-1-3-5—15.
0 00 5

Je-li tedy ¢tvercova matice v odstupniovaném tvaru, je jeji determinant roven souc¢inu prvkd na
hlavni diagondle (a to bez ohledu na velikost matice). OvSem ne kazda matice ma odstupriovany
tvar. Na druhou stranu kazdou matici umime na odstupnovany tvar pievést elimina¢ni metodou.
O vypoctu determinanti pomoci eliminace pojednéava dalsi kapitola.

1.2 Vypocet determinantti pomoci eliminac¢ni metody

Uz vime, ze determinant ¢tvercové matice v odstupiiovaném tvaru je roven soucinu prvka na
jeji diagonale. Odstupnovany tvar ziskdme Gaussovou elimina¢ni metodou. Determinant je ale
¢islo, které se v pribéhu eliminace muze ménit. A my potfebujeme determinant matice, ktera
je na zacatku eliminace nikoliv na jejim konci. Na$tésti se ukazuje, ze zmény determinantu v
prubéhu eliminace jsou pfedvidatelné a mutizeme je kompenzovat tak, aby po celou dobu byla
hodnota determinantu stejna.

. T . , 2 3
Ukazme si zakladni pravidla pro eliminaci pfi vypoc¢tu determinantu. Bud A = ] .

4 7
det A = 2 podle kiizového pravidla. Podivejme se, co se bude s hodnotou determinantu dit,
budeme-li provadét jednotlivé typy elementarnich tprav. Plati (pouZzijeme vyménu fadk)

RPN

- .47 . _ . . . STV,
Vidime, ze 9 3= —2. Determinant zménil znaménko. Je to obecné pravidlo, pfi vymeéneé fadku
ota¢i determinant znaménko. V eliminaci piSeme (determinanty jsou €isla, piSeme = nikoliv ~):

2 3 |47
4 71 |12 3|

ervené minus jsme pridali tak, a atila rovnost. Vyména fadkid totiz otac¢i znaménko a
C 5 mi j pridali tak, aby platil t. Vymeéna Fadkt totiz otaci Snki
pridédme-li tam dodate¢né (pro opravu) minus, oto¢ime znaménko zase zpatky a rovnost opravdu
plati: na levé strané je 2, na pravé strané —(—2) = 2.



Dalsi elementarni ipravou je vynasobeni fadku ¢islem. V matici A vynasobime prvni radek

tfemi a dostaneme
2 3 6 9
4 7 4 7|

. . 6 9 [ P o
A opét si ilustrujeme obecnou vlastnost: ' = 6 = 3 - 2. Vynasobenim tadku tfemi se

4 7
hodnota determinantu vynéasobila tfemi. P¥i vynasobeni rddku matice ¢islem se timto ¢islem
nasobi i hodnota determinantu této matice. Pro kompenzaci tedy musime touto hodnotou délit.
Piseme

2 3 16 9
3 .

4 717304 7
1
Cislo 3 pridavame jako korekci. Vynasobeni radku tfemi ztrojnasobilo determinant. Vydélenim
tfemi jsme zpatky na ptivodni spravné hodnoté 2.

Dalsi elementarni tipravou je pfi¢teni nasobku fadku k jinému fadku. Pti¢teme li (-2)-krat
prvni fadek ke druhému fadku, dostaneme

ERIRIERt

Takto bychom postupovali v ”opravdové” eliminaci. = 2 podle kfiZzového pravidla nebo po-

01
dle pravidla, ze v odstupnované matici je determinant roven soucéinu prvkd na hlavni diagonéle.
Pri¢teni nasobku fadku k jinému fadku hodnotu determinantu neméni:

2 3] 2 3
HEE

Posledni elementarni tpravou je vyskrtnuti nulového fadku. Tuto upravu v determinantu
neprovadime, protoze determinanty pocitame ze ¢tvercovych matic.Pokud se ale v matici béhem
eliminace objevi nulovy radek, je jeji determinant roven nule.

Pii eliminaci v determinantu lze elementarni tpravy aplikovat i na sloupecky. Mtzeme tedy
prohazovat sloupecky, nasobit sloupecek nenulovou konstantou nebo pri¢itat nasobek sloupecku
k jinému sloupecku. Pozor, tyto tpravy v eliminaci pii feseni soustav nedavaji smysl a provadét
je nesmime. Divodem, pro¢ v determinantu tyto Gpravy provadét lze, je nasledujici vlastnost:

det A = det AT,

AT pFitom znad tzv. transponovanou matici k matici A. Transponovanid matice vznikne z
tvodni matice tak, Ze fadky pivodni matice A tvoii sloupecky transponované matice A”. Pro
)

2 3
it
je transponovana matice
2 0
T _
A _[3 1].

Diky tomu, Ze transponovani neméni hodnotu determinantu, mtZeme matici, ze které de-
terminant pocitame, kdykoliv transponovat a pokracovat v eliminaci s tim, co byly ptivodné
sloupecky. Mizeme tedy transponovani vynechat a provadét elementarni tpravy i se sloupci.



Shrnuti pravidel pro eliminaci v determinantu:

1. Pokud matice B vznikne z A prohozenim dvou jejich riznych radkiu, plati det B = — det A.
2. Vznikne-li B z A vynasobenim fadku A konstantou «, plati det B = avdet A.

3. Vznikne-li B z A pfi¢tenim nasobku fadku A k jinému jejimu fadku, je det B = det A.

4. Vsechna tato pravidla plati i pro praci se sloupci. Napt. prohozeni dvou rtznych sloupecki
otaci znaménko determinantu.

Spocitame elimina¢ni metodou determinant

N N
S N W

1
2|.
1

Matici, ze které determinant pocitadme, pfevedeme na odstuprniovany tvar. Nejprve odecteme
prvni fadek od druhého. Pticteni ndsobku fadku k jinému fadku determinant nemeéni, dostavame:

2 31 2 31
2 7 2/=1|0 4 1.
1 0 1 1 0 1
Tteti fadek vynésobime dvéma:
2 31 2 31 12 3 1
2 7 2|=1]0 4 1 250 4 1},
1 01 1 0 1 2 0 2

. 1
tento krok musime korigovat vynasobenim —, protoze vynasobeni fadku konstantou zpusobi

vyndsobeni hodnoty determinantu touto konstantou. Ted od tfetiho Fadku odecteme prvni Fadek,
tato Uprava determinant neméni:

2 31 2 31 1231 123 1
272:0412504125041
1 01 1 01 2 0 2 0 -3 1

V poslednim kroku pri¢teme ke tfetimu fadku druhy radek vynasobeny -. Tato tprava opét

determinant neméni (pficteni nasobku fadku k jinému radku):

2 3 1 231123112311231
2.7 2[=0 4 1)=210 4 1j=2]0 4 1:504%.
101 1 o1 2 0 2 0 -3 1 00 7

Determinant odstupriované matice je roven soucinu prvkid na hlavni diagonale, dostavame

2 3 1
2 3 1] [2 3 1 2 3 1 2 3 1

1 1 1 1
2 7 2(=0 4 1=210 4 1j=c]0 4 1:504%252-4527
101 101 2 0 2 0 -3 1 00

Stejny vysledek jsme dostali v predchozi kapitole za pomoci Sarrusova pravidla. To je asi pro
matici 3 X 3 prijemnéjsi na vypocet nez eliminace. Vyhoda eliminace je v tom, Ze neni nijak
omezena velikosti matice a muZzeme tak pocitat i determinanty matic 4 x 4 a vétsich.



Maéame-li spocitat

01 2 3
1111
1 2 2 20
1 2 3 5

nemame v tuto chvili jinou mozZnost, nez eliminovat. Musime zacit vyménou radku, coz je krok,
ktery otac¢i znaménko, musime proto znaménko otocit zpatky:

012 3 1111
1111 (0123
122 27 |12 2 2
1 2 35 1 235

Ted miZeme minus jedna nasobek prvniho Ffadku pricist ke tfetimu a rovnou i ke ¢tvrtému
radku. Pfic¢teni nasobku fadku k jinému fadku hodnotu determinantu nemeéni, nemusime tedy
nijak korigovat:

01 2 3 1111 1111
1111 o123 0123
1222 1222 o111
1 2 35 1 2 35 01 2 4

V dalsim kroku pfi¢teme minus jeden krat druhy radek ke tfetimu a ¢tvrtému. Opét beze zmény
hodnoty determinantu:

01 2 3 1111 1111 11 1 1
1111 o123 o123 01 2 3
1222 1222 0111 |00 -1 =2
1 2 35 1 2 35 01 2 4 00 0 1

Vysledek je tedy 1 (soucin prvka na hlavni diagonéle; nezapomeneme na znaménko pied deter-
minantem).
1.3 Rozvoj determinantu podle fadku nebo sloupecku

Rozvoj determinantu je vlastné jiny pfepis definice determinantu, asi Sikovnéjsi na vypocet. My
jsme sice obecnou definici neuvadéli, vratime se ale k Sarrusovu pravidlu. Uvadeéli jsme totiz
aspon nasledujici obecny vztah pro vypocet determinantu matice B typu 3 x 3:

det B = b1,1b2,2b3 3 4 b2,1b3 201 3 + b3,1b1 202 3 — (b1,3b2,2b3,1 + b1,102,3b3,2 4 b1 2b2 1b3 3).
Vytkneme prvky prvniho fadku by 1,012, b1,3 a dostaneme
det B = by 1(b2,2b3 3 — ba 3b32) + b1.2(b3 1b2 3 — ba1b33) + b1,3(b2,1b3 2 — b2 2b31).

Piseme to takto proto, ze vyrazy v zavorkdch vypadaji jako kiizové pravidlo pro determinant

2 x 2. Znéazornéme si v matici prvni ¢len by 1 (b 2b33 — ):
bi1 b big
b1 b2
b3 1 b33

Na tento prvni ¢len mizZeme tedy pohliZet jako na soucin prvku b;; a determinantu 2 x 2,
ktery vznikne z puvodniho determinantu vypusténim prvniho fadku a prvniho sloupce (téch, ve
kterych lezi by ;):
b2 o

bs,3




Stejnym zpusobem by se daly interpretovat i zbyvajici dva ¢leny (pozor u druhého na znaménko).

7 davodi ilustrovanych predchéazejicimi vypocty zavadime pro matici A typu nxn nasledujici
znaceni: A; ; bude oznacovat matici typu (n — 1) x (n — 1), ktera vznikne z pivodni matice A
vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce. Jako tzv. algebraicky doplnék k pozici (i,j) pak
oznaéujeme &islo D; j = (—1)0F7) det A; ;. Mame-li matici

C =

— N

3
7
1

—_ O =

pak jako Ci 2 oznacujeme matici, kterd vznikne z C vypusténim 1. fadku a 2. sloupecku.
[ 4 0]

Cia=1, 1]

)

a prislusny algebraicky doplnék je

’ 11

2 3
C3’3:[4 7]

L (_1\(3+3) 2 3| _
D3,3 ( 1) det|:4 7:| 2.

Dy = (—1)0+? det [ 40 } = —4.

Napisme jesté tfeba Cs 3:
a prislusny doplnék je

Kdyz pouzijeme toto znaceni, mizeme psat misto
det B = b1,1(b2,2b3.3 — b2 3b32) + b1,2(b3,1b2.3 — b2,1b3.3) + b1,3(b2,1b3.2 — b2 2b3.1)
mnohem lépe zapamatovatelné
det B =01,1D11 +b12D12 + b1 3D 3.

Tento vztah se nazyva rozvoj determinantu podle prvniho fadku. Podle prvniho fadku proto, ze
algebraické dopliiky se nésobi postupné prvky by 1,b1 2, b1 3, jako bychom prochazeli prvni radek.
Miuazeme pouzit libovolny fadek a dokonce také libovolny sloupecek. Navic tento zptisob vypoctu
determinantu funguje na determinant libovolného typu. Vzdy projizdime cely pfislusny fadek
(nebo sloupec) a prvky nasobime odpovidajicimi algebraickymi dopliiky. Vysledky pak s¢itame.
Obecné pro matici A typu n X n vypada vztah pro rozvoj podle r-tého fadku takto:

det A = ar,lDr,l + ar,QDr,Q + o+ ar,nDr,n
Rozvoj podle s-tého sloupecku pak analogicky:
det A = al,le,s + a2,sD2,s +-+ an,sDn,s

Zminme jesté tzv. falesny rozvoj. Pouzijeme-li v rozvoji podle fadku (a podle sloupce by to
bylo stejné) prvky z jiného fadku nez dopliky, vyjde 0. Pro r # t plati

0= ar,lDt,l + ar,2Dt,2 +- ar,nDt,n-

Vratme se k determinantu

N DN
[eolE QNN
—_ N =



o kterém vime, Ze vyjde 7. Spocitali jsme ho Sarrusovym pravidlem a také eliminaci. Rozvojem
tohoto determinantu podle prvniho fadku dostaneme:

2 3

2 7 2 =2(-1)0+Y T2 13- |22 gya |2 ’ = 2.743-(=1)-04+1-(=7) = 7.
0 1 1 1 10

1 01

Muzeme zkusit jesté rozvoj podle druhého sloupce:

231 2 2 2 1 2 1

2 7 2| =3(-1)C+Y +7(=1)2 +0(=1)3+2 = 3-(=1)-04+7-140-(=1)2 = 7.

1 1 1 1 1 1 2 2

Dalsi determinant, ktery jsme jiz pocitali je

[
[NC NI
W N =N
TN = W

Kdyz aplikujeme rozvoj podle prvniho fadku, dostaneme

— = = O

111 111 111 1
=0-(-=)" 12 2 2/+1-(=1)'2|1 2 24+2(=)'3 |1 2 2[4+3-(-1)'H 1
2 3 5 135 1 25 1

NN
W N =

3
11
2 2
3 5

NN~ =

Takovyto rozvoj nam sice umoziiuje pouzit Sarrusovo pravidlo, které na pivodni determinant
matice 4 X 4 pouzit neslo, nicméné musime pocitat 4 determinanty matic 3 x 3, coz nezni Gplné
lakavé. Klicem k chytrému pouziti je prvni séitanec rozvoje odpovidajici prvku 0. Jakmile se
totiz v soucinu vyskytuje 0, je nula cely soucin a determinant nemusime vy¢islovat. Pro rozvoj
si proto vybirdme fadek nebo sloupec obsahujici co nejvice nul. Jesté lepsi je kombinovat obé
metody, které jsme si pro vypocet determinantu ukazali: eliminaci a rozvoj: pomoci elimina¢ni
metody si v néjakém fadku nebo sloupecku vyrobime co nejvice nul a poté tento fadek (sloupec)
pouzijeme pro rozvoj. V nasi matici nejprve pfi¢teme druhy fadek vynasobeny (-2) ke tfetimu
fadku (pfi¢teni ndsobku fadku k jinému fadku determinant nezméni) a pak napiSeme rozvoj
podle tretiho rfadku:

01 2 3 0 1 2 3

1 2 3
1 111 _ 1 1 11 :71(_1)(34_1) 11 1l
1 2 2 2 -1 0 0 0 2 3 5
1 2 3 5 1 2 3 5

Cleny néasobené (modrymi) nulami uz jsme nepsali. Takto se ndm podafilo pomoci kombinace
eliminace a rozvoje pomérné jednoduse matici, ze které pocitdme determinant, zmensit z 4 x 4
na 3 x 3. Determinant pak uz muzeme spocitat Sarrusovym pravidlem. Mazeme také pokracovat
v podobnych tpravach jako pfed chvili. K druhému faddku pfi¢teme (-1) nasobek prvniho a ke
tFetimu (-2) ndsobek prvniho. Ani jedna tato tprava hodnotu determinantu nezméni. Dostaneme

0123 |0 12 3 L 9 3 1 2 3
1111 (1 111 gy __lo -1 -

- = 1(-1)B|1 1 1=—|0 -1 2.
1222 [-1 000 5 3 5 0 —1 -1
1235 |1 235



Z toho tvaru se asi vyplati dodélat eliminaci: odec¢teme druhy fadek od tietiho:

?ifi’ ?1?‘;’ 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1222:71000:4(—1)(3*1)111:—0—1 —2l=—l0 -1 —2|/=1.
2 35 0 -1 —1 0 0 1

1 235 1 2 35

Determinant odstupriované matice jsme spocitali jako sou¢in prvkt na diagonale. (Nezapomen-
eme na znaménko minus pied determinantem.) Mohli jsme také misto dokonceni eliminace pouzit
rozvoj podle prvniho sloupecku:

2 3/ |0
1 |1
2~ |-1
50 |1

— = = O
NN = =
W N
N O ==
w o~ N
gl O = W

Il
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N = =
w = N
Tl =W
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1.4 Vyuziti determinantu
1.4.1 Determinant a linearni(ne)zavislost

Vidéli jsme, jakym zptisobem mtzeme vycislit determinant pomoci eliminace. Pfi eliminaci je
pritom v riiznych souvislostech dtilezité, zda vyjde nulovy fddek nebo nevyjde. Méame-li matici
A typu n X n a pfi eliminaci nevyjde nulovy fadek, vime, ze h(A) = n. To znamena, ze fadky
matice A jsou coby aritmetické vektory linearné nezavislé. Nemame-li v matici v odstupnovaném
tvaru nulovy fadek, znamena to, Ze vSechna ¢isla na hlavni diagonale jsou nenulova. Nenulovy
je tak i jejich souéin, ktery je roven determinantu. Matice A méa tedy nenulovy determinant.
Nevzniknuti nulového tadku je dilezité pii vypoctu inverzni matice. Takovd matice mé inverzni
matici a nazyva se regularni. Obracené, vznikne-li pfi eliminaci v matici B typu n x n nulovy
fadek, znamena to, ze h(B) < n a fadky matice jsou coby aritmetické vektory linedrné zavislé.
Protoze v odstupriovaném tvaru takové matice je na diagonale urc¢ité nula, je determinant takové
matice roven nule. Matice také nem4 inverzni matici a je tzv. singularni. Pro matici A typunxn
tedy nastavaji dvé moznosti a uvedené vlastnosti jsou ekvivalentni:

e h(A)=mn,det A #0, A je regularni,
e h(A) <n,det A =0, A je singularni.

Determinant mtizeme pouzit k rozhodnuti, zda je matice regularni nebo singulérni. Pomoci
determinantu miZeme také zjistoval linedrni zavislost a nezavislost skupiny n vektort z prostoru
R™. Mame-li rozhodnout o linearni zavislosti a nezavislosti vektorii (na R?) a = (1,2,3),b =
(2,0,2),¢ = ( ), muzeme postupovat také tak, Ze spocitdme determinant matice, jejiz
radky tvori zkoumané vektory. Bude-li determinant 0, je dana skupina linedrné zavisla. A bude-li
determinant nenulovy, jsou vektory linedrné nezavislé. Protoze

12 3
2

0 =0,

jsou nase vektory linedrné zavislé (opravdu, a — b+ ¢ = o).

1.4.2 Determinant a inverzni matice

Souvislost mezi determinantem a inverzni matici jsme ¢asteéné popsali uz v predchozi kapi-
tole: regularni matice maji nenulovy determinant, singuldrni matice maji determinant 0. V této
kapitole si ukazeme, ze pomoci determinantu lze dokonce inverzni matici spocitat. Zatim pro
nalezeni inverzni matice pouzivame algoritmus Gaussovy-Jordanovy eliminace.



V ¢&4sti o rozvoji determinantu jsme zavedli znacdeni, které ted budeme také potfebovat: pro
matici A typu n x n znac¢ime A;; matici typu (n — 1) x (n — 1), kterd vznikne z ptvodni
matice A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce. Jako tzv. algebraicky doplnék k pozici
(i,j) pak oznacujeme é&islo D;; = (—1)(%7) det A; ;. Kazdé pozici v matici mizeme ptiradit
tento algebraicky doplnék. Uz jsme spocitali, Ze k matici
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Do = (=) det [ 10 } =—4
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a - -
L (_1\(3+3) 2 3| _
D573 ( 1) det _ 4 7 | 2.
Déame si tu praci a dopocitame zbyvajici dopliky:
D1 1= (—1)(1+1) det 70 = 7,
’ |11
Dyz = (=) det [ ‘11 I } = -3,

D2 1= (—1)(2+1) det
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D22 = (—1)(2+2) det |: i i :| = 1,
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D23 = (—1)(2+3) det |: i :i :| = 1,

_ (134D s Ly _
D371 ( 1) det |: 7 0:| 7,

(1342 2 1) _
D372 ( 1) det|:4 O:| 4.

Vsechny tyto dopliikky usporfadame do matice, oznacme ji tieba D:

Dl,l D172 D173 7T —4 -3
D= D2,1 D272 D2,3 = -2 1 1
D31 D3 Ds3 -7 4 2

Da se ukazat, ze plati
c! ! _pr

~ detC
Pfipometime, ze DT je tzv. transponovand matice k D a vznikne zdménou Fadkia a sloupct
puvodni matice D. Spocitame jesté det C = —1 a mizeme psat
T
1 1 7 —4 -3 7T -2 -7 -7 2 7
-1 Df=— | -2 1 1| =—| -4 1 4|=| 4 -1 —4

det C Ly o 3 1 2 3 -1 -2



Vynasobenim C a C~! snadno provedeme zkousku. Naznaéme timto nasobenim v obecnjch
maticich, pro¢ to takto funguje.

1 1 1,1 €12 €13 Di1 Doy Ds;

—1 T
c.c =¢C- ot C D" = TotC | @1 22 s |- Dy Dsp Dsp
€31 €32 €33 Dy3 D23 Dsgs

Vysledkem by méla byt jednotkova matice. Spocitame, co bude ve vysledku na pozici (1,1).
Matice nasobime klasicky "fadek krat sloupec”. Na pozici (1,1) ve vysledku bude tedy
L (c11D11 4 e1aDrs + c1sDis)
—(c c c .
Jetc Lt caaie + ezl
Vyraz v zévorce je rozvoj determinantu matice C podle prvniho fadku, je proto roven det C a
dostavame

1 det C
—— (e11D D Dya) = S
dorc Pt caDig+esDig) = qom =1,

coz odpovida jednotkové matici. Uplné stejné by se ovéiily pozice (2,2) a (3,3). Na ostatnich
pozicich vyjde tzv. falesny rozvoj, o kterém jsme jiz zmirniovali, Ze je roven nule. Opravdu tedy
vychéazi jednotkova matice.

Dany vysledek se da zformulovat obecné: pro regularni matici A typu n X n spocitame
inverzni matici jako

-1 _ L DT’
det A

kde D je matice algebraickych doplink® k matici A. Vime, ze reguldrni matice maji nenulovy
determinant, takZe determinant ve jmenovateli je v pofadku. Poznamenejme ale, Ze tento vzorec
ma spise teoreticky vyznam jako explicitni vyjadfeni inverzni matice. Z vypocetniho hlediska je
pro matice vétsi nez 2 X 2 méné pracné pocitat inverzni matice eliminaci. Radsi budu pocitat
jednu (Gaussovu-Jordanovu) eliminaci matice 4 x 4 nez 4 - 4 = 16 dopliikti neboli determinantt
matic 3 x 3.

1.4.3 Cramerovo pravidlo

Podivejme se nyni na TeSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic A - x = b. Pokud se
jedna o soustavu se ¢tvercovou regularni matici, lze sloupec neznamych « pfimo vyjadrit jako
x = A~ . b. Za inverzni matici pfitom muzeme dosadit dle piedchozi sekce A~! = Tt A D" a
e
dostaneme )
T
T = D" -b.
det A

Pokracujme dale jenom pro soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé s regularni matici A:
ain a2 | x| _ | b
az1 Q22 Y b

T
Al 1 DT — 1 Di1 Dio _ 1 Di1 Doy
det A det A | D2y Da3 det A | D12 Dap |’

pro feseni soustavy dostaneme

1y 1 Diy Doy | [ b | _ 1 D161 + Do 1o
det A D172 D2,2 bo det A D1,2b1+D2,2b2 ’

Protoze

xr =
Neznama x z prvniho radku je

1
= —— (D11b1 + D3 1b2).
T detA( 1,101 + Do 1b2)



Vyraz v zévorce napravo vypada jako rozvoj determinantu podle prvniho sloupecku. Misto
puvodnich prvk® matice jsou tam ale ¢isla z pravé strany soustavy by a bs. Jedna se tak o rozvoj

b1 a2

podle prvniho fadku determinantu matice A, = [ ], ktera vznikla z ptvodni matice

by az2
A vyménou jejiho prvniho sloupce za sloupec nezndmych b. Na dopliky k uvedenym pozicim

tato vyména nemad vliv. Neznamé z je tedy vyjadrena jako

det A,

 detA

Zcela analogicky dostaneme
_ det A,

Y= et A

kde matice A, vznikla z matice A vyménou jejiho druhého sloupce za sloupec nezndmych

aiq b o o . . .
b: Ay, = [ L1 bl } Zde zalezi na poradi neznamych — poradi coby soufadnice ve vektoru
az1 02
Y x , v P g . .. .
neznamych x = . Pro vypocet prvni nezndmé z nahrazujeme v matici prvni sloupec a
(Y

dostaneme matici A, a pro vypocet druhé neznamé y nahrazujeme v matici druhy sloupec
a dostaneme matici A,. Toto vyjaddfeni neznamych jako podilu dvou determinantii se nazyva
Cramerovo pravidlo. Podminkou je regularnost matice A, ktera zajisti nenulovost determinantu
ve jmenovateli. Pro soustavy se singuldrni matici Cramerovo pravidlo uzit nelze.

Cramerovo pravidlo se da formulovat pro libovolné velkou soustavu: Je-li A - & = b sous-
tava linedrnich rovnic se ¢tvercovou reguldrni matici soustavy A, plati pro i-tou slozku vektoru

neznamych x:
_ det Az

T, =
" detA’
kde matice A; vznikne z matice A vyménou jejiho i-tého sloupce za sloupec pravych stran b.

Pomoci Cramerova pravidla vyfesime soustavu zadanou

1 1 1 x 4
1 2 -1f(-|lyl|l=11
1 -1 3 z 2
Determinant matice soustavy je nenulovy (det A = —2), takZze matice soustavy je reguldrni.

K vypoctu prvni neznamé x budeme v Citateli potfebovat determinant matice, ve které prvni
sloupec nahradime sloupcem b:

4 1 1
1 2 -1
. 2 -1 3 _ 10 _ s
1 1 -2
1 2 -1
1 -1 3




Nahradime-li v matici A druhy sloupec, mtizeme spocitat druhou nezndmou y:

1 4 1

11 -1

1 2 3 —10
1 1 1 -2
1 2 -1
1 -1 3

1 1
1 2 -1
1

I kdyz i Cramerovo pravidlo mé svoje uplatnéni, podobné jako u vypoctu inverzni matice
palti také zde, ze pro bézné vypolty je vyhodnéjsi pouzivat eliminaci. VSimnéme si, ze pro
vyfeSeni predchozi soustavy jsme museli spocitat 4 determinanty z matic 3 x 3. To je jednak
pracné a jednak pfi ruénim vypoctu dost néchylné na pocetni chyby.



1.5 Piiklady

1. Spocitejte determinanty

3 5
@15 9
319
) |1 0 3
3 6 2
113 2
11 2 2
© 1 6 2 9
20 3 1
1 -1 3 2 1
1 3 2 2 1
@ 6 2 2 1
2 0 3 1 1
1 3 3 —2 1

2. Vyfeste rovnice a nerovnice:

x 4
(a‘) 1 T _0
r 1 2
(b) 12 1 z|=0
1 1 2
x x 0
()2 1 z[>0
-1 1 2

(a)

1 3
a=li 7]
(b)
3 2 -1
B=|11 0
11 3
4. Pomoci Cramerova pravidla vyteste
(a)
rz+2y=>5
20 — 2y = =8
(b)
r+y+z=1
rT+2y—z=2

20 +3y+32=1



Reseni:
Doporucuji vyzkouset WolframAlpha a

determinant {{3,1,9},{1,0,3},{3,6,9}}

1. (a) 32
(b) O
(c) -15
(d) -12
2. (a) Nejprve spocteme determinant. Determinant s parametrem (ktery je nezndmou v

zadané rovnici) vypocitdme naprosto standardnim zptsobem. Mame nasobit prvky
na hlavni diagonéle: z - x = z? a celj determinant je dle kiizového pravidla 2% — 4.
Resime tedy rovnici 22 — 4 = 0. Vysledek je x = +2.

(b) r1 = 1,$2 =2

(c) =€ (=1,0)
1 7T =3
-1 _ +
3. (a) A —4[_1 1}
3 -7 1
b)yB1l=-|-3 10 -1
0 -1 1
4. (a) z=-1,y=3
1 2
(b) 35:2721: z -5



