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1 Komplexni éisla

1.1 Prehled zakladu ¢iselnych mnozZin
Pfi vypoctech se pouzivaji tyto mnoziny (obory) ¢isel:

e Pfirozena ¢isla- N, N={1, 2, 3,...}
Na této mnoziné ¢isel jsou proveditelné operace sc¢itani a nasobeni. Po vykonani téchto
operaci se opét obdrzi prirozené ¢islo. Mezi prirozena cisla se mtze také prirfadit nula.
Tato mnozina se pak oznacuje Ny = N U {0}.

e Celadisla-72,2={..., -3, =2, —1,0, 1, 2, 3, ...}

Na této mnoziné jsou proveditelné operace sc¢itani a nésobeni, stejné jako u mnoziny
prirozenych ¢isel N. Navic je bez omezeni proveditelna operace od¢itani. Déleni je proveditelné
jako déleni se zbytkem. Po vykonani téchto operaci opét obdrzime celé cislo.

e Racionani ¢isla - QQ, Racionalni ¢islo Q je kazdé ¢islo, které lze zapsat v zakladnim tvaru
p/q, kde p je libovolné celé a ¢ libovolné pfirozené ¢islo (vyjma 0).

Proveditelné jsou operace sc¢itani, odcitani, nasobeni a déleni, neboli zdkladni raciondlni
operace. V tomto oboru, jsou fesitelné vSechny lineadrni rovnice. Zapis racionalniho cisla
je mozny jako desetinné cislo s ukonc¢enym desetinnym rozvojem nebo s neukoncenym ale
periodickym desetinnym rovojem.

Pifklad: 32 = 8,325, £ = 9.7, =% = —1,714285,
P1i feSeni nelinearnich rovnic, napt. z.x = 2 je mozné dokéazat, Ze r nemda v oboru

racionalnich ¢isel Teseni, proto se zavadeéji iracionalni cisla

e Iracionalni ¢isla - I jsou ¢isla, kterd nejdou vyjadrit zlomkem dvou celych ¢isel. Tato
¢isla jsou ale jsou fesenim néjaké nelinearni matematické rovnice nebo vysledkem souctu
nekonec¢né posloupnosti ¢isel. Rozlisuji se na

— algebraicka - jsou feSenim rovnic vyssiho Fadt, napi.: v/2
— transcendentni - ty ostatni, patfi se napt. m nebo e.
e Realna ¢isla - R jsou sjednocenim mnoziny racionalnich Q a iracionalnich ¢isel I. Pokry-

vaji celou redlnou osu. Ptesto nejsou schopna pokryt vSechna mozné feseni algebraickych
rovnic, jako napt: 2 + 1 =0

vvvvv

sinz =5

Priklad 1: Urcete, do jakého oboru patii ¢islo: a) 5; b) —6; ¢) 0; d) 8,521; e) —7,8211556442;

4,654
f) V55; g) v/7; h) 5 — jm; i) 55 h) Vo —T;

Reseni: : Do pfirozenych ¢isel N patii jen a). Do piirozenych é&isel s nulou Ny patii varianta
a) a c). Do celych ¢isel Z patii a), b) a ¢). Do raciondlnich ¢isel Q patii a), b), c), d) a e).
Vedle nich do iracionalnich ¢isel I dale nalezi f) a g), kde f) je ¢islo algebraické a g) je ¢islo
transcendentalni. Dohromady do redlnych ¢isel R patii a), b), ), d), e), f) a g). Do komplexnich
¢isel patii ¢islo h). Cislo i) m4 imaginarni jednotku ve jmenovateli, proto je nutné ¢islo nejprve
vytesit, potom ho 1ze popsat jako komplexni ¢&islo. Polozka h) neni ¢islo, ale vyraz.
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1.2 Definice a zapis komplexniho ¢isla

Komplexnim ¢&islem rozumime kazdy prvek z mnoZiny C = R xR = R?, tj. kazd4 uspotfadana
dvojice z = [z;y], kde ¢isla x a y jsou &isla redlné. Zavadi se tzv. komplexni rovina, kazdé
komplexni ¢islo je tak prvkem této komplexni roviny. = je redlna ¢ast a y je imaginarni cast
komplexniho ¢isla. Komplexni rovina je vyznacena redlnou a imagindrni osou, které se protinaji
v pocatku O = [0; 0]. (viz obr. 1 a 4).

Komplexni rovina se dale rozdéluje na ¢tyfi kvadranty (opét obr.4)

I : Redlna a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla je kladné.
IT : Redlnéa je zadporna a imaginarni kladna.
III : Redlna i imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla jsou zaporné.

IV : Reélna c¢ést je kladna a imaginarni zaporna.

Im
j=r
Im L z=[xY] o el
y 0 Re
9\ =
0 x Re
Obréazek 1: Komplexni ¢islo v roviné Obrazek 2: Operace s konstantou j
Komplexni ¢islo se zapisuje jako:
e Algebraicky tvar: z = [z;y]
e Slozkovy tvar: z =z + jy
kde j je imagindrni jednotka, ktera je definovdna vztahem j? = —1. V praxi je mozné

se setkat i se symbolem 7, v elektrotechnice se tento nepouziva kvili mozné zaméné se
symbolem proudu. Imaginarni jednotka se zapisuje v algebraickém tvaru komplexniho
¢isla jako j = [0; —1]. Tyto dva zapisy pouzivaji kartézské soutadnice komplexniho ¢isla
v komplexni rovineé.

e Goniometricky tvar: z = |r| (cos ¢ + jsiny)
Vyznam r a ¢ je na obrazku 1. r je modul nebo absolutni hodnota komplexniho ¢isla a
vyjadiuje vzdalenost z od pocatku. ¢ je whel nebo argument komplexniho ¢isla.

e Exponencidlni tvar: z =7 - exp (jp) =1 - /¥

Exponencidlni tvar mizeme povazovat za zkracenou formu goniometrického tvaru. Tyto
druhé dva zapisy pouzivaji poldrni souradnice komplexniho ¢isla v komplexni roviné

Dalsi pouzivany zapis komplexniho ¢isla, ktery obsahuje modul a ihled (napf. v anglosaské
literatufe), je tento poldrni nebo Steinmetziv tvar: z = rZp
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1.2.1 Neékteré operace s imaginarni jednotkou j

Geometrické vyjadieni v komplexni roviné je na obr: 2.

j=0;1]=0+j=1-¢2
PP=jj=[-10=-1=1-¢"
P=jjj==1-j=00; =1]=0—j=1-e73
jl=j-jjj=—1--1=[1;0=1=1-¢"
PP=j-j-jji=1-j=j
R S S B

Jg o7 J -1

1 1
j_2:f:—:_1

Jg -1

U komplexniho ¢isla déle uvadime nasledujici pojmy:

komplexni éislo: =+ jy prox #0 ay # 0

imaginarni ¢islo: z + jyprox =0ay #0

realné Cislo: x+ jypror #0ay =0

realna ¢ast kompexniho ¢éisla: z, znaci se Re

imaginarni ¢ast kompexniho é&isla: y, znaci se Im. Imaginarni ¢ast neni jy, ale jen samotné
y bez imaginarni jednotky. Proto se povazuje jak realné tak imaginarni ¢ast za realné cislo.

1.2.2 Zakladni operace s komplexnimi Cisly - kartézské

Jsou dany komplexni ¢isla z = x + jy, 21 = x1 + jy1 a 20 = 9 + jys (slozkovy tvar zépisu)

ntzm=a1+ g+ T+ jre =1+ 22+ 5 (11 +y2)
21— 2 =1+ Jy1 _<$2 +jy2) =T — X2 +j(y1 —yz)

22 =X To+ Ty JYa+ To JYr — Y1 Y2 = T1 T — Y1 - Yo+ J(T1 - Yo + X2 - Y1)
S mitgy wmHjyn Te— gy w1 T+ Y-y +J (02 yr — 21 y2)

21
22

Tyt jya a2+ ye To— jya 3+ Y3

1.2.3 Zakladni pocetni zakony pro komplexni éisla

Pro libovolna komplexni éisla z; = [zx; yx), kde k = 1,2, 3, plati pro dosud uvedené operace s
komplexnimi ¢isly nasledujici pravidla:

Asociativni zakon pro s¢itani: (z; + z2) + 23 = 21 + (22 + 23)

Asociativni zdkon pro nasobeni: z; - (29 23) = (21 - 22) - 23

Komutativni zakon pro séitani: z; + 2o = 20 + 21

Komutativni zakon pro nasobeni: z; - 20 = 25 - 21

Distributivni zakon: (z; + 23) 23 = 2123 + 2223
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Existence nulového prvku: 0= [0;0] = 0 + 50, pro ktery plati z + 0 = z pro libovolné ¢islo
z komplexniho oboru.

Existence jednotkového prvku: I = [1,0], pro ktery plati zI = z pro libovolné ¢islo z
komplexniho oboru

Existence inverzniho prvku: %2 = [/z k prvku z, pro ktery plati zZ = I pro libovolné ¢islo
komplexniho oboru vyjma z = 0.

1.2.4 Komplexné sdruzené ¢islo

Pouziva se pro rizné vypocetni operace. Zakladni definice komplexné sdruzeného c¢isla z* ke
komplexnimu ¢islu z ve slozkovém tvaru:

2= (r+jy) =v—jy ()

Nekteré diilezité matematické operace s komplexné sdruzenymi ¢isly:

z24+2"=2-z (6)

2z 2 =2 4y (7)

(21 + 22)" =27 + 25 (8)
(21— 22)" = 2 — 23 (9)

Priklad 2: Jsou dany dvé komplexni Cisla z; = 3+ j5 a z5 = 2 — j2. Urcete soucet z; + 23,
rozdil z; — 2o, soucin z; - 25 a podil 2z : 25 obou komplexnich cisel.

Reseni:
soucet

21+ 20=3+70+2—-32=5+33
rozdil

21— 2=34+755—-2+72=1+47
soudin

z1-20=(34+75)-(2—4j2)=34+10— 76+ 510 =16 + j4

podil

A _ 3445 2472 6-104j10+j6_ —4+j16_ 1
 2-42 2142 1+4 - s 3"/

1.2.5 Absolutni hodnota komplexniho ¢isla

Absolutni hodnota komplexniho cisla r, nékdy také modul je definovana jako vzdalenost Cisla
v komplexni roviné od pocatku (obrazek 1). Vypocet ze slozek z a y se provede pomoci

Pythagorovy véty:
r=+vx2+y?=vzz (10)

r je hodnota, ktera je vzdy kladna r > 0, pokud neni komplexni ¢islo umisténo v pocatku.
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Im Im x‘t
z Im
Y g J Zq
| 11 I 1 2, +2
< Y1+ Yo e ;--1 2
i Y 2 '
@ 0 (1 o
o[\ @/ X Re Re 5
0 X1 P12 Xp Re
- ; ! ! !
III IV yyl 02 L X + Xo
_y P K:- Z* ' 2

Obrazek 3: Komplexns Obrazek 4: Rozdéleni kom- Obrazek 5: Soucet komplexniho ¢isla
sdruzené ¢islo v roviné plexni roviny na kvadranty v exponencidlnim tvaru

1.2.6 Uhel komplexniho é&isla

Uhel komplezniho &isla o (jiny nazev: argument komplezniho ¢isla nebo fazovyj uihel) se definuje
jako tthlova odchylka mezi spojnici od pocatku ke komplexnimu ¢islu a realnou osou. Kladny
smér uhlu je proti sméru otaceni hodinovych rucicek. (obr.1). Velikost thlu se uvadi ve stupnich
(béznéjsi jednotka, proto nazornéjsi) nebo v radidnech (funguji v tom vypocetni programy,
zékladni jednotka SI pro rovinny uhel).

Hodnoty pro thel se uvadéji v intervalu ¢ = (—m; 7) pfipadné ¢ = (0; 27)

Uhel komplexniho &sla se pocita pomoci goniometrické funkce arctg. Podle kvadrantu, ve
kterém se nachézi komplexni ¢islo, plati nasledujici vzorce.:

kvadrant I. a IV. : Plati Re(z) > 0, Im(2) € R
v = a:fctgg (11)
x
kvadrant II. : Plati Re(z) < 0, Im(2) > 0
)
p = arctg=+ 7 (12)
x
kvadrant III. : Plati Re(z) < 0, Im(z) <0
Y
Y = arctg=— 7 (13)
x
Vzhledem k periodicité thlu ¢ je mozné thel ze tietiho kvadrantu pocitat jako z druhého.

Pro piimy vypocet bez rozliSovani kvadranti:

Y

SRR

p = 2 arctg
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1.2.7 Vypocet slozkového tvaru z exponencialniho

Na zakladé definice modulu a argumentu plati:

T =7-cosy (15)
y=r-sinp (16)

1.2.8 Zakladni operace s komplexnimi ¢isly - goniometricky a exponencialni tvar

Soucet, rozdil nelze s koeficienty v polarnich soufadnicich, tedy s modulem a tthlem konat
pfimo. Vzdy se prevadéji do slozkového nebo algebraického tvaru.

Soucin, podil, mocnina, odmocnina jsou operace, které se s modulem r a thlem varphi
(goniometricky, exponencidlni tvar) provadéji jednodussim zpisobem neZ s redlnou slozkou x
a imaginarni slozkou y (slozkovy nebo algebraicky tvar).

Opét jsou zavedeny komplexni ¢isla z = r.e/?, z; = r1.6/?! a 25 = ry /2 (exponencidlni
tvar zapisu)

2129 = (7“1 -ejwl) . (7’2 . ej“”) = 7y -1y el P1He2) (17)
aa_n 'e]:w N ) (18)
29 Ty - eJ¥2 9
2" =rl.e"t (19)
Z* = (r-ej@)* =r.e ¥ (20)
2ot =rel? e = pop TR = 2 = g2 42 (21)

v, 4T 2T v v , v
Priklad 3: Pro z; =2e776 a 29 = 1e773 urcete soucet z; + 25, rozdil z; — 25, soucin 2; - 2o
a podil z; : 2.

Reseni:
soucet Nejprve se ¢isla pfevedou do slozkového tvaru:

21:2e_j%:2-cos<—%>+j~2-sin(—%>:\/g—j

L 1 3
29 =1e"73 :1-cos<—g> —i—j~1-sin(—g> :§_j§
Nyni zbyva cisla secist:
1 3
zl+22:\/§—j+§—j§:2,232—j1,866

rozdil Pouzije se prevod do slozkového tvaru z predchézejici ¢asti prikladu

1 3
21— %2 =\/§—j—§+j§ =1,232 — j0,134
soudin
21 R = 2775 . 1e775 = 2e<_j%_j§) —92¢773
podil

- T

z 2776 2 o ,
4

) le 73 1
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1.3 Komplexni c¢isla v Matlabu nebo Octave

MATLAB je komerc¢ni matematicky systém firmy MathWorks, ktery je dostupny v pocitacovych
ucebnach fakulty, véetné AP11. Octave je obdobny matematicky systém, ktery je volné dos-
tupny pod licenci GNU, lze ho volné stahovat a instalovat. Mezi témito systémy funguje vysoka
mira komatibility.

Vypocty s provadéji u obou systémi z prikazové radky. Lze zapsat ¢islo, matematicky vyraz
s Cisly, vestavénou funkci, m-soubor, do identifikdtoru proménné priradit ¢islo nebo jiny identi-
fikator proménné, ktery ¢islo obsahuje. Piikazem lze vykreslit priubéh funkce, ulozit do souboru,
¢ist ze souboru. m-soubor je Cisté textovy soubor, ktery obsahuje posloupnost piikazii, které se
jinak zadavaji na prikazovou radku.

Po zadani piikazu a potvrzenim klavesou enter se ihned provede vypocet, jehoz vysledek
se zobrazi pod ptikazovy tadek. Za vypoctem se zobrazi novy prikazovy radek. Pokud se za
prikaz vlozi stfednik ;, vypocet se neprovede, zobrazi se jen novy prikazovy radek. Miize se tak
zadat nékolik fadka bez provedeni vypocti. Neprovedené vypocty se potom provedou, pokud
se zapiSe na radek prikaz bez stfedniku a potvrdi se stiskem klavesy enter.

V obou systémech je mozné pocitat i s komplexnimi ¢isly. Ty se zadavaji jako samostatné
¢islo v prikazu (vzorci), jako proménné, se kterymi lze provadét provadét vSechny povolené
matematické operace. Vzhledem k tomu, ze MATLAB ani OCTAVE nejsou orientované na
elektrotechniku, jako imaginarni ¢islo se zadava i nebo I. Kromé toho jsou v obou systémech

vz

dalsi vestavéné konstanty, nejpouzivané€jsi je m, kterd se zadava jednoduse jako pi.
e Zadani cisla jako proménné: z1=5+4i; z2=2*exp(i*2*pi/3);
e Zakladni operace s ¢islem nebo proménnou: 5+3; z1/z2; z3=z1/z2; (3+5i)/(2-21);
e vystup je vzdy slozkovy tvar

e Neékteré komplexni i redlné funkce: realna ¢ast komplexniho ¢isla real(z1), imaginarni
¢ast komplexniho ¢isla imag(z1), komplexné sdruzené ¢islo conj(z1), modul (absolutni
hodnota) abs(z1), argument (Ghel) angle(z1),

e Redalné funkce dtlezité pro vypocty s komplexnimi ¢isly: goniometrické funkce, napt.:
sin(r1l),cos(rl),atan2(yl,x1), odmocnina sqrt(rl), atd.

Pro spravny zapis funkce s proménnymi v MATLABu nebo OCTAVE je mozné jejich spravné
pouziti overit piikazem help + arg, napf.: help sin nebo help atan2

1.4 Komplexni ¢isla - neresené priklady

Priklad 4: Prevedte ze slozkového tvaru komplexniho ¢isla na exponencidlni. Argument
uvedte v radidnech.
a) 5+ 712; b)5—7412; ¢) —12445; d)3+j4; e)3—j4; f)12+755; g) 12— j5;
h) —4 —j3; 1) —4+ j3;
ReSeni: a) 13-/ 1170 b) 13.e77L176; ¢) 13.e727468; () 5.7°0.9273; ) 5.77:0.9273; f) 13. £7°0,39479,

g) 13- e—i0,39479. h) 5 - 24981, )5 -2,4981

Priklad 5: Prevedte ze slozkového tvaru komplexniho ¢isla na exponencidlni. Argument
uvedte v radidnech.
a)3—7j2; b)2+4+352; ¢)1+52; d) —5+52; e —4+52; f) —3—32; g)2—j2; h)
1—72; 1) —=2—412; j) =2+ j12;
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ReSeni: a) 3,6056 - e77098; b) 28284 - /' 078%4; ¢) 22361 - /L1071, d) 53852 - ¢/ 276LL; ¢)
44721 - 26719, £) 3 6056 - e~ 235%; g) 2 8284 =7 0TS, ) 2 2361 - =310 §) 12,166 - €917,
1) 12,166 - e/ 7359;

Priklad 6: Prevedte ze slozkového tvaru komplexniho ¢isla na exponencidlni. Argument
uvedte v radianech.

a) —4,544 — j5,656; b) —8,84 — j5,656; c¢) —1,212 4 j3,656; d) —6,54 + j5,144; )
—4,544 + j5,633; ) —8,84 4 j7,554; g) —2,311 — j5,656; h) —1,212 — 55,656;

ReSeni: a) 7,2552 - ¢ 722176, b) 10,495 - ¢ 7056918, ¢) 38517 . oI 18909, ) 8 3206 - e/ 24751, ¢)
7,2373 - 722196, £) 11 628 - oI 24385, g) (1099 - 0198, 1) 5 7844 . o318,

Priklad 7: Prfevedte z exponencidlniho tvaru na slozkovy
a) 9¢/5;  b) 0,5¢75; «c) lefi; d) 2e95; e) 3¢96; f) 4eli; g) 5els;  h) Teld; i)
6e’s; ) 8el2

Reeni: a) 4,5+ ;7,7942; b) 0,43301 + j0,25; ¢) 0,70711+ j0,70711; d) 14 1,7321; €) 2,5981 +
71,5 £) 2,8284 + j2,8284; g) 2,5 + j4,3301; h) 4,9497 + j4,9497; i) 5,1962 + 53; j) 0 + j8;

Priklad 8: Prevedte z exponencidlniho tvaru na slozkovy ,
- 27 - - 270 - T ;2T
a) 3,14159¢795;  b) 1,101e795; «¢) 1,234e7%; d) 2,342¢775; ) 2,164 73 ; )
5244¢77%; g) 8,122¢79%; h) 9,15¢795; i) 11,62¢ 795 ; j) 1,141e773

Reeni: a) —1,5708—j2,7207; b) 0,5505 — j0,95349; ¢) —0,617— j1,0687; d) 1,171 — j2,0282; e)
—1,082—j1,8741; f) 2,622 — j4,5414; g) —4,061 — j7,0339; h) 4,575 — j7,9241; i) —5,81 — §10,063;
i) 0,5705 — 50,98813;

Priklad 9: Prfevedte z exponencidlniho tvaru na slozkovy
a) 5e™% b)) V3e % c) 20772 d) 1le 10 e) 1,5e7Y ) V2et24 g) 2,5¢77%  h)
9p+73,14

Regeni: a) —2,0807 — j4,5465; b) —0,72079 — j1,5749; c) —0,83229 — j1,8186; d) 0,070737 —
70,99749; €) 0,81045 — j1,2622; f) —1,0428+ j0,95525; g) —1,0404 — 52,2732; h) —2 — 50,003185;

Priklad 10: Prevedte z exponencidlnfho tvaru na slozkovy (thel je zaddn v radidnech)
a) 19,2¢7%52;  b) 21,5732, ¢) 2,54e/742;  d) 2,21e725% o) 3,45¢83%% ) 6,55¢/70%  g)
7,12¢7%%%  h) 14,89¢7%%; i) 11,3582

ReSeni: a) 19,157+ j1,2904; b) —20,141+ 57,524 ¢) —1,7825 — j1,8095; d) —1,5537+ j1,5717;
e) —0,73024 + 53,3718; f) 4,5551 + j4,7068; g) 1,6913 — j6,9162; h) 1,0665 — j14,852; i) 10,06 —
75,2554;

Priklad 11: Spoctéte do slozkového tvaru a zobrazte vysledek do grafu v komplexni roviné
1+ 1— 1 1 2 2 1 1
a ;b o C - d e ) ——; —— h) ——; i
)= Vi35 9175 Y137 93=7 Va7 ®7=% W=
2] .02
— i) 5
2+

2—
ReSeni: a)0+;1;b) 0—41;¢c) 0,5+50,5; d) 0,5—30,5; e) 0,8+;0,4; f) 0,8—50,4; g) 0,2—j0,4;
h) 1 —j1;1) —0,4 + 50,8; 1) 0,4 + 50,8;

Priklad 12: Spoctéte do slozkového tvaru a zobrazte vysledek do grafu v komplexni roviné
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1 1 N Y
g) W; h) W; i) <E>a j) <m>,

Reeni: a) 0,48 + j0,64; b) 0,48 — j0,64; ¢) —0,28 + j0,96; d) —0,28 — j0,96; €) 0,5 + jO; f)
—0,5 +j0; g) 0 — 50,5; h) 0+ j0,5; i) 0 4 j0,5; i) 0 — 50,5;

Priklad 13: Spoctéte do slozkového tvaru a zobrazte vysledek do grafu v komplexni roviné

145 -5\ AN AN 2\ 2\

" (1—j>’ ; (m) ! <ﬁ> ; <m> " <ﬂ> ! <2+3>’
AN R A A VAR TAY
o(15) v () (%) 0 (5);

ReSeni: a)0—j1;b) 0+j1;¢) —0,25+50,25; d) —0,25—50,25; €) 0,128+ 50,704; f) 0,128—50,704;
g) 1+ 50; h) 1+ 50; i) —0,1792 + j0,6144; i) —0,1792 — j0,6144;
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