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Pozadavek na udéleni zapoctu (prezencni studium): Pro
udéleni zapoctu je nutna aktivni Ucast (prezentace prikladu) na
cviceni a ziskat alespon uréeny pocet bodu ze zapoctového
testu.

Pozadavek na udéleni zapoctu (kombinované studium): Pro
udéleni zapoctu je nutna aktivni Ucast (prezentace prikladu) na
konzultacich a/nebo ziskat alespon urceny pocet bodl ze
zapoctoveého testu.

Pozadavky ke zkousce (pisemna i ustni ¢ast): znalost reSeni

uloh, vylozenych pojmu a jejich vlastnosti v rozsahu daném
prehledem prednasek.
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Statistika

o statistika je jednim z obor( zabyvajicich se
shromazdovanim, zpracovanim a analyzovanim dat
vznikajicich pfi studiu tzv. hromadnych jevu, coz jsou jevy
vyskytujici se teprve u velkého souboru pfipadd, ne jen u
pripadu jednotlivych.

o statisticky soubor je mnozina statistickych jednotek
(obyvatelé, obce, firmy,...), na nichz méfime (zjistujeme)
hodnoty statistickych znaku(vék, pocet obyvatel, obrat,...)

@ zjiSténou hodnotu znaku vyjadfujeme ve vhodné zvoleném
méritku (stupnici).

@ na jedné jednotce muzeme meérit nékolik znaku - to umozni
vySetrovat zavislost (existuje souvislost mezi vyskou a
hmotnosti osob ve studované populaci?).
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Ke studovanému datovému souboru Ize pfistoupit dvéma
zpusoby:

o

o

Popisna statistika - ze zjisténych dat chceme Cinit zavéry
pouze pro studovany datovy soubor (prosetfili jsme celou
populaci, kterou chceme popsat)

Matematicka (inferencni) statistika - Studovany soubor
chapeme jako vybérovy soubor — mnozina prvki
vybranych nahodné a nezavisle ze zakladniho souboru,
ktery je rozsahly (z divodu ¢asovych, finan¢nich,
organizacnich aj. nelze prozkoumat cely). Z hodnot
proménnych zjisténych ve vybérovém souboru chceme Cinit
zavery o zakladnim souboru (v druhé puli semestru).
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Popisna statistika
Typy meritek

@ nula-jednickové (muz/zena, kurak/nekurak)

e nominalni (rodinny stav, barva oc¢i) - disjunktni kategorie,
které nelze usporadat

e ordinalni (nejvyssi dosazené vzdélani, mira spokojenosti) -
nominalni méfitko s uspofadanymi kategoriemi

o intervalové (teplota v Celsiové stupnici, rok narozeni) -
mozné hodnoty jsou Ciselné oznaceny, vzdalenost mezi
sousednimi hodnotami je konstatni

e pomeéroveé (hmotnost, vySka, poCet obyvatel) - hodnoty jsou
udavany v nasobcich dohodnuté jednotky, nula znamena
neexistenci mérené vlastnosti.

- Kvalitativni: nula-jednickové, nominalni, ordinalni
- Kvantitativni (spojité): intervalové, pomeérové
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Popisna statistika

Priklad - jednorozmerny

- jednorozmérna data (zajima nas pouze jeden znak)

@ zkoumame IQ 62 zaku 8. tfid v jisté Skole

@ jak stru¢né popsat (zhodnotit), co maji data spole¢ného,
nebo do jaké miry jsou odlisné?

@ z namérenych hodnot zkoumaného znaku spocitame
charakteristiky (miry) nékterych jeho hromadnych vlastnosti
(charakteristiky polohy, variability, tvaru rozdéleni, u
vicerozmeérnych dat to budou i charakteristiky zavislosti)

e charakteristiky (statistiky) jednim Cislem vyjadfi danou
vlastnost

1. bfezna 2023 8/139



Popisna statistika

Priklad - namérena data
nameérena data oznaéme xy, X»

107

92
107
138
104
134

96

usporadany soubor oznatme x(1) < x2) < ...

72

96
106
109
113
127
141

141
72
108
109
103
84
94

80

96
106
111
116
128
141

105
123
117

80
125
108

84
97
107
111
117
129

111
140
141
111
101

84

84
101
107
111
117
132

112
112
109

86
132
129

86
103
107
112
119
133

..., Xp, NyNi tedy n = 62.

96
127
109
111
113
116

92
103
108
112
120
134

103
120
106
120
108
107

92
103
108
112
120
136

140
106
113

96
106
112

92
104
108
112
121
138

136
117
112
103

97
128

< X(n)

94
105
109
112
123
140
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Popisna statistika

Tridni rozdéleni Cetnosti

@ Pokud se hodnoty Casto opakuji, tak vytvofime tzv.
cetnostni tabulku.

e Pokud jde o spoijitou veliCinu s velkym n (poctem
namerfenych hodnot), Ize pro prehlednost obor hodnot dat
rozdélit do M intervall ohrani¢enych body
A=< g <a<..<ay1<ay=n>nb.

e vSechna pozorovani z daného intervalu Ize nahradit
zastupnou hodnotou (zpravidla stfedem intervalu) x,
i=1,... k.

@ necht n; oznaduje pocet hodnot, které pfislusi intervalu
(@ai_1, @), i =1,...,M—tzv. tfidni (absolutni) ¢etnost
(jednotlivé intervaly se nazyvaji tridy).

e kumulativni ¢etnost N; udava pocet hodnot v dané (i-té)
tridé a tridach predchazejicich

e Cisla n;/n oznacuji relativni cetnost.
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Popisna statistika

Priklad - tridni rozdéleni ¢etnosti

Interval x| absol. n; | ni/n | kumul. N; | N;/n
< 80 75 110.016 11]0.016
(80,90) 85 4 | 0.065 5| 0.081
(90,100) 95 8 0.129 13| 0.210
(100,110) | 105 18 | 0.290 31 | 0.500
(110,120) | 115 14 | 0.226 45| 0.726
(120,130) | 125 8 0.129 53 | 0.855
(130,140) | 135 5| 0.081 58 | 0.935
> 140 145 4 | 0.065 62 | 1.000
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Popisna statistika

Histogram

e grafické znazornéni tfidnich Cetnosti

e kazdému intervalu je pfitazen obdélnicek tak, aby jeho
plocha byla umérna Cetnosti daného intervalu

@ nejcastéji maji intervaly stejnou Sitku (Casto vhodné
zaokrouhlenou), pak vyska obdélnikl odpovida ¢etnostem.

@ problém: volba poctu intervali M
|ze pouzit napt. tzv. Sturgesovo pravidlo:

M ~ 1+ 3.3logo(n) =1 + log,(n)

@ u naseho prikladu: 1 + log,(62) = 6.95
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Popisna statistika

Priklad - histogram

Histogram IQ

15

cetnost
10

80 100 120 140
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Popisna statistika Charakteristiky polohy

Charakteristiky polohy

@ umozni charakterizovat Uroven Ciselné veliCiny jednim
Cislem - ohodnoceni, jak malych ¢i velkych hodnot méreni
nabyvaji.

@ pro charakteristiku polohy m souboru dat x by mélo platit, ze
se prirozené méni se zmeénou mefitka, tj. ze pro libovolné
konstanty a, b:

m(a-x+b)=a-m(x)+b

e pricteme-li ke vSem hodnotadm konstantu b, tak se vysledna
charakteristika zvétsi o b

@ vynasobime-li kazdou hodnotu konstantou a, pak se
vysledna charakteristika zvétsi a-krat
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Popisna statistika Charakteristiky polohy

Aritmeticky prameér

Zx,— (X1 + X2 + ...+ Xn)

e u naseho prikladu: X = &5(107 + 141 + ...+ 94) = 111.0645
e citlivy na hrubé chyby, odlehla pozorovani. Jen pro

kvantitativni méritka.
e z tabulky Cetnosti Ize spocitat jako tzv. vazeny primeér

1 . SMonxr 1.75+4.85+...+4.145
n < S n 62

o u nula-jednickové veliciny: S BX e — relativni Getnost

(procento) jedniCek (pozorovani s danou vlastnosti).
@ u naseho prikladu y; = 0 (i-ty zak je chlapec) ,
yi =1 (i-ty zak je divka): ¥ = £ = 0.516

=111.7742
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Modus

@ X - nejcCastejsi hodnota

Popisna statistika

Charakteristiky polohy

@ ma smysl urCovat i pro nominalni a ordinalni méfitko
@ neni vzdy jednoznacneé urCen
@ u naseho prikladu:

72

96
106
109
113
127
141

80

96
106
111
116
128
141

84
97
107
111
117
129

84
101
107
111
117
132

86
103
107
112
119
133

>
Il

92
103
108
112
120
134

92
103
108
112
120
136

92
104
108
112
121
138

94
105
109
112
123
140
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Popisna statistika Charakteristiky polohy

Median
@ X - Cislo, které déli usporfadany soubor na dvé stejné velké
casti. V usporadaném vybeéru je uprostied.

X = X(ns1) pro n liché
. 1 .
X=3 (x(g) + X(g+1)) pro n sudé

@ robustni - neni ovlivnén i velkymi zménami nékolika hodnot.
Lze Casto uz i pro ordinalni méfitko. U naseho pfikladu:

72 80 84 84 8 92 92 92 94 96
96 96 97 101 103 103 103 104 105 106
106 106 107 107 107 108 108 108 109 109
109 111 111 111 112 112 112 112 112 113
113 116 117 117 119 120 120 121 123 125
127 128 129 132 133 134 136 138 140 140
141 141

o
X =5 (Xs1) + Xap) = 110
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Popisna statistika Charakteristiky polohy
Kvantily: percentily, decily, kvartily

a-kvantil x,, (« € (0,1)) - déli usporadany soubor na dve Casti
tak, Ze pravé a-podil téch nejmensich hodnot je mensich nez x,
@ Xo = X([anl)
kde [a] oznaCuje a, pokud je to celé Cislo, jinak nejblizsi
vysSi celé Cislo.
@ specialni pfipady kvantila:
percentily: « = 0.01,0.02,...,0.99
decily: ¢« =0.1,02,...,0.9
kvartily: « = 0.25,0.5,0.75
1. (dolni) kvartil znacime Q; = Xg05
3. (horni) kvartil znacime Q; = xg.75
e median je vlastné 50%-ni kvantil, 50-ty percentil, 5-ty decil a
2-hy kvartil
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Popisna statistika Charakteristiky polohy

Priklad - kvantily

o1

o1

72 80 84 84 8 92 92 92 94 96
96 96 97 101 103 103 103 104 105 106
106 106 107 107 107 108 108 108 109 109
109 111 111 111 112 112 112 112 112 113
113 116 117 117 119 120 120 121 123 125
127 128 129 132 133 134 136 138 140 140
141 141

. kvartil 01 = Xo.25 = X(0.25-62]) = X([15.5]) = X(16) = 103
e 3.
. decil (10%-ni kvantil)

kvartil Qs = Xo.75 = X(jo.75.621) = X(146.51) = X(a7) = 120

X014 = X([0.1-62]) = X([6.2]) = X(7) = 92

. decil (90%-ni kvantil)

X0.9 = X([0.9.62]) = X([55.8]) = X(56) = 134

1. bfezna 2023
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Popisna statistika Charakteristiky polohy

Boxplot

boxplot hodnot IQ

o Cesky krabickovy
diagram - zobrazuje
kvartily, median, minimum, .
maximum a pripadné
odlehla pozorovani (jsou

od blizsiho kvartilu dale n
nez15- (Qs — 01))

_
'

140
!

120
!

@ u naseho prikladu:
Q; =103,k = 110,
Qs = 120, 72 jako odlehlé
pozorovani

70 80 90 100
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Popisna statistika Charakteristiky variability

Charakteristiky variability

@ mefi rozptyleni, proménlivost, nestejnost, variabilitu souboru
dat.

@ pro charakteristiku variability s souboru dat x by mélo platit,
Ze pro libovolnou konstantu b a pro libovolnou kladnou
konstantu a > 0:

s(a-x+b)=a-s(x)

e pricteme-li ke vSem hodnotam konstantu b, tak se vysledna
charakteristika nezmeéni

@ vynasobime-li kazdou hodnotu konstantou a, pak se
vysledna charakteristika zvétsi a-krat
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Popisna statistika Charakteristiky variability

Rozptyl (variance)
(populacni) rozptyl s2 = var(x) - stfedni kvadraticka odchylka
od priméru

1 1L _ 1 (< -
s,";:EZ(X,-—x)Z:E (le?_nx2) = (Zx,? — X7
i= i=

i=1
@ u naseho prikladu:

2

2= 107 — 111.0645)2 + ... + (94 — 111 .0645)2} = 246.4797

o

0z naél’ tabulky Cetnosti:
=1 Z/ 1 ni(x; —X)? = (Zl 1 NiX *2) x?
=(1-75%+...+4- 1452) — 111.77422 = 257.3361
@ pro rozptyl plat| S2 . ip = &S2
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Popisna statistika Charakteristiky variability

Smérodatna odchylka, variacni koeficient
(nevybérova) smérodatna odchylka: odmocnina z rozptylu

Sx =1/S2

o stejny fyzikalni rozmér jako plvodni data

variacni koeficient:

——
X
e definovan pouze pro kladné hodnoty xi,...,x, >0
@ nezavisi na volbé méfitka, Ize pouzit na porovnani riiznych

souboru

u nasich dat: s, = v246.4797 = 15.70

V= 11655 = 0-1414

1. bfezna 2023 23/139



Popisna statistika Charakteristiky variability

rozpéti: rozdil maxima a minima souboru
R = X@n) — X

mezikvartilové rozpéti: rozdil tretiho a prvniho kvartilu

Ry = Qs — Qi = X0.75 — Xo.25
stfedni odchylka: priimér absolutnich odchylek od medianu

(nebo praméru)

1¢ iy
d—EZ]x,-—x\

i=1
u nasich dat: R =141 - 72 =69 Ry =120-103 =17

= 55(]107 — 10| +... 4+ |94 — 110]) = 12.03
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Popisna statistika Charakteristiky variability

Mira variability pro kategorialni znak

Entropie
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Popisna statistika Charakteristiky tvaru

Charakteristiky tvaru

@ méri tvar rozdéleni hodnot v souboru dat.

@ pro charakteristiku tvaru v souboru dat x by mélo platit, ze
pro libovolnou konstantu b a pro libovolnou kladnou
konstantu a > 0:

v(@-x+b) =~(x)

@ vynasobime-li kazdou hodnotu konstantou a nebo
pricteme-li ke vSem hodnotam konstantu b, tak se vysledna
charakteristika nezmeéni.

@ proto je pocitame ze standardizovanych hodnot
Xi— X
Sx
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Popisna statistika Charakteristiky tvaru

koeficient Sikmosti: primér tretich mocnin standardizovanych

hodnot . 5
1 X,'—7
032 (%57)

i=1

e mefi zeSikmeni rozdéleni (symetrické ~ 0, pravy chvost > 0,
levy chvost < 0)

koeficient Spicatosti: pramér ¢tvrtych mocnin
standardizovanych hodnot

_lzn: Xi — X 4_3
gz—n s,

i=1

vr o

e meri “Spicatost” rozdéleni (koncentrace kolem stfedu a na
chvostech > 0, “ploché” rozdéleni < 0)
Lze pouzit pro porovnani (ovéreni) s normalnim rozdélenim, pro
které g = g» = 0.
u nasich dat: g1 = 0.0159 g> = —0.241 1. bfezna 2023 27/139



Popisna statistika Charakteristiky zavislosti

Priklad - vicerozmérny

- vicerozmeérna data (zajima nas vice znaku)

e zjisténo 1Q, pohlavi, primérna znamka v pololeti v 7. a 8.

tridé 62 zaku
@ jak zhodnotit vztah (zavislost) mezi jednotlivymi znaky?

@ vypoctenim vhodné statistiky (Cisla) nebo grafickym
zobrazenim

1. bfezna 2023
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Popisna statistika Charakteristiky zavislosti

Priklad - namérena vicerozmeérna data

Divka 1 0 0 1 0 1 0

0 1 1

Zn7 1 11315 | 1.62 | 269 | 1.92 | 2.38 1 1.4 | 1.46

Zn8 1 1 3| 173 | 209 | 209 | 2.55 1 1.9 | 145

Q|| 107 | 141 105 | 111 112 96 | 103 | 140 | 136 92
Divka 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0
Zn7 || 1.85 | 3.15 | 1.15 1] 1.69 16 | 162 | 1.38 | 1.7 | 3.28
Zn8 || 1.45 | 3.18 | 1.18 11191 172|163 | 1.36 | 1.9 | 3.36
1Q 92 72 | 123 | 140 | 112 | 127 | 120 | 106 | 117 92
Divka 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1
Zn7 || 2.07 | 1.84 1.2 | 1.31 1.4 | 153 | 1.84 1 1.3 1.4
Zn8 || 2.45 1.9 | 1.36 | 1.45 | 1.73 1.6 | 1.54 1] 145 | 1.82
1Q 107 | 108 | 117 | 141 109 | 109 | 106 | 113 | 112 | 119
Divka 0 0 1 1 0 1 0 1 0 0
Zn7 11292 |223|169 | 261|107 | 146 | 215 | 1.69 | 1.38
Zn8 11282 | 245 | 154 | 2.54 1] 1.36 1.9 | 1.82 | 1.18
IQ || 138 | 109 80 | 111 86 | 111 120 96 | 103 | 112
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Popisna statistika

vicerozmeérna data - pokracovani

Charakteristiky zavislosti

Divka 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0
n7 1.46 1.6 | 1.07 1.3 | 2.08 2 | 1.69 1.4 | 2.23 1.6
Zn8 || 1.54 | 1.63 1127 | 154 | 209 | 1.91 | 1.45 2 | 1.81

1Q 104 | 103 | 125 | 101 132 | 113 | 108 | 106 97 | 121

Divka 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0
n7 1.07 | 3.13 | 1.84 1.8 1 1.92 2.2 | 1.53 1.3 1
Zn8 || 1.27 | 3.27 | 1.82 | 1.63 1 19| 225 | 154 | 1.45 | 1.18

1Q 134 84 | 108 84 | 129 | 116 | 107 | 112 | 128 | 133

Divka 0 0
n7 2.85 | 2.61
Zn8 || 2.91 | 2.81

1Q 96 94
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Popisna statistika Charakteristiky zavislosti

Grafické znaroznéni zavislosti

Ly s boxplot IQ zvlast’ pro obé pohlavi
e ZaleZi na typu

meéfitka

@ pro zavislost kvantit.
znaku na
kvalitativnim Ize
nakreslit
boxplot/histogram
pro kazdou kategorii
kvalit. znaku , !

@ zobrazeni zavislosti i
IQ na pohlavi ’

® Xnooh = 112.0 o - ; ,
Xaivka = 110.2 hoch divka

100 110 120 130 140
|

90

80
L
(o]

7
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Popisna statistika Charakteristiky zavislosti

Grafické znaroznéni zavislosti - 2
Rozptylovy diagram: zavislost dvou kvantitativnich znaku

zaporna korelace kladna korelace
o
T9F F + chlapec
+ + divka
+* + o
-+ + ©
o * '
I + &
- * + 4 o |
i+ 443 + + o
o IR + o+ + . @
(=} tors + N o |
O o
- + o+t +
o | + + + +
(] . v
+ + -
S 1 + + P + chlapec
+ + divka
o | + S 7 — zn8=zn7|
~ T T T T T T T T T T
1.0 1.5 2.0 25 3.0 1.0 1.5 2.0 25 3.0
zn7 zn7

1. bfezna 2023 32/139



Popisna statistika Charakteristiky zavislosti

Charakteristiky zavislosti
dva znaky na kazdé jednotce, tj. mame (x1, y1), ..., (X, ¥n)
kovariance: méri smér zavislosti, ovlivnéna zménou méritka

T, o o 1T 3.7
SX},:F)z:(xi—X)(yi—y)Z,—7 (ZM’Y/) — XY,
i=1 i=1

o Plati s = },ZL(X/ —X)? =585, s,= 3;2/

(Pearsonuv) korelacni koeficient: normovana kovariance, meéri
smér i velikost zavislosti

r _ Sxy _ 1 (X/_X>.(yi_}_/>
v \/ 8282 sty n< Sy
@ u nasSich dat pro znaky 1Q a zn7:
—6.2876

Moz = 156997 . 06106 0020
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Popisna statistika Charakteristiky zavislosti

Korelacni koeficient

@ mefi smér a miru linearni zavislosti

@ nabyva jen hodnot z intervalu (—1,1)

e r.y ~ 0 (znaky x a y vzajemné nezavislé)

e ry, blizko 1 (kladna zavislost: s rostoucim x znak y v
praméru roste)

@ ry, blizko —1 (z&porna zavislost: s rostoucim x znak y v
prameéru klesa)

U naSich dat Ize spocitat pro kazdou dvojici znaku divka, iq, zn7,
zn8: tzv. korelacni matice

| divka iq zn7 zn8

divka | 1.0000 -0.0597 -0.3054 -0.2661
iq | -0.0597 1.0000 -0.6559 -0.6236
zn7 | -0.3054 -0.6559 1.0000 0.9481
zn8 | -0.2661 -0.6236 0.9481 1.0000
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Popisna statistika Charakteristiky zavislosti

Regresni pfimka - metoda nejmensich ¢tvercu

@ Mame sadu dvojic (x;, ¥;),i = 1,...,n. Chceme z danych hodnot
znaku x odhadnout hodnoty znaku y. Pfedpokladame linearni
zavislost y na x, tj. ze priblizné plati

y=a+b-x
@ Parametry a a b regresni pfimky se odhadnou metodou

nejmensich ¢tvercd, tj. hledame hodnoty, pro které je vyraz
ST (v — (a+ b- x;))? minimalni. Re$enim jsou:

5227:1(Xi'}’i)—’7'7'7:@ 3
S xB—n-x° S%

I
<
|
o
x|
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Popisna statistika

Charakteristiky zavislosti

Regresni pfimka: znazornéni linearni zavislosti dvou

kvantitativnich znaku

linearni regrese

SRS + +  chlapec
- + N + divka
.+ —— trend
Q . trend chl.
o Fe ¥ trend div.
S
S Tt —
- h +\ ~— t N
o + . + o4
=7 +
h
g + +
. +
o
S 4 +
=
o | + o ¥
& —
B ) ~——
+ +
o
& +
o | +
~ T T T T T
1.0 1.5 2.0 25 3.0
zn7
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Pravdépodobnost

Teorie pravdépodobnosti

- se zabyva tzv. nahodnymi pokusy, tj. pokusy, u nichz
vysledek neni predem jednoznacné urcen

@ mnozinu vSech moznych vysledkd nahodného pokusu
oznacujeme

e prvky Q oznacujeme w; a nazyvame elementarni jevy

e nahodny jev (ozn. A, B, atpd.) - tvrzeni o vysledku
nahodného pokusu, je to podmnozina Q tvofena nékterymi
elem. jevy

Pravdépodobnost nahodného jevu A (ozn. P(A)): vyjadiuje
miru oCekavani, ze nastane jev A.

@ pfi velkém poctu opakovani tohoto nahodného pokusu se
relativni Cetnost jevu A bliZi k P(A).
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Pravdépodobnost Klasicka definice

Klasicka pravdépodobnost

@ mnozina vSech vysledkl nahodného pokusu 2 je slozena z
koneCného poctu (n) elementarnich jeva wy, ..., wp
e kazdy z téchto elementarnich jevu je stejné pravdépodobny
e oznatme m(A) poCet elementarnich jevl, které tvofi jev
(jsou priznivé jevu) A
Potom
m(A)  pocet pfiznivych elem. jev(

P(A) = n pocet vSech elem. jevu
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Pravdépodobnost Klasicka definice

Priklad: hod kostkou

@ jednou hodime symetrickou Sestisténou kostkou s Cisly

1,2,....6

@ jev A - padne Sestka

@ jev B - padne liché ¢islo

e kazda z 6 moznosti, které mohou nastat, jsou stejné

pravdépodobné
o urime m(A)=1am(B)=3
Proto A) 1
m

1. bfezna 2023
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Nahodna veli¢ina Rozdéleni
Nahodna veliCina
@ pouziti jen nahodnych jevl nestaci
@ Casto je vysledkem nahodného pokusu Cislo
@ napr. nas zajima pocet Sestek pri hodu deseti kostkami,
nebo jak dlouho vydrzi svitit Zarovka
Nahodna velic¢ina: ¢iselné vyjadreni vysledku nahodného
pokusu (realna funkce def. na Q)
Rozdéleni nahodné veliCiny: udava jakych hodnot s jakou
pravdépodobnosti veli¢ina nabyva (mnozinova funkce: kazdé
podmoziné R priradi pravdépodobnost)
@ rozdéleni Ize jednoznacné urcit napf. pomoci distribu¢ni
funkce
e Distribucni funkce Fx(x) nah. veli¢iny X urCuje pro kazdé
x pravdépodobnost, ze je nah. veliC¢ina mensi nez Cislo x:

Fx(x) = P(X < x) xeR

kumulat. pravdépodobnost (predstava: teoreticky protéjSek
kumulativni relativni ¢etnosti pocitané v kazdém.bedé R) w0/



Nahodna veli¢ina Rozdéleni

Typy rozdéleni
Vlastnosti distribucni funkce Fx(x):

@ neklesajici, zleva spoijita

o Iimx_>_oo Fx(X) = 0, Iimx_m Fx(X) =1
Diskrétni rozdéleni (Fx(x) “schodovitd”): X je nahodna veli¢ina
s diskrétnim rozdélenim pravdépodobnosti, jestlize existuje
seznam hodnot xi, Xz, . .. a kladnych pravdépodobnosti
P(X = x1), P(X = x2), ... splnujicich >, P(X = x;) = 1.
Spojité rozdéleni (Fx(x) spojita): nahodna veli¢ina X ma spojité
rozdéleni, jestlize existuje tzv. hustota fx(x), pro kterou plati

Fx(x) = P(X < x) = / " k() dt

o fx(x) = Fyx(x) pro kazdy x bod spojitosti fx(x)

o fix(x)>0Vx, Pla<X<b)=[2h(x)dx, [ fx(x)dx=1

@ P(X = a) =0 pro kazdé a € R (pfedstava: teoreticky protéjSek
hranice histogramu pro délku intervall jdoucich k nule)
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Nahodna veli¢ina

Priklad 1

Rozdéleni

(diskrétni rozdéleni): Ze zkuSenosti je znamo, ze rozdéleni vysledku z
predmétu MV2 u nahodné vybraného studenta (X) je nasledujici:

Xj

1

2

3

4

PX=x)

0,05

0,2

0.4

0,35

UrCete P(X < 3) a distribucni funkci nahodné veliciny X.
@ Fx(8)=P(X<3)=P(X=1)+P(X=2)=0,05+0,2=025
@ nutno urcit Fx(x) = P(X < x) pro kazdé x € R

Graf distribu¢ni funkce X
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S
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0
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0 1 2 4

T
? bfezna 2023 42/139



Nahodna veli¢ina Rozdéleni

Priklad 2

(spojité rozdéleni): Tramvaj jezdi v pravidelnych pétiminutovych
intervalech. Pfedpokladejme, ze ¢as naseho prichodu na zastavku je
nahodny. Jaké je rozdéleni nahodné veliiny X znacici dobu ¢ekani na
tramvaj?

@ staci urcit distribu¢ni funkci Fx(x) nebo hustotu rozdéleni fx(x)
pro kazdé x € R

@ zfejmé pro x € (0,5) plati Fx(x) = P(X < x) = £, tedy fx(x) = {

Graf distribuéni funkce X Graf hustoty X

N
o

Fx(x)
fx(x)

2345
1Xb(?ﬁ‘i£nZP23 43/139
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Nahodna veli¢ina Rozdéleni

Vypocet pravdépodobnosti 1

u (diskrétni rozdéleni): UrCete pravdépodobnost, Ze studentova
znamka

@ bude lepsi nez 4 ale ne lepsi nez 2:

P2 < X < 4) 2L p(X < 4) — P(X < 2) = Fx(4) — Fx(2) = 0,65 — 0,05 = 0,6
z tab. pravd.

P(X=3)+P(X=2)=04+02=06

@ nebude lepSi nez 3:

z distr. f.

P(X >3) 2%t 4 p(X <3)=1-Fx(3)=1-0,25=0,75
2B pX = 3) + P(X = 4) = 0,4 + 0,35 = 0,75
@ bude rovna 4:

) z tab. pravd.

P(X=4 0,35 je to vyska skoku distr. funkce v bodé 4
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Nahodna veli¢ina Rozdéleni

Vypocet pravdépodobnosti 2
u (spojité rozdéleni): UrCete pravdépodobnost, Ze budeme Cekat
@ méné nez 4 ale vice nez 2 minuty:

P20 p(X < 4) — P(X < 2) 2L F(4) — Fe(2) =

4 4
z hustoty 1 2
fxdx:/ —dx = —
/2 x(x) > 5 5

@ vice nez 4 minuty:

P2 < X <4)

gl
I

(1))
ol o

P(X > 4) 2L 1—P(X<4)f1—Fx(4)71—i:%

Z““Sw‘V/ fi( dx—/—dx+/ de—f

@ presné 4 minuty:

4
P(X=4)= / 15 dx =0  vySka skoku distr. funkce v bodé 4 je rovna 0
4
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Nahodna veli¢ina Charakteristiky rozdéleni

Stredni hodnota
Stredni hodnota (ocekavana hodnota) nahodné veliciny X -
hodnota, kolem které se kumuluji hodnoty nahodné veliCiny X
@ pro diskrétni rozdéleni: vazeny primér moznych hodnot,
vahami jsou pravdépodobnosti hodnot

EX = ZXI —X, —X1-P(X:X1)+X2'P(X:X2)+...

u .EX:1-0,05+2-0,2+3-0,4+4-0,35:3,05
(stfedni, ocekavana znamka)

@ pro spojité rozdéleni: integral vSech moznych hodnot x,
vahovou funkci je hustota

EX:/ x - fx(x) dx

u CEX = [° x-0dx+ [Px-tdx+ [Cx-0dx=3
(stfedni, ocekavana doba ¢ekani)

1. bfezna 2023
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Nahodna veli¢ina Charakteristiky rozdéleni

Stredni hodnota funkce Y = g(X) nahodné veliCiny X - hodnota,
kolem které se kumuluji hodnoty ndhodné veliciny g(X)

@ pro diskrétni rozdéleni: vazeny primér funkénich hodnot

Eg(X) = Zg(x,-)-P(X =x)=9g(x1)-P(X =x1)+g(x)-P(X = X2)+...

@ pro spojité rozdéleni: integral vSech moznych hodnot g(x),
vahovou funkci je hustota

Eg() = [ g(x)- fx(x) dx

u : predpokladejme, ze nas nezajima stfedni (oCekavana)
znamka, ale stredni (ocekavana) vyse skolného, které, dejme tomu, je
vazano na znamku funkénim pfedpisem g(x) = 1000 - x? K&

Eg(X) = 1000-12.0,05+1000-22-0,2+1000-32-0,4+1000-42.0,35 =
10050 K&
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Nahodna veli¢ina Charakteristiky rozdéleni

Rozptyl
Rozptyl nah. vel. X: var X = E(X — EX)? - udava variabilitu rozdéleni

nahodné veliCiny X kolem jeji sttedni hodnoty, je to stfedni hodnota &tverc
odchylek moznych hodnot od stfedni hodnoty

@ pro diskrétni rozdéleni:

var X = E(X — EX)? = "(x— EX)?- P(X = x;) =
i
=X — EX)?2-P(X =x1)+ (X2 — EX)? - P(X = Xo) + ...
u .
var X = 2,052 - 0,05 + 1,052 - 0,2 + 0,05% - 0,4 + 0,952 - 0,35 = 0,7475
@ pro spojité rozdéleni:

oo

var X = E(X — EX)? = / (x — EX)? - fx(x) dx

—00

u ;
varX = [° (x—5)2-0dx+ [ (x—8)2-Lax+ [°(x—5)2-0dx = 2,083
vvar X se nazyva smérodatna odchylka nah. vel. X
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Nahodna veli¢ina Charakteristiky rozdéleni

Nezavislost nahodnych velicin

Podobné jako u nah. jevl Ize hovofit 0 nezavislosti nahodnych veli€in,
a to tehdy, kdyz vysledky jedné veliiny neovlivni pravdépodobnost
vysledku druhé.

Rikame, Ze nah. veliéiny X a Y jsou nezavislé, jestlize pro kazdé
X,y € Rplati

PX<x,Y<y)=P(X<x)-P(Y<y)

specialné pro diskrétni rozdéleni Ize nahradit podminkou, ze pro

vSechna i, plati

P(X=x.Y = y)) = P(X = x)- P(Y = y))
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Nahodna veli¢ina Charakteristiky rozdéleni

Vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu
Necht a, b € R a X je libovolna nahodna veli¢ina, potom

4) var X = EX? — (EX)?
5) E(X+ Y)=EX +EY

1) E(a+b-X)=a+b-EX
2) var(a+b-X)=b? varX
6) pro nezavislé X, Y:

3) varx >0 var(X+Y)=varX +varY
Ddkaz: 1), 2), 4) a 5) plyne z linearity sumace resp. integralu:
ad 1) napf. pro spojité rozdéleni:

Ela+b X)= [ (a+bx):filx) o 22

:a~/ fx(x)dx+b-/ x-fx(x)dx=a+b-EX

ad 2):
var(a+b-X) = Ela+b-X — E(a+b-X)? L Ela+b-X —(a+ b EX)P =
= E[b- (X — EX)? =b° - var X

ad 3): plyne z faktu, ze var X je integral (suma) nezaporné funkce (hodnot)
ad 4)' nodobné iako 1) a3 2) (dom cviceni) ad B) a 68): bez diikes# 7023 50/139



Nahodna veli¢ina Charakteristiky rozdéleni

Kvantily rozdéleni
Necht nahodna veli¢ina X ma distribu¢ni funkci Fx. Potom funkce Fy '
dana vztahem
Fil(a)=inf{xeR: Fx(x)>a} O<a<i,
se nazyvéa kvantilova funkce

Infimum mnoZiny A, inf A: je maximum z téch prvkd, které jsou mensi nebo rovny
vsem prvkum v A.

@ Hodnotam funkce Fy ' («) Fikd a-kvantil (nebo 100 - o %-ni kvantil)
@ V pfipadé spojitého rozdéleni je to pfimo inverzni funkce a plati, ze
P(X < Fx'(a)) =«

a-kvantil je tedy takova hodnota, pod kterou je veliina s
pravdépodobnosti «

@ specialné F, '(0,5) se nazyva median rozdéleni.

u F)?1(0,5):|nf{x : FX(X)ZO75}&3
u L Fi'(0,5) = inf {x : Fx(x) > 05} 28 5.05 =25

je 50 %-ni pravdépodobnost, Ze budu ¢ekat méné nez 2,5 miputy ,o., 1139



Nahodna veli¢ina Diskrétni rozdéleni

Alternativni rozdéleni

Priklad: na otazku je spravna prave jedna z odpovédi a), b), c), d). Jaka je
pravdépodobnost, Ze odpovime spravné, pokud tipujeme ndhodné?
Polozme X = 1 (nebo 0), jestli odpovime spravné (resp. nespravné)

P(X=1)=1/4, P(X=0)=3/4
X ma tzv. alternativni rozdéleni s parametrem p = 1/4
Obecné: jde o diskrétni rozdéleni, také se nazyva nula-jedniCkové
X ma alternativni rozdéleni s param. p, ozn. X ~ Alt(p), pokud
P(X=1)=p, P(X=0)=1-p, 0<p<i
@ stfednihodnota EX=1-P(X=1)+0-P(X=0)=p
@ rozptyl
var X = EX? — (EX)> =12.P(X =1)+02- P(X = 0) — p* =
=p-p=p-(1-p)

1 3 3
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Nahodna veli¢ina Diskrétni rozdéleni

Priklad

(binomické rozdéleni): V testu je 5 otazek, na kazdou
je spravna prave jedna z odpovédi a), b), c), d). Jaka je
pravdépodobnost, ze odpovime pravé na 3 otazky
spravné, pokud tipujeme nahodné?

@ ozn. pocet spravnych odp. jako X

@ na kazdou odpovime spravné s pravdépodobnosti
p=1/4

@ odpovédi na jednotlivé otazky jsou nezavislé

@ tj. pravdép., Ze ve tfech danych (napf. prvnich
tfech) otazkach odpovime spravné a v ostatnich
nespravné (ozn. 11100), je p® - (1 — p)?

@ mohli jsme se ale trefit i v jinych tfech otazkach:
pocet zpusobU, jak vybrat tfi otazky z péti, na které
mUzeme odpovédet spravné je (3) = 10

Tedy pravdép., Zze odpovime pravé na 3 otazky spravné
P(X = 3) = (g)'ps'“ —,0)2 = 10'(1/4)3'(3/4)2 = 0’08§. bfezna 2023

10x

11100
11010
10110
01110
11001
10101
01101
10011
01011

00111
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Nahodna veli¢ina Diskrétni rozdéleni

Binomické rozdéleni

Opakujeme nezavisle stejny nahodny pokus n-krat. Zajiméa nas X ¢etnost
néjakého ndhodného jevu v téchto n pokusech, jestlize je pravdépodobnost
tohoto jevu ve vSech pokusech stejna, rovna p. X mdze nabyvat pouze
hodnot 0, 1,...,na ma rozdéleni dané pravdépodobnostmi

P(X =i)= (7>~p’-(1 —p)" i=01,...,n; kdeO<p<1

fikdme, ze X méa binomické rozdéleni s parametry na p
zkracené piSeme X ~ Bi(n, p)

da se chapat jako soucet n nezavislych nah. vel. ~ Alt(p)
stfedni hodnota EX =37 i+ (1) -p'-(1—p)""=n-p
rozptyl

®© ©6 6 6 o

var X = X (EX02 =3 ()01 )"/ (0-p2 = (1)
i=0

u PF.: X ~ Bi(5,1/4) EX=23 varX =5.1.3 -1

1
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Nahodna veli¢ina Diskrétni rozdéleni

Priklad
(geometrické rozdéleni): Na kazdou z otazek je spravna prave
jedna z odpovédi a), b), ¢), d). Postupné na otazky odpovidame
a to tak, Ze tipujeme nahodné, dokud na néjakou spravné
neodpovime. Jaka je pravdépodobnost, ze poprvé odpovime
spravné az na treti otazku? (tzn. pred prvni spésné
zodpovézenou otazkou presné dveé otazky nezodpovime
spravne)

@ ozn. X pocet Spatnych odpovédi pred prvni spravnou

@ na kazdou odpovime spravneé s pravdépodobnosti p = 1/4

e odpovédi na jednotlivé otazky jsou nezavislé

e musime se netrefit v prvnich dvou otazkach a ve treti

odpovedet spravné

Tedy hledana pravdépodobnost je

(1-p)*-p=(3/4)*-(1/4) = 0,14
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Nahodna veli¢ina Diskrétni rozdéleni

Geometrické rozdéleni

Opakujeme nezavisle stejny nahodny pokus. Sledujeme pocet pokusu X (v
nichz nenastane dany jev) pted prvnim pokusem, ve kterém dany jev
nastane. Plati pfitom, Ze pravdépodobnost tohoto jevu ve v§ech pokusech
stejnda, rovna p. Zajima nas tedy pocet “nelispésnych” pokusl X pred prvnim
“Uspéchem”. X mize nabyvat pouze hodnot 0,1, ... a méa rozdéleni dané
pravdepodobnostmi

PX=i=({1-p)-p, i=01,...
kde0<p<1
@ fikame, Ze X ma geometrickeé rozdéleni s parametrem p
@ zkracené piSeme X ~ Ge(p)
@ stfedni hodnota ~ EX =Y"2,i-(1—-p)-p= 122
°

)
rozptyl
=, . 1-p\2 1-p
varX = EX?2 — (EX)2 =Y 2. (1-p) . < )_
(EX) ; (1-p)-p 5 7
uPf: X~ Ge(1/4) EX=3 var X = /(2 512 s 1m0



Nahodna veli¢ina Diskrétni rozdéleni

Priklad

(hypergeometrické rozdéleni): V hrnci je 30 sladkych knedlik(, z nichz

10 je jahodovych a 20 Svestkovych. Z hrnce nahodné vybereme 6

knedlik(. Jaka je pravdép., Zze méné nez dva z nich budou jahodové?
@ ozn. X pocet jahod. knedlik mezi vybranymi

@ vybirame “bez vraceni”, tj. jednotlivé “tahy” nejsou nezavislé
@ hledame P(X <2)=P(X =0)+ P(X =1)
@ P(X =0)nebo P(X = 1) je mozné spocitat z klasické def. pravd.
(10) . (20) (10) . (20
P(X =0) = 0(30)6 = 0,065 resp. P(X =1)=-12257
6

) .
= 0,261
30 ’
(6)
hledana pravdépodobnost je tedy

P(X < 2) =0,065+ 0,261 = 0,326
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Nahodna veli¢ina Diskrétni rozdéleni

Hypergeometrické rozdéeleni

Toto rozdéleni je mozné popsat nasledujici situaci. Uvazujme mnozinu, ktera
obsahuje N objektll, z nichz M ma jistou vlastnost. Vybereme nahodné z této
mnoziny n objektl. Potom X oznacuje pocet vybranych objektd majici

uvazovanou vlastnost. X mlze nabyvat pouze celoCiselnych hodnot s
pravdépodobnostmi

M N—M
P(X=1i)= (’)<,S)”’), pro  max(0, M+ n— N) < i< min(M,n)

n

@ fikdme, ze X ma hypergeometrické rozdéleni s parametry N, M a n
@ zkracené piSeme X ~ Hg(N, M, n)

Fedni O (2) oo
@ stfedni hodnota EX=%i- B — oy
° rozptY' var X = W . (1 o ,,\71:11)

u Prf.:
X~Hg(N=30,M=10,n=6) EX=819=-2  varX =1,103
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Nahodna veli¢ina Diskrétni rozdéleni

Poissonovo rozdéleni
Necht X je nahodna veliina nabyvajici pouze hodnot i = 0,1,2,...ato s
pravdépodobnostmi

)\i
P(X =1i)= We-A, i=0,1,2,...

kde A > 0 je dané Cislo.

@ fikame, Ze X ma Poissonovo rozdéleni s parametrem \

@ zkracené piSeme X ~ Po())

@ stfedni hodnota a rozptyl EX=varX =\
Necht Y, ~ Bi(n, p), kde n je velké a p malé tak, ze n- p = ).
Pak plati limp_oo P(Y, =1) = P(X = ).
Tj. pro n velké a p malé Ize rozdéleni Bi(n, p) nahradit rozdélenim Po(n - p)
Napf. pro Y ~ Bi(20,0,1) a X~ Po(20-0,1) = Po(2)
je P(Y=3)=0.19 a P(X=3)=0.18
» NejCastéji se pouziva pro popis pravdépodobnosti poctu udalosti v
néjakém Casovém intervalu, pokud udalosti nastavaji v nahodnych
okamzicich a nezavisle s intenzitou A\ (poCet telefonnich hovord, dopravnich
nehod, pfichodll zakaznik( do obchodu apod.) 1. bfezna 2023 59/139



Nahodna veli¢ina Diskrétni rozdéleni
v/
Priklad

(Poissonovo rozdéleni): Behem pracovniho dne do call centra pfijde v
primeéru 30 hovord za hodinu. Jaka je pravdépodobnost, Ze béhem
jedné minuty pfijde vice neZ jeden hovor?

@ ozn. X pocet prichozich hovorli za 1 min.

@ X znaci pocCet udalosti za Casovy interval, tedy X ~ Po()\)

@ )\ nezname, ale vime, ze EX = \

@ strfedni pocet hovor( za 1 minutu EX = A mizeme odhadnout

gislem 25 =05

@ polozime A = 0,5 a spocitame
PX>1)=1—-[P(X=0)+P(X=1)]=
07750670,5 05" o5

+ e

== 10 ETR

=1-0,606 — 0,303 = 0,09
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Nahodna veli¢ina Spojité rozdéleni

Rovnomeérné rozdéleni
' Slo o rovhomérné rozdéleni na intervalu (0,5)
Necht X je ndhodna veli¢ina se spojitym rozdélenim s hustotou
1
—— proa<x<b

fe(x)={ ba P

x(X) { pro x < anebo x > b.
a distribucni funkci

0 x<a
Fx(x)=4¢ 5= a<x<b
1 X > b.

e fikame, Zze X ma rovhomeérné rozdeéleni na intervalu (a, b)
@ zkrdcené piseme X ~ R(a, b)
e stfedni hodnota a rozptyl (odvozeni - dom. cviCeni)

_(a+b) _(b—a)y
EX = 5 var(X) = BETEE

Priklad: nah. veliina znacici chybu pfi zaokrouhlovani
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Nahodna veli¢ina Spojité rozdéleni

Exponencialni rozdéleni
Necht X je nahodna veli¢ina se spojitym rozdélenim s hustotou

{ A-e M x>0

k¥ =1 0 jinak,

a distribucni funkci

x 1—e?* x>0
Fx(x):/ f(t)dt_{ 0 X <0

kde A > 0 je dané Cislo
@ fikame, ze X ma exponencialni rozdéleni s parametrem \
@ zkraceneé piSeme X ~ Exp(\)

@ stfednihodnota EX = [*° x-fe(x)dx = [;°x -\ e ¥ dx 22 1

® rozptyl varX = EX? — (EX)2 = [°x2 . X. e X dx — (1) Z22B 1,
» Ize chapat jako limitni (spojity) pfipad geometrického rozdéleni. Pouziva se
pro popis doby ¢ekani na udalost nebo doby mezi udalostmi, jestlize udalosti
nastavaji v nahodnych okamzicich a nezavisle (doba do pfichodu tel. hovoru,
prichodu zakaznika, doba do poruchy apod.) 1. biezna 2023 62/139



Nahodna veli¢ina Spojité rozdéleni

Priklad
(exponencialni rozdéleni): Zivotnost vyrobku je v priméru 14 let a da se
modelovat exponencialnim rozdélenim. UrCete

a) pravdep., Ze se pokazi v prvnim roce po skonceni dvouleté zaruky

b) jakou maximalni zaruéni dobu muze prodejce stanovit tak, aby se
béhem ni nepokazilo vice jak 20% vyrobki

@ ozn. X jako Zivotnost vyrobku, X ~ Exp(\)

@ )\ nezname, ale vime, ze EX =1/

@ stfedni zivotnost EX = 1/\ mizeme odhadnout Cislem 14
@ polozime tedy \ = {; a spotitame

3 3
a) P(Xe(2,3)):/ fx(x)dx:/ 11—4~e‘ﬁ dx=e T —g 1
2 2

nebo = P(X < 3) — P(X < 2) = Fx(3) — Fx(2) =1 — e 1 — (1 - e—%) = 0,06
b) hledame zar. dobu z tak, aby P(X < z) = 0,2

@ tedy z = F, '(0,2) (20%-ni kvantil rozd&leni Exp(\))

@ F'(u) se urtiinverzni k Fx(x): Fy'(u) = —1 - In(1 — v)

hledana zaruéni doba je z = —14 - In(0,8) = 3,12 = 3 roky a 1,5 mésice
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Nahodna veli¢ina Spojité rozdéleni

Normalni (Gaussovo) rozdeleni
Necht X je nahodna veli¢ina se spojitym rozdélenim s hustotou

PR
fx(x) = Lexp (—%(XU—Z’M)) , prox € R.

kde 11 = EX a 0? = var X jsou parametry rozdéleni.
e fikame, Ze X ma normalni rozdéleni se stf. hod. i a
rozptylem o?
o zkracené piseme X ~ N(u,0?)
e pro distribuéni funkci Fx(x) = [ f(t) dt neexistuje
explicitni vyjadreni
e pro N(0, 1) jsou hodnoty pfesné tabelovany

vvvvvv

» Vznik: sou¢tem mnoha nepatrnych prispévki
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Nahodna veli¢ina Spojité rozdéleni

Grafy hustot normalniho rozdéleni N(z, o?)
» symetrické kolem stfedni hodnoty

®
o — N(0,1
— Nfis )
< — N(0,4)
N(0,0.25)
<
o
N
N
Q ] —
© I I I I I
-4 -2 0 2 4
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Nahodna veli¢ina Spojité rozdéleni
Normované normalni rozdéleni Z ~ N(0, 1)

» distrib. funkce N(0, 1) znaéime ¢(z) = P(Z < 2)
» napf. #(1,38) = P(Z < 1,38) Z22%% 0 916

<
s
2 az)=P(Z<z
N
S hustota N(0,1)
g _|
o
© T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 z 2. 3 ,
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Nahodna veli¢ina Spojité rozdéleni

Normované normalni rozdéleni Z ~ N(0,1)
» ze symetrie N(0, 1) plyne: ¢(—z) =1 — ®(2)
> napf. P(Z < —1,38) = &(—1,38) = 1 — (1,38) 22

1-0,916 = 0,084

<

o

|

C | ®-2)=P(Z<-2)

S 1-P(Z<z)

g |

<

© T T — T — T T
-3 -2 -z 0 1 z 2 3
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Nahodna veli¢ina Spojité rozdéleni

Normované normalni rozdéleni Z ~ N(0,1)
» Pla<Z<b)=P(Z<b)—P(Z<a)=ob)—d(a)
> napt. P(—1 < Z < 2) = &(2) — d(—1) 22 0,977 — 0,158 = 0,819

02 03 04

P(a<Z<b)

0.0 0.1
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Nahodna veli¢ina Spojité rozdéleni

Obecné normalni rozdéleni Z ~ N(u, o?)
@ pro X ~ N(u,0?) plati, ze

om. X — 4
g

Z

~ N(0,1)

P(a<X<b):¢(b_’“‘> —¢(a_”)
g o

PF.: Vyska chlapcu v Sesté tfidé X ~ N(u = 143,02 = 49):
uréeme P(130 < X < 150) = ¢ (150148) _ ¢ (130143) = ( 81
tedy mezi chlapci v Sesté tridé je priblizné 81% vysokych 130 az
150 cm.
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Nahodna veli¢ina Spojité rozdéleni

Pr.: Jaké vysky dosahuje jen 5% chlapcu v Sesté tride?
...95%-ni kvantil rozdéleni N(u = 143,02 = 49)
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Nahodna veli¢ina Spojité rozdéleni

Kvantily normovaného normalniho rozdéleni 1

» kvantilovou funkci nah. vel. Z ~ N(0, 1) znac¢ime ¢~ '(«)
» plati P(Z < ¢~ () = ¢(¢(a)) =

» Ize najit v tabulkach ®(x) inverznim postupem

» Casto pouzivané: $-'(0,95) = 1,65 a ¢~'(0,975) = 1,96

<

o

™

Q-

N

° 0.95

g _|

Q

© T T T T = T T
3 2 1 0 ® '(0.95)=1.65 3
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Nahodna veli¢ina

Spojité rozdéleni

Kvantily normovaného normalniho rozdéleni 2
» v tabulkach Casto jen kvantily pro o > 0,5

» pro a < 0,5 Ize vyuzit vztahu (plyne ze symetrie rozdéleni):

» napf

)
o

«
o

0.2

0.1

0.0

: 5%-ni kvantil N(0, 1) je $~1(0,05) = —»~'(0,95) = —1,65

d (a)=-07'(1-0a)

0.05

T

-3

T
@ '(0.05)=-1.65

T
0

T
@ (0.95)

=1.65
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Nahodna veli¢ina Spojité rozdéleni

Kvantily obecného normalniho rozdéleni

o pro X ~ N(u,0?) plati, ze Z 22 X+ ~ N(0,1)
e a-kvantil nah. vel X je takova hodnota h, pro kterou plati

P(X < h)=a ¢(h_“>_a
g
P(X_M<h_u>:oz h—M:¢_1(a)
g g g
h—pu |
P(z< =0 h=o-0"(a)+pu
o

PF.: Uréeme 95%-ni kvantil rozdéleni N(u = 143, 02 = 49)
jeroveno - ®-1(0,95) + u=7-1,65+ 143 =1545
tedy jen 5% chlapcu v Sesté tfidé méfi vice nez 154,5 cm.
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Nahodna veli¢ina Centralni limitni véta
Nahodny vybér
Nahodny vybér je n-tice X, Xz, ..., X,, nahodnych veliin, které
jsou nezavislé a maji stejné rozdéleni.
» Pr. 1: Vyska chlapcl Sestych trid, velka populace, nahodné
vybereme n chlapcl u nichz zméfime vysku X;
» Pr. 2: Méreni pevnosti tkaniny, zméfime pevnost na n
nahodné vybranych vzorcich
@ pocet veliin n oznacujeme pojmem rozsah vybéru
@ parametry rozdéleni (stf. hodnotu ., rozptyl o2, atd.) nah.
veli¢in X; Casto nezname
@ z nahodného vybéru Ize tyto nezname parametry rozdéleni
odhadnout o
o vybérovy prameér X = 157 . X; je (bodovym) odhadem
stfedni hodnoty (vysky, pevnosti) o
o vybérovy rozptyl $2 = _L-3™7 (X; — X)? je (bodovym)
odhadem rozptylu rozdéleni
e X a S? jsou také nahodné veliginy
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Nahodna veli¢ina Centralni limitni véta

Vlastnosti vybérového priameéru
Necht Xi, X, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni se stfedni
hodnotou . a rozptylem o2. Potom
1) EX=pu (X je nestranny odhad 1)
2) var(X) =2~

Dukaz:
ad 1) Z (body 1) a 5)) plyne:
o 1 n 1 n 1 n
X (130) < e 15
ad2)Z (body 2) a 6)) plyne:
n 1 n » 0_2

var ( _var< ZX) 2;:var)(,-:?Z:a =—

Poznamka:

@ zdukazuplyne,ze EQL X)) =n-u a var(3.X)=n-o?
@ podobné Ize dokazat nestrannost vybér. rozptylu, tj, £S%,= 02 ..,



Nahodna veli¢ina Centralni limitni véta

Histogramy prameru

Pt.: Zajim& nas Zivotnost vyrabénych zafivek, nadhodné vybereme n zafivek,
otestujeme je a spocitame jejich prdmérnou Zivotnost. Takovych primér
spocitame 1000 a nakreslime jejich histogram. (Data vygenerovana z
Exp(A = 1))

» z obrazku patrno, Ze s rostoucim n klesa variabilita prdméru a zlepSuje se
normalita (plati Centralni limitni véta)

n=1
o
81 g
‘] —|_|_I—m N —|_’_l—._
° °
] T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
n=10 n =50
[
& 2
&
84 8
3 3 _.-_H ul
o

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 1. brezaa 20235 676/139



Matematické statistika

Pt.: Ceska obchodni inspekce chce zkontrolovat vyrobee coly, zda
nesidi zakazniky. Chce proto odhadnout stfedni mnozstvi coly v
dvoulitrové lahvi a zkontrolovat tak, zda je plnici automat spravné
nastaven. Nahodné bylo za timto G¢elem vybrano 100 lahvi a byl
zji$tén jejich pramérny obsah X = 1,982 litr. O daném plnicim
automatu je navic znamo, ze smérodatna odchylka mnozstvi pinéného
do dvoulitrovych lahvi je o = 0,05 litrti (tedy rozptyl 0 = 0,0025 litr(1?)
a mnozstvi napoje v jedné lahvi se da povazovat za normainé
rozdélenou nahodnou veli¢inu N(u, 02 = 0,0025). Potvrzuiji data
domnénku, Ze je automat Spatné nastaven a vyrobce tak Sidi
spotrebitele?

@ X = 1,982 se da povaZovat za bodovy odhad stfedniho mnozZstvi
v lahvi u. Pfi kazdém nahodném vybéru lahvi vyjde jiny odhad
(primér). Co ted?

@ Nelze najit napf. néjaky interval (...intervalovy odhad), o kterém
bychom dokazali fict, Ze pokryva neznamé stredni mnozstvi u s
velkou pravdépodobnosti?

@ Jak oveérit domnénku (...testovani hypotéz), Ze vyrobce Spatnym
nastavenim automatu sidi zakazniky? 1. bfezna 2023 77/139



Matematické statistika

Matematicka statistika
Predpokladejme, ze Xj, Xz, ..., X, je nahodny vybér z néjakého
rozdéleni vétSinou s neznamymi parametry
VétSinou predpokladame, ze nah. vybér pochazi z pevné daného
rozdéleni (nejcastéji normalniho) a snazime se odhadnout neznamé
parametry tohoto rozdéleni nebo ovérit (testovat) hypotézy o téchto
parametrech (u norm. rozd. pujde o stfedni hodnotou y a rozptyl o2)
@ bodovy odhad neznamého parametru je jedna hodnota, kterou
spocitame z hodnot realizovaného nahodného vybéru, napt. X je
bodovym odhadem p
@ intervalovy odhad neznamého parametru (také interval
spolehlivosti) je interval (jehoz hranice také zavisi na nahodném
vybéru), ktery pokryva hodnotu neznamého parametru s
predepsanou pravdépodobnosti
@ v testovani hypotéz se snazime rozhodnout mezi dvéma
odporujicimi si tvrzenimi (hypotézami) o daném parametru
rozdéleni, naprt. zda je automat na plnéni lahvi spravné nastaven
(n = 2 litry) nebo neni (u # 2 litry)
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Matematicka statistika Intervaly spolehlivosti

Interval spol. pro u, kdyz o2 zname, u N(u, 0?)
Pro nahodny vybér Xi, Xz, ..., X, z rozdéleni N(u, o) plati

2
X~N<M,Un>

X—p

g

proto

a tedy plati, ze

P<—¢1(1 —a/2)<X;“ Vn< o (1 —a/Z)) —1-a

100(1 — a)%-ni interval spolehlivosti pro x a zndmé o2 je tedy
T Xo (-2 )

<X—¢1(1—a/2)-ﬁ 7

tento interval (je nahodny) pokryva neznamou stfedni hodnotu x s
pravdépodobnosti 1 — «

» ien zhruba 100(1 — a)% takovvch interval(l obsahuje mezaameé 1, 79/139



Matematicka statistika Intervaly spolehlivosti
zpét k : Nahodné vybrano 100 lahvi coly a byl zjistén jejich
primeérny obsah X = 1,982 litrii. Namérené hodnoty povazujeme za
realizaci nahodného vybéru z rozdéleni N(u, o? = 0,0025). Spoéitejme
95%-ni interval spolehlivosti pro stfedni mnozstvi coly v jedné lahvi ..
@ 100(1 — a)% ni int. spol je
(X—cb (1-a/2) 2 X+ (1—0[/2)-%)
@ pro 95%-ni int. spol. poI02|me a = 0,05 a najdeme tedy
®~1(1 -0,05/2) = »-1(0,975) = 1,96
@ dosadime za X = 1,982, o = 0,05 a n = 100:
0,05 0,05
1982 -196- —; 1, ,96 - — =
< v 100 \/100>
=(1,982 —0,010; 1,982 +0,010) =
=(1,972; 1,992)
S pravdépodobnosti 95% tento interval obsahuje neznamou stredni

hodnotu 1, ale neobsahuje hodnotu 2. Lze tedy s velkou jistotou tvrdit,
Ze automat neni spravné nastaven.
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Matematicka statistika Intervaly spolehlivosti

Pf.: Z populace jedenactiletych chlapct bylo nahodné vybrano 16 a
byla zjisténa jejich hmotnost (v kilogramech):

33,1 36,7 345 3055 359 365 405 379
38,2 39,5 289 36,3 355 358 458 434

Méreni budeme povazovat za realizaci nah. vybéru z rozdéleni
N(u, 0?). Chceme 95%-ni interval spolehlivosti pro stfedni hmotnost
jedenactiletych chlapcu.

Problém: nelze pouzit pfedchozi postup, protoze nezname
smeérodatnou odchylku méfeni o.
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Matematicka statistika Intervaly spolehlivosti

Interval spol. pro u, kdyz o? nezname, u N(u, 0?)
neznamé o nahradime odhadem, tzv. vybérovou smérodatnou
odchylkou

S\/EJI*E;(X,-X)?

100(1 — «)%-ni interval spolehlivosti pro ;. a neznamé o2 pro vybér z
normalniho rozdéleni je

(X—tn_1(1 —a/2)- S

S _
%; X+th1(1 —a/2)- \/ﬁ>

@ nahrazeni kvantilu ®~1(1 — «/2) kvantilem t,_1(1 — a/2) (je vétsi
— Sirsi interval) je dani za to, Ze neznamou hodnotu o
nahrazujeme jejim odhadem S.

@ t(a) oznaCuje a-kvantil tzv. (Studentova) t-rozdéleni o n stupnich
volnosti; najdeme ho v tabulkach

@ interpretace je stejna jako u predchoziho intervalu
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Matematicka statistika Intervaly spolehlivosti

zpét k : Z 16 namérenych hodnot chceme spocitat 95%-ni interval
spolehlivosti pro stfredni hmotnost.
@ spoditame X = 36,8125, S = 4,2711 a polozime n = 16
@ pro 95%-ni int. spol. polozime o = 0,05 a najdeme
ti5(1 —0,05/2) = t5(0,975) = 2,13
Tedy s 95%-ni pravdépodobnosti je stredni hmotnost pokryta
intervalem:

_ S - S .
42711 42711
= (36,8125 -2,13- — ; 36,8125+ 2,13 - — =
< V16 V16 )

= (36,8125 — 2,274; 36,8125 + 2,274) =
= (34,54; 39,09)

@ pro 99%-ni int. spol. je o = 0,01 a #5(1 — 0,01/2) = #5(0,995) = 2,95
tedy 99%-ni interval spolehlivosti pro n je (33,66; 39,96)

Jak spocitat interval spolehlivosti pro rozptyl (variabilitu hmotnosti) o2?
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Matematicka statistika Intervaly spolehlivosti

Interval spol. pro 02 u N(u, 0?)
Pfedpokladejme, ze Xy, Xa, ..., X, je nah. vybér z rozdéleni N(u, o2).
Ize dokazat, ze plati

_ . Q2
P (X%—ﬂa/ﬁ’) S e a/z))) —1-a

@ kde x2(a) oznaduje a-kvantil tzv. x2-rozdéleni [6ti: chi-kvadrat] o n
stupnich volnosti; najdeme ho v tabulkach
100(1 — «)%-ni interval spolehlivosti pro o2 pro vybér z normalniho

rozdéleni je
< (n—1)- 82 .(n—1)-82>
X%_1(1_a/2)’ X%_1(a/2)

@ interpretace je podobna jako u prfedchozich intervalt
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Matematicka statistika Intervaly spolehlivosti

zpét k : Z 16 namérenych hodnot chceme spocitat 95%-ni interval
spolehlivosti pro rozptyl hmotnosti.

@ spoditali jsme X = 36,8125, S =4,27112 amame n= 16
@ pro 95%-ni int. spol. polozime « = 0,05
@ anajdeme x2,(1 — 0,05/2) = x%(0,975) = 27,49 a
x35(0,05/2) = x35(0,025) = 6,26
Tedy s 95%-ni pravdépodobnosti je rozptyl hmotnosti jedenactiletych
chlapcu pokryt intervalem:

( (n—1)-82 (n—1)-82>;

X2_{(1—a/2)" x2_1(a/2)

N (15-4,27112_ 15.4,27112> N
2749 ' 626

= (9,95; 43,71)
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Matematicka statistika Intervaly spolehlivosti

Pt.: U stroje na vyrobu soucCastek by méla byt podle normy jeho
chybovost (ij. pravdépodobnost, ze vyrobi zmetek) nejvyse 10%. P¥i
kontrole nahodného vzorku 400 soucastek bylo mezi nimi zjisténo 42
zmetkU. Jak urCit 95%-ni a 99%-ni interval spolehlivosti pro chybovost
stroje.

@ oznacme jako p neznamou chybovost stroje
@ nah. vybrano n = 400 soucastek, kazda s pravdép. p zmetek
@ tedy celkovy pocet zmetkd mezi vybranymi Y ~ Bi(n = 400, p)

@ nah. vybérem zjistén pocet zmetkl ve vybéru (absolutni etnost)
y = 42 (realizaci Y zjiSténa hodnota y)

» bodovym odhadem p je relativni ¢etnost p = % = % =0,105
» jak bychom mohli odhadnout p intervalem?
@ z CLV (Moivreovy-Laplaceovy ): pro Y ~ Bi(n,p) ma
Y ~N(n-p,n-p-(1—p)) pro dostatecné velké n
o tedy ¥ ~ N(p, 20-£))

n
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Matematicka statistika Intervaly spolehlivosti

Interval spol. pro parametr p binomického rozdéleni
Mame-li nah. veliCinu Y z rozdéleni Bi(n, p), pak ’—; ~ N(p, @) a
protoze rozptyl (kvali neznamému p) tohoto rozdéleni nezname,

, ~ . B-(1—p ,
nahradime p v rozptylu odhadem p. Tedy % ~ N(p, M) a plati
r-p

za X pak dosadime napozorovanou relativni getnost £ = p a
dostaneme:

100(1 — a)%-ni int. spol. pro parametr p binomického rozdéleni je

P <—¢_1(1 —a/2) < Vn< <D_1(1 —a/2)> =1—-q«

N

(ﬁ—¢_1(1—a/2)~ 13-(1”—/3);ﬁ+¢_1(1_a/2)_ ’5'(1,7_’5)>

@ interpretace je podobna jako u pfedchozich intervall
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zpét k : Ze 400 nah. vybranych soucastek bylo 42 zmetkd. Chceme
spocitat 95%-ni a 99%-ni interval spolehlivosti pro chybovost stroje.

@ bodovym odhadem chybovosti p je podil vadnych ve vybéru
p=1%= % =0,105

@ pro 95%-ni (resp. 99%-ni) int. spol. poloZzime « = 0,05 (resp. « = 0,01)

@ anajdeme ¢~ '(1—0,05/2) = 1(0,975) = 1,96 a
®~1(1-0,01/2) = ~1(0,995) = 2,58

Tedy 95%-ni int. spol. pro chybovost p stroje je:
(f) <1>*1(1 —a/2)- M - q>*1(1 —a/2). p(1p)> -

N 0,105 (1—0,105) \/0,105 (1 -0,105)
= <0,105— 1,96 \/ 400 . 0,105+ 1,96 400

= (0,075; 0,135) = (7,5%; 13,5%)

resp. 99%-ni int. spol. by vySel (0,065; 0,145) = (6,5%; 14,5%)
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Vlastnosti intervall spolehlivosti

@ Sirka intervalu roste s vy$si pozadovanou spolehlivosti (viz.
posledni priklad)

@ Sirka intervalu klesa s vy$Sim n (poctem pozorovani)
» napt. u intervalu pro 1 u N(u, 2) nebo pro p u Bi(n, p) je Sitka
nepfimo Umérna odmocniné z n; a tedy k ziskani dvakrat uzsiho
(presnéjsiho) intervalu spolehlivosti je tfeba 4-krat vice pozorovani

@ v nékterych pfipadech Ize z pozadavku na Sitku intervalu
odhadnout potfebny pocet pozorovani n.
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Jak overovat hypotézy?

@ jak rozhodnout, zda plati tvrzeni 0 neznamém parametru
rozdéleni?

@ spocitali jsme intervalovy odhad pro stfedni mnozstvi u coly v
lahvi: (1,972; 1,992)

@ lze (a s jakou jistotou) tvrdit, Ze je automat Spatné nastaven?

@ pozadavek: chtéli bychom napf., aby pravdépodobnost “kfivého
obvinéni” byla mala

@ proto: zavadime standardizované postupy pro takové rozhodovani
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Testovani hypotéz

X1, Xo, ..., Xy je nah. vyb. z rozdéleni s nezn. parametrem(y).
Mame dvé odporuijici si hypotézy o parametru(ech) daného rozdéleni:
@ tzv. nulovou hypotézu Hy: parametr se rovna urcité hodnoté,
parametry se rovnaji,...
@ tzv. alternativni hypotézu H,: opak nulové hypotézy, ¢asto to, co
se snazime prokazat
Podle typu Hy a H; se zvoli rozhodovaci kritérium (test, testové
kritérium), které zavisi na (vypocCtu ho z) realizovaném nahodném
vybéru (napozorovanych datech).
Mozna rozhodnuti:
@ zamitame Hpy, pokud data (a tedy i test) sveédci proti ni
@ nezamitame Hp, pokud data (a tedy i test) neposkytuji dostatek
“dUkazu” proti Hy

1. bfezna 2023 91/139



Matematické statistika Testovani hypotéz

Postup a mozné chyby pri rozhodovani

e chyba 1. druhu: H, plati a my ji zamitneme

e chyba 2. druhu: H, neplati a my ji nezamitneme
hladina testu: oznacujeme ji « (tu volime, nejCastéji = 0,05), je
nejvyssi pripustna pravdépodobnost chyby 1. druhu

rozhodnuti\ skutecnost H, plati Ho neplati
nezamitame Hj spravne chyba 2. druhu
zamitame Hy chyba 1. druhu < « spravné

Postup: Podle toho, co chceme zjistit, zformulujeme Hy a H; a
zvolime «. Pak zvolime vhodné rozhodovaci kritérium: tj. z testq,
jejichz hladina je mensi nez « vybereme obvykle ten s minimalni
pravdepodobnosti chyby 2. druhu
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zpét k : Nahodné vybrano 100 lahvi coly a byl zjistén jejich
pramérny obsah X = 1,982 litrl. Naméfené hodnoty povaZujeme za
realizaci nahodného vybéru z rozdéleni N(u, o0® = 0,0025). Da se
tvrdit, Ze je automat Spatné nastaven?

Chtéli bychom provést na hladiné « = 0,05 test hypotézy

@ Hp: = 2litry (automat je spravné nastaven)
proti alternativé

@ Hi : p # 2litry (automat neni spravné nastaven)
Jak zvolit testové kritérium?
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Z-test: jednovybérovy test stfedni hodnoty (02 zname)
Xi, Xo, ..., Xp je nah. vyb. z rozdéleni N(u, 02), kde o2 zname. Z jiz
odvozeného @ plyne, ze

('X W Jns o1 - a/2)):

Tedy pro test hypotézy Hy : 1 = g proti alternativé Hy : p # pg 1ze
pouzit testovou statistiku

g

a na hladiné « zamitame hypotézu H, (pfiklonime se k Hy), pokud
12| > o711 — a/2)
@ pokud |Z] < ®~1(1 — a/2), tak Hy nezamitame. Zavér: Hy muze
platit
@ Pozn.: Pro dostateCné velka n plati diky Centralni limitni vété i pro
jina rozdéleni nez normalni

1. bfezna 2023 94/139



Matematické statistika Testovani hypotéz

zpét k : Nahodné vybrano 100 lahvi coly, X = 1,982 litr(i. Predp,

Ze data pochézeji z rozdéleni N(u, 0® = 0,0025). D& se tvrdit, Ze je

automat Spatné nastaven?
Chtéli bychom provést na hladiné « = 0,05 test hypotézy

@ Hy : p =2 litry (automat je spravné nastaven)
proti alternativé

@ Hy: u # 2 litry (automat neni spravné nastaven)
Testové kritérium (testova statistika) je

X_“O.ﬁ:w.w/mo:_gﬁ

Z=— 0,05

Tedy
1Z| =3,6 > ¢ (1 —a/2) = o 1(0,975) = 1,96

a proto na hladiné 0,05 zamitame Hy a priklanime se k H;
Zavér: automat neni spravné nastaven
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zpét k : Byla zmérena hmotnost 16 jedenactiletych chlapcu.

Méfeni povazujeme za realizaci nah. vybéru z rozdéleni N(u, o?). Lze
tvrdit, Ze se jejich hmotnost zmeénila oproti dobé pred 25 lety, kdy byla
stfedni hmotnost jedenactiletych 34 kg? Volme hladinu testu oo = 0,01

Chtéli bychom tedy provést na hladiné « = 0,01 test hypotézy

@ Hp : 1 = 34 kg (hmotnost je rovna hmotnosti pred 25 lety)
proti alternativeé

@ H; : pn # 34 kg (hmotnost neni rovna hmotnosti pred 25 lety)

Problém: nelze pouzit pfedchozi postup, protoze nezname
smeérodatnou odchylku méfeni o.
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Jednovybérovy t-test: test stf. hodnoty (02 nezname)
Xy, Xz, ..., Xn je nah. vyb. z rozdéleni N(u, o2), kde o nezname. Plati,

ze X—g’“‘ -v/n~ t,_1, z cehoZ podobné jako u Z-testu plyne:

P(’X M N 1(1—04/2)>

Tedy pro test hypotézy Hy : i = g proti alternativé Hy : p # pg 1ze
pouzit testovou statistiku

X — 1o

T= /n

a na hladiné o zamitame hypotézu Hy (pfiklonime se k H;), pokud
ITI > th1(1 — @/2)

@ pokud |T| < th—1(1 — «/2), tak Hy nezamitame. Zaveér: Hy maze
platit
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zpét k : Byla zméfena hmotnost 16 jedenactiletych chlapcu.
Méfeni pochazeji z rozdéleni N(u, 0?). Lze tvrdit, Ze se jejich hmotnost
zmeénila oproti dobé pred 25 lety, kdy byla stfedni hmotnost
jedenactiletych 34 kg?
Chtéli bychom tedy provést na hladiné « = 0,01 test hypotézy

@ Hp: p = 34 kg (hmotnost je rovna hmotnosti pred 25 lety)
proti alternative

@ Hj: p # 34 kg (hmotnost neni rovna hmotnosti pred 25 lety)
Testové kritérium (testova statistika) je

X—po 36812534

T=—% 42711

V16 = 2,634

Tedy
|T| =2,634 < t,_1(1 — a/2) = 15(0,995) = 2,947
a proto na hladiné 0,01 nezamitame Hy
Zavér: NevyluCujeme, ze je hmotnost rovna hmotnosti pred 25 lety
@ Pozn.: na hladiné a = 0,05 bychom Hy zamitli (pfiklonili se k H;),
protoze |T| = 2,634 > t,_1(1 — a/2) = 5(0,975) = 2,131
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Parovy t-test

Nékdy mame k dispozici dveé sady dat (méfeni) a snazime se je
porovnat (jejich stfedni hodnoty). Oznacme napozorované veli€iny
(X1, Y1), ..., (Xn, Yn) a predpokladejme, Ze veliCiny X a Y se stejnym
indexem nelze povazovat za nezavislé (Casto proto, Ze jsou mérena na
jednom objektu), ale veli€iny s riznymi indexy za nezavislé povazovat
jiz 1ze (méreni spolu nesouvisejici, napt. proto, ze jsou provedena na
raznych objektech).

Pf.: Nahodné vybrano 8 lidi, ktefi byli podrobeni dieté. Byla
zaznamenana jejich hmotnost (v kg) pred dietou a po ni.

Osoba 11 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8
Pfed || 81 | 85|92 | 82|86 |88 |79 |85
Po| 84 68|73 |79 |71 |80 |71]72

Chtéli bychom zjistit, zda ma dieta vliv na hmotnost.

Jak zvolit testové kritérium?
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Parovy t-test

Predpokladejme, ze mame dvourozmérny nahodny vybér (Xi, Y1),
., (Xn, Yn) takovy, Ze X a Y tvofi pary, které nelze povazovat za

nezavislé. OznaCme ux = EX; a uy = EY,.

Dale polozme Z; = Xy — Yi,...,Z, = X, — Y, a predpokladejme, ze
veli¢iny Z se daji povaZovat za nahodny vybér z rozdéleni N(u, o2),
kde p = pux — py-

Tedy test hypotézy, ze obé sady méreni pochazeji z rozdéleni o stejné
stfedni hodnoté Hp : ux — py = 0 je totéz jako test hypotézy

Ho : u = 0. Test hypotézy Hy : 1 = 0 proti alternativé Hy : 1 # 0 je
ulohou jednovybérového t-testu.

Tedy spotitame Z= 17,7 a S2=_-1-S7.(Z-2)? a
pokud
|Z 0|

|T| = VN>t 1(1—a/2)

tak na hladiné « zamitéme hypotezu Ho (pfiklonime se k Hy = ux # ny)
1. bfezna 2023 100/139



Matematické statistika Testovani hypotéz

Parovy t-test, intervalovy odhad

Nékdy nas zajima intervalovy odhad rozdilu x4 = pux — py (podobné
jako pro jeden vybér s neznamym rozptylem).
100(1 — a)%-ni interval spolehlivosti pro u = ux — py:

(Z-ta1-a2 2 24t - i) 52)

Tento interval Ize pouzit i pro test hypotézy, ze obé sady méreni
pochazeji z rozdéleni o stejné stredni hodnoté Hy : 1 = 0 proti
alternativé H; : p # 0 na hladiné «:

Pokud 0 ¢ (z— t1(1 = 0/2) - 52 Z+ to4(1 - 0/2) ) tak na
hladiné o zamitame hypotézu Ho (prlklonlme se kK Hy: ux # py)
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zpét k : 8 lidi podrobeno dieté. Ma dieta vliv na hmotnost?
Osoba 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8
X=Pfed || 81 | 85|92 |82 |86 | 88 | 79 | 85
Y=Po 84 (68| 73|79 71|80 | 71|72
Z=Rozdil || -3 [ 17 [ 19| 3 [15] 8| 8| 13

Provedeme na hladiné o« = 0,05 test hypotézy
@ Ho: pn= px — py = 0 kg (dieta nema vliv na hmotnost)
@ proti Hy : = ux — py # 0 kg (dieta ma vliv na hmotnost)

Spoéteme Z=10 a Szy=,/S% = /5571429 = 7,4642
Testova statistika je

Z-0 10-0
T="% V"= 7aea

V8 = 3,789
Tedy

|T| =3,789 > t,_1(1 — «/2) = t;(0,975) = 2,365
a proto na hladiné 0,05 zamitame Hj.
Zavér: dieta ma vliv na hmotnost.

@ Pozn.:ipro a = 0,01 bychom Hy zamitali (£7(0,995) = 3,499)
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Dvouvybérovy t-test
Nékdy mame k dispozici dveé sady dat (méreni), které se snazime
porovnat (jejich stfedni hodnoty), pfi¢emz veliiny nejsou parové
zavislé a nemusi jich byt stejny pocet. Oznaéme napozorované veliiny
Xi,...,XpaYy..., Yn abudeme je povazovat za dva nezavislé
nahodné vybeéry (vSechny veli¢iny jsou mezi sebou nezavislé).

Pf.: Ve tfidé byly zjiStény nasledujici vysky zaka (v cm):

Chlapci | 130 140 136 141 139 133 149 151
Divky 135 141 143 132 146 146 151 141
Chlapci | 139 136 138 142 127 139 147
Divky 141 131 142 141

Testujte, zda jsou chlapci a divky v primeéru stejné vysoci. Volte
a =0,05.
Jak nyni zvolit testové kritérium?
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Dvouvybérovy t-test

Pfedpokladejme, ze mame nahodny vybér Xy, ..., X, ~ N(ux,o?) a
nahodny vybér Yi,..., Ym ~ N(uy, 0?) a tyto dva vybéry jsou
nezavislé se stejnym rozptylem.

Polozime

. 1
szzm-((n_1).s§(+(m—1)-s§),

kde S2=_LS7.(X-X? a S2=_1 -7 (Y-Y)?2

Pro test hypotézy, ze obé sady méfeni pochazeji z rozdéleni o stejné
stfedni hodnoté Hy : ux — py = 0 proti alternativé Hy : ux — uy #0
Ize pouzit statistiku:

X-Y-0 [n-m
T= .
S* n+m
apokud |T| > thm—2(1 — «/2) tak na hladiné oo zamitame hypotézu
Hp (pfiklonime se k H; : ux # py stfedni hodnoty nejsou stejné)
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Dvouvybérovy t-test, intervalovy odhad

Nékdy nas zajima intervalovy odhad rozdilu pux — py.
100(1 — a)%-ni interval spolehlivosti pro ux — py:

[ — . n+m - — . n+m
(X—Y—fn+m_2(1—a/2)~3 Vo XY H trma(1 = a/2)- 8"+ nm)

Tento interval Ize pouzit i pro test hypotézy, Ze obé sady méreni
pochazeji z rozdéleni o stejné stredni hodnoté Hy : ux — py = 0 proti
alternativé Hy : ux — py # 0 na hladiné o

Pokud 0 nelezi v tomto 100(1 — a))%-nim intervalu spolehlivosti pro
ux — py, tak na hladiné o zamitame hypotézu H (pfiklonime se k

Hi @ px # py)

1. bfezna 2023 105/139



Matematické statistika Testovani hypotéz
zpét k : na hladiné « = 0,05 testujte, zda jsou chlapci a divky v
primeéru stejné vysoci.
Chlapci | 130 140 136 141 139 133 149 151
Divky | 135 141 143 132 146 146 151 141

Chlapci | 139 136 138 142 127 139 147
Divky 141 131 142 141

@ test Hy : ux — uy = 0 cm (jsou stejné vysoci)
@ proti Hy : px — py # 0 cm (nejsou stejné vysoci)
Spolteme X = 139,133; Y =140,833; S2 =42981; S2 = 33,788;

1 1
SO B ,.z:\/f. . _
S \/n+m2 (n—1)- 82+ (m—1)-S2) 55 (1442981 +11.33,788) = 6.240

Testova statistika je

X-Y-0 [n-m 139,133 -140,833—-0 [15-12
T=—"% ‘Nontm™ 6,240 '15+12_*0’703

Tedy |T| = 0,708 < thym—2(1 — a/2) = t5(0,975) = 2,060 a proto na
hladiné 0,05 nezamitame Hj.
Zavér: je mozné, Ze chlapci a divky jsou v priméru stejné vysoci.

@ Na kazdé nizsi hladiné (i « = 0,01) bychom Hj tim spiSe nezamitli
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Znaménkovy test

Nékdy mame k dispozici jen informaci, kolikrat pfi velkém poctu
nezavislych opakovani zkoumana veli¢ina prekrocila (+) nebo byla
mensi (-) nez néjaka dana hodnota. A chceme testovat hypotézu, ze
oboji nastava se stejnou pravdépodobnosti, tj. ze median (50%-ni
kvantil) rozdéleni je roven té dané hodnoté.

Pt.: Ze 46 piv, které se u vaseho stolu vecer vypily, bylo 27
podmirovych a 19 nadmirovych. Lze tvrdit, Ze vyCepni systematicky
8idi (at uz zakazniky nebo majitele hospody)?

Chceme ovérit, zda median mnozstvi piva ve sklenici maze byt pul
litru. Zname pfitom jen pocet piv pod a nad touto mirou. Jak zvolit
testové kritérium?
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Znaménkovy test - asymptoticky (pro velké n)
Mame veliCiny Xi, ..., X, ze spojitého rozdéleni s medianem x. Tedy
plati

P(X,-<)"():P(X,->)"():% i=1,....n
Chceme testovat hypotézu Hy : X = xp proti Hy : X # X, kde xp je
dané Cislo.
Utvori se rozdily X; — xo, ..., Xn — Xo @ ty nulové se vynechaji (a
prisluSné se zmensi n).
Za platnosti Hy méa pocet rozdill s kladnym znaménkem
Y ~ Bi(n,p = 1/2) a tedy podle pro velké nplati: Y
ma priblizné normalni rozdéleni N(n/2, n/4)
Za platnosti Hy tedy

Y—-n/2 2Y-—n
v/n/d — /n

Hp : X = xo na hladiné o zamitneme, pokud |U| > »~1(1 — a/2)
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Znameénkovy test - exaktni (presny)

@ Pouziva se, pokud je n malé

Vychazime z toho, Ze za platnosti Hy ma pocet rozdill s kladnym
znaménkem Y ~ Bi(n,p = 1/2) a tedy oCekavame, zZe zjiSténa
hodnota Y bude blizko své stfedni hodnoty n/2.
Priklonime se tedy k H; : X # Xo, pokud bude Y moc malé (< ki) nebo
moc velké (> ko).
Zvolime hladinu testu a.
Pak k; se voli jako nejvétsi Cislo, pro které jesté plati, Zze
@ P(Y<ki)<a/2
a ko se voli jako nejmensi &islo, pro které jesté plati, ze
@ P(Y>k)<a/2
Zamitame Hy na hladiné «, pokud Y < ky nebo Y > ko.
Pozn.: Skute¢na pravd. chyby prvniho druhu je ¢asto mensSi nez o
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zpét k : Ze 46 piv bylo 27 podmirovych a 19 nadmirovych. Lze
tvrdit, Ze vyEepni nedodrzuje miru (at uz jednim nebo druhym
smérem)?

Na hladiné « = 0,05 testovat Hp : X = 500 ml proti H; : X # 500 ml.

Exaktni test:
Mame Y ~ Bi(n=46,p=1/2), o/2 = 0,025 a ur€ime k; a kp

k 14 15 16 | ... 30 31 32
P(Y =k) || 0,003 | 0,007 | 0,014 | ... | 0,014 | 0,007 | 0,003
P(Y < k) || 0,006 | 0,013 | 0,027 | ... | 0,987 | 0,994 | 0,998
P(Y > k) || 0,998 | 0,994 | 0,987 | ... | 0,027 | 0,013 | 0,006

Protoze k1 = 15 < Y = 19 < k> = 31, nezamitame H, na hladiné 0,05
Pozn.: skute¢na hladina testu (pravd. chyba 1. druhu) je jen
2-0,013 = 0,026.

Asymptoticky test: Spocteme

2Y—-n 2-19-46
vn o /46

ani nvni Hh nezamitame. protoze |U| = 1.180 % &~ 1(0.975 =2 1.960/ 139

U= — 1,180
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Test o parametru p binomického rozdéleni

Neékdy mame k dispozici jen informaci, kolikrat pfi velkém poctu
nezavislych opakovani nastal néjaky jev a zajima nas
pravdépodobnost (chceme testovat hypotézu o pravdépodobnosti), ze
dany jev nastane.

Pr.: Pfi 600 hodech kostkou padla Sestka 137-krat. Testujte hypotézu,
Ze Sestka pada na této kostce s pravdépodobnosti 1/6

Pocet Sestek ma Bi(n = 600, p). Chceme oveéfit, zda p = 1/6. Jak
zvolit testove kritérium?
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Test o parametru p binom. rozd. - asymptoticky
Predpokladejme, ze mame napozorovanou realizaci nahodné veliCiny
Y ~ Bi(n, p), tj. napf. poCet udalosti v n stejnych nezavislych
pokusech.
Chceme testovat hypotézu o pravdépodobnosti p, Ze udalost nastane
Ho : p = pg proti alternativé H; : p # po
YA pro velké n plati: Y ma pfiblizné normalni
rozdéleni

N(n-p.n-p-(1-p))
Za platnosti Hy tedy

Y —n-po
U:
vn-po-(1—po)

Ho : p = po na hladiné o zamitneme, pokud |U| > ¢~1(1 — a/2)

~ N(0,1)

@ Pozn.: Znaménkovy test je specialnim pfipadem pro pp = 1/2
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Test o parametru p binom. rozd. - exaktni (presny)

@ Pouziva se, pokud je n malé
Za platnosti Hy ma pocet udalosti Y ~ Bi(n, p) a tedy oCekavame, ze
zjisténa hodnota Y bude blizko své stredni hodnoty n - p.
Zamitneme tedy Hy : p = po ve prospéch alternativy Hy : p # po,
pokud bude Y moc malé (< ki) nebo moc velké (> k).
Zvolime hladinu testu a.
Pak ki se voli jako nejvétsi Cislo, pro které jesté plati, ze

@ P(Y<k)<a/2
a ko se voli jako nejmensi Cislo, pro které jeste plati, ze

@ P(Y>hk)<a/2
Zamitame Hy na hladiné o, pokud Y < k; nebo Y > ko.
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zpét k : P¥i 600 hodech kostkou padla 137-krat Sestka. Ovérme,
zda Sestka pada na této kostce s pravdépodobnosti 1/6.
Na hladiné « = 0,05 testovat Hy : p=1/6 proti H; : p # 1/6.

Exaktni test:
Mame Y ~ Bi(n=600,p = 1/6), «/2 = 0,025 a urCi se k1 = 81 a
ko = 119. Tedy Hp bychom zamitali.

Zde se ale muzeme spolehnout jen na Asymptoticky test:
Spocteme
~137-600-1/6 137 —100
\/600-1/6-5/6 /83,33

= 4,053

a Ho zamitame, protoze |U| = 4,053 > ¢~1(0,975) = 1,960

1. bfezna 2023 114/139



Matematické statistika Testovani hypotéz

Znaménkovy test - mozné pouZziti

@ test o medianu u nah. vybéru Xi, ..., X, ze spojitého rozdéleni.
@ lze pouzit i namisto jednovybérového (resp. parového) t-testu
@ vyhoda: nevyzaduje se normalni rozdéleni vybéru

@ nevyhoda: u normalné rozdéleného vybéru je o néco vyssi chyba
2. druhu v porovnani s t-testem

@ Pokud jsme si jisti normalitou dat, je tedy nejlepsi pouzit t-test

Zkusme pouzit znaménkovy test na priklady, na které byly pouzity
jednovybérovy nebo parovy t-test
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zpét k : Byla zméfena hmotnost 16 jedenactiletych chlapct. Lze tvrdit, Ze
se jejich hmotnost zménila oproti dobé pred 25 lety, kdy byla stfedni hmotnost
jedenactiletych 34 kg? Volme hladinu testu o = 0,01

Chceme testovat Hp : X = 34 kg proti H; : X # 34 kg. Pfitom hodnot vétSich
nez34jeY =13

Exakini: Y ~ Bi(n=16,p = 1/2), o/2 = 0,005 a uréime k1 a ko

k 2 3 4| ... 12 13 14
P(Y = k) || 0,002 0,009 | 0,028 | ... | 0,028 0,009 | 0,002
P(Y < k) || 0,002 | 0,011 0,011 | 0,038 | ... | 0,989 0,998 | 1,000
P(Y > k) || 1,000 0,998 | 0,989 | ... | 0,038 | 0,011 0,011 | 0,002

Protoze k1 =2 < Y = 13 < ko = 14, nezamitame H, na hladiné 0,01.

Asymptoticky (pro n = 16 malo vérohodny): Spotteme

2Y -n 2.13-16
v Vis

ani nyni Hy nezamitame, protoze |U| = 2,500 # ¢~1(0,995) = 2,576

U:

= 2,5002,500

Pozn.: Na hladiné 0,05 (k =3 < Y = 13>k, = 13 a ¢~'(0,975) = 1,961,96)
by oba testy zamitaly Hp.
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zpét k : n = 8 lidi bylo podrobeno dieté. Ma dieta vliv na hmotnost?
Volime o« = 0,05

Chceme testovat hyp. o medianu shozenych kilogram( Hp : Z = 0 kg (nema
vliv) proti Hy : Z # 0 kg (ma vliv). Staci védét, ze zhublo Y = 7 lidi.

Exakini: Y ~ Bi(n=8,p=1/2), a/2 = 0,025 a uréime ki a ko

k 0 1 2 3 7] 5 6 7 8
P(Y =k) || 0,004 | 0,081 | 0,109 | 0,219 | 0,273 | 0,219 | 0,109 | 0,031 | 0,004
P(Y <k) || 0,004 | 0,035 | 0,145 | 0,363 | 0,637 | 0,855 | 0,965 | 0,996 | 1,000
P(Y > k) || 1,000 | 0,996 | 0,965 | 0,855 | 0,637 | 0,363 | 0,145 | 0,035 | 0,004

ProtoZze k1 =0 < Y =7 < ko = 8, nezamitame Hy na hladiné 0,05 (tedy ani

na hladiné 0,01).

Asymptoticky (pro n = 8 velmi malo vérohodny): Spoéteme

2Y-n 2.7-8
vn /8

nyni Hy na hl. 0,05 zamitame, protoze |U| = 2,121 > ¢~1(0,975) = 1,96 ale

na hl. 0,01 bychom uz nezamitali (¢~(0,995) = 2,576)

U:

= 2121
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Jaky test vybrat?

Je lepsi jednovybérovy (parovy) t-test nebo znaménkovy test?
Zalezi na situaci.

@ pfi normalité je vhodnéjsi t-test (diky mensi chybé 2. druhu)

@ nékdy nejsou k dospozici pfesna méreni, ale jen pocet kladnych
znamének (hodnot vétsich nez hypoteticky median), napf. pocet
nadmirovych piv (ne o kolik se liSily od miry) nebo pocet pacientd,
ktefi zhubli po dieté (ne o kolik pfesné se zménila jejich
hmotnost). Pak nezbyva, nez pouzit znaménkovy test.

@ pokud data nepochazeji z normalniho rozdéleni, ale zname
presné hodnoty Ize pouzit tzv. jednovybérovy Wilcoxonlv test

jednovybérovy Wilcoxondv test:

@ je zalozen na poradi hodnot, nepozaduje se normalita

@ spolu se znaménkovym testem je zastupcem tzv.
neparametrickych testu (testy, které nepredpokladaji, ze data
pochazeji z néjakého daného rozdeéleni s parametry, které je
nutné odhadovat)

@ je lepsi nez znaménkovy test (ma mensi chybu 2., dryhu),, 118139
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Jednovybérovy Wilcoxonuav test - asymptoticky
Mame veliCiny X, ..., X, ze spojitého rozdéleni se symetrickou
hustotou s medianem x. Testujeme hypotézu Hp : X = xg proti
Hi : X # xo, kde xg je dané cislo.
1. Vylou¢ime z dalSiho zpracovani pozorovani, pro néz X; = xg a
prislusné snizime rozsah n.
2. Ur¢ime (pramérnd) pofadi R velicin |X; — xo|.
3. Test je zalozen na souctu poradi R téch velicin |X; — Xo|, pro
které je X; — xo > 0, tj.
S= Y Rf

i2X;i>Xo
Vypocteme statistiku, ktera ma za Hy asymptoticky norm. normalni
rozdéleni:

S_ n-(n+1)
vy= — &
n-(n+1)-(2n+1)
24

Ho : X = x na hladiné o zamitneme, pokud |U| > ¢~ 1(1 — a/2)
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Pouzijme Wilcoxonuv test na data z , kde bylo 8 lidi podrobeno
dieté. M4 dieta vliv na hmotnost? Testujeme hyp., Ze median
shozenych kilogramu je nula, volime a = 0,05

Osoba 1 2 3 4 5 6 7 8
X; = Pred 81 85|92 | 82 |8 | 88 | 79 | 85
Y =Po 84 |68 |73 | 79|71 | 80| 71|72
Z; = Rozdil -3 117 | 19 3|15 8 8| 13
|Z — 0] 3117 119 3|15 8 8| 13
R’ 15| 7| 8({15]| 6|35(35| 5

Spoéteme S=5>". R =7+8+15+6+35+35+5=2345.
i:zi>0 "

_ n(n+1) _
g S-MEY 345 185310
n-(n+1)-(2n+1) v 51
24

Ho na hl. 0,05 zamitame, protoze |U| = 2,310 > ¢~1(0,975) = 1,96
ale na hl. 0,01 bychom uz nezamitali (¢~1(0,995) = 2,576)
» Wilcoxondv test je nejvhodnéjsi volbou, pokud nelze predpokladat
normalitu
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Testy nezavislosti

Nékdy mame k dispozici sadu dvojrozmérnych veliCin (opakovana
meéreni dvou znakl) a snazime se zjistit, zda existuje zavislost
(korelace) mezi témi dvéma znaky. OznaCme napozorované veliCiny
(X1, Y1), ..., (Xn, Yn).

Pt.: Ze student( statistiky bylo nahodné vybrano 9 a byl jim dan
matematicky a jazykovy test s nasledujicimi vysledky:
Cislostudenta |1 2 3 4 5 6 7 8 9

Jazykovy test 50 23 28 34 14 54 46 52 53
Matematicky test | 38 28 14 26 18 40 23 30 27.

Chtéli bychom zjistit, zda u studentl existuje zavislost mezi vysledky
jazykového a matematického testu.

Pozn.: je to jina Uloha, nez rozhodnout, zda jsou u studentu vysledky
jazykového a matematického testu na stejné urovni (v tom pfipadé by
bylo na misté pouzit napft. parovy t-test pfip. neparametrickou
alternativu)

Jak zde zvolit testové kritérium? 1. brezna 2023 1217130




Matematicka statistika Korela¢ni analyza

(Pearsonuv) korelacni koeficient

Predpokladejme, ze mame dvourozmérny nahodny vybér

(X1, Y1), ..., (Xn, Yn), ti. veliCiny s riznymi indexy jsou nezavislé.
Ozname S% a S2 vybérové rozptyly X a Y a dale vybérovou
kovarianci mezi X a Y jako

S ) () =[S XY

1=

(Pearsontiv) vybérovy korelacni koeficient:
S Y)—n-XY

I’XY—r_\/w \/Z/1X2_n X><2,1)/,2—nY)

Za predpokladu normality spocitame

r
Vi
a hypotézu nezavislosti veli¢in X a Y na hladiné « zamitame, jestlize
[T| > t,_o(1 —a/2) 1. bfezna 2023 122/139
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Matematicka statistika Korela¢ni analyza

Na hladiné o = 0,05 testujme hypotézu nezavislosti mezi vysledky z
jazykového a matematického testy z , kde bylo bylo vybrano a
podrobeno obéma testim 9 studentd.

Jazykovy test 50 23 28 34 14 54 46 52 53
Matematicky test | 38 28 14 26 18 40 23 30 27

Spocteme S2 =223,25a S2 = 70,86 a
Sxy = 4(50-38+...+53.27 —9-39,33-27,11) = 85,46

. iant i _ _Sxy _ 8546 _
korelaCni koeficient je tedy r = Jeg ~ Taskea = 0,679

Spocitame

r 0,679
T= Vn-2=————— . V7=2450
vVi=r2 1-0,6792
a protoze |T| = 2,450 > t,_»(0,975) = 2,365, tak hypotézu
nezavislosti na hl. 0,05 zamitame. Lze tedy tvrdit, Ze existuje zavislost
mezi vysledkem jazykového a matematického testu
» Jak ale postupovat, pokud nelze predpokladat normalitu?
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Spearmanuv korelacni koeficient
Mame dvourozmérny vybér (Xi, Y1),...,(Xs, Yn). Oznaéme (R, ..., Ry)
poradi veliGin (Xi,...,X,) a (Qy, ..., Qn) pofadi veli¢in (Yi,..., Yp).

Spearmanuv korelaéni koeficient rs se spocita jako Pearsovuv kor. koef.
pocitany z dvojic (Ry, Q1), ..., (Rn, Qn). Pokud se ani v jednom souboru
nevyskytuji shodna pozorovani, Ize jej zjednodusit na
6 & »
rs =1 —mZ(RI—Qi)

i=1

@ nepozaduje se normalita dat, neparametricka alternativa k r
@ také méfi miru zavislosti, vhodny ale i pro zachyceni nelinearni
monotonni zavislosti
Oznagim-li
U=vn—-1.rs,
pak hypotézu nezavislosti veli¢in X a Y na hl. o zamitam, pokud
Ul > 71 —a/2).

vvvvvv

lendi vlactnoeti 1. bfezna 2023 124/139
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Na hladiné o = 0,05 testujme hypotézu nezavislosti mezi vysledky z
jazykového a matematického testy z , pokud nelze
predpokladat normalitu.

Xij=Jaz.test | 50 23 28 34 14 54 46 52 53

R; 6 2 3 4 1 9 5 7 8

Y, =Mat. test | 38 28 14 26 18 40 23 30 27

Qi 8 6 1 4 2 9 3 7 5
Spocteme
_ - 6 s gy 5] =
re = 1 n(n2 ’ZR Q) = 9(92_1)[(6 82+ ...+ (8 5)]_0,683
Protoze

Ul =|vVn—1-rs|=|vV8-0,683 =1,933 % ¢~ '(1 — /2) = 1,960

hypotézu nezavislosti na hl. 0,05 nezamitame. Nelze tedy tvrdit, ze
existuje vyznamna zavislost mezi vysledkem jazykového a
matematického testu.

1. bfezna 2023 125/139



Matematicka statistika Korela¢ni analyza

Test nezavislosti v kontingencni tabulce

Nékdy mame k dispozici data v kontingenéni tabulce, napf. proto, ze
méfime soucasné dva znaky v nominalnim méfitku na n nezavislych
objektech. Cilem je opét zjistit, zda existuje zavislost mezi témito
dvéma znaky.

Pf.: Za uCelem zjisténi, zda existuje vztah mezi pohlavim a Urovni
strachu z matematiky bylo nahodné vybrano 100 stfedoskolskych
studentu, ktefi byli podrobeni psychologickému testu, kterym byla
zjiSténa Urovné strachu (nizka, stfedni, vysoka), ktery v nich vyvolava
matematika. Vysledky byly nasledujici:

strach z matematiky
pohlavi | nizky stfedni vysoky | souCet

muz 10 26 20 56
zena 4 10 30 44
soucet 14 36 50 100

Ize pouzit y?-test dobré shody: porovnava napozorované Getnosti s
oéekévanymi za nezavislosti znaku 1. brezna 2023 126/139
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strach z mat strach z mat
pohlavi | niz stf vys | soucet || pohlavi | niz stt  vys | soucet
muz 10 26 20 56 muz 18% 46% 36% | 100%
zena 4 10 30 44 Zena 9% 23% 68% | 100%
soucet 14 36 50 100 celkem 14% 36% 50% | 100%

@ existuje vztah mezi pohlavim a strachem z matematiky?
@ pokud jsou tyto dva znaky nezavislé, rozdéleni procent pro obé
pohlavi by mélo byt podobné
@ odhad pravdép., Ze pohl. studenta je Zzenské
P(pohl. = z) = 44/100
@ odhad pravd., Ze strach studenta je vys. P(strach =v) =50/100
o tedy odhad pravdép. (za nezavislosti), Zze studentem je Zena s
vysokym strachem
P(pohl. = Z n strach = v) = (44/100) - (50/100) = 0,22
@ tedy mezi 100 studenty bych takovych student( o¢ekaval
100 - (44/100) - (50/100) = 22
@ podobné: oCekavané Cetnosti pro 5 zbyvajicich bunék.
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x? test nezavislosti v kontingenéni tabulce
@ oznaCme nj Cetnost v i-tém Fadku a j-tém sloupci tabulky (celkem
| fadku a J sloupcl)
@ oznaCme n;. (resp. n,;) soucet Cetnosti v i-tém fadku (resp. j-tém
sloupci)
@ ocCekavana Cetnost v i-tém fadku a j-tém sloupci za hypotézy
nezavislosti je
Nit - N4
n
Testova statistika je mirou shody mezi nj a oj:

O,'j:

/

(nj — 05)° o,/
=D Z
i=1 j=1
Pokud x* > x7_yy.y_1y(1 — @), tak zamitame hypotézu nezavislosti
dvou znaku na hladiné «.
» pro vérohodnost testu se pozaduje, aby vSechny o¢ekavané Cetnosti
byly vétsi nez 5
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Na hladiné o = 0,05 testujme hypotézu nezavislosti mezi pohlavim a
strachem pred matematikou z
Napozorované (resp. oCekavané) Cetnosti jsou:

strach z matematiky
pohlavi nizky stfedni  vysoky | soucet
muz 10 (7,84) 26 (20,16) 20 (28) 56
zena 4(6,16) 10(15,84) 30(22) | 44
soucet 14 36 50 100

ZZ (nj — o,, ~ (10-7,84)? N (26—20,16)2+
- 784 20,16

i=1 j=1
N (20 — 28)? N (4 —6,16)? N (10 — 15,84)? N (30 — 22)?
28 6,16 15,84 22
Zjistime dale, Zze x = 10,39 > X(21_1).(J_1)(1 —a) = x3(0,95) = 5,99
Proto zamitame hypotézu nezavislosti na hl. 5%. Existuje vztah mezi
pohlavim a strachem z matematiky.

» Da se fict, ze strach z matem. je ovlivnén pohlavim.
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Matematické statistika Linearni regrese

Odhad ceny domu

Plocha (x;) | Cena(Y))

Chcete prodat diim o velikosti 200m?. 74 140
Jak odhadnout jeho prodejni cenu? K 84 1’66
dispozici mate jen velikost a cenu 93 1’48
nékolika jinych domu. 102 1:86
@ cenu domu ovliviiuje spousta faktort 130 1,78
(okoli, velikost, stav objektu, atd.) 130 1,16
@ pro jednoduchost pouzijme k 139 1,70
odhadu ceny domu pouze jeho 149 2,28
velikost 167 1,90
@ Jak cenu odhadnout? Staci provést 186 2,00
odhad jen tak od oka, nebo existuje 223 2,76
néjaky exaktnéjsi postup? 232 2,22
- . . 251 2,48

@ prodejni ceny domu (v mil. K&) a
jejich plochy (v m?) byly: 297 3,22
325 3,44
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Zavislost ceny domu na velikosti
mnohem uziteCnéjSi je podivat se na obrazek:

0
™

cena (mil. K&)
2.5

1.5

100 150 200 250 300
plocha(m?)

» Ize pfedpokladat, ze se cena linearné meéni s plochou
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Regresni primka - metoda nejmensich ctvercl
@ Mame sadu dvojic (x;, Y;),i =1,...,n. Chceme z danych hodnot
regresory x; (nezavislé proménné) odhadnout hodnoty zavislé
promeénné Y; (vysvétlované proménné)
@ predpoklad: kazdé plose domu x; odpovida néjaka primeérna
(stfedni) cena Y;, ktera zavisi na ploSe x; linearné:

EY;=a+ b x, i=1,....n

@ Navic predpokladejme, Ze Y; jsou nezavislé
Yi~N@+b-x,0%), i=1,...,n

@ Parametry a a b regresni pfimky se odhadnou metodou
nejmensich ¢tvercd, tj. hleddme hodnoty, pro které je vyraz
S (Y; — (a+ b- x;))? minimalni. Re$enim jsou:

b Sha(xi-Y)—n-X-Y Sy

—— = a=Y-b-x
S x?—n- X Sz
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Matematické statistika Linearni regrese

Rezidualni soucet ¢tvercu (nevysvétlena variabilita Y):
Se=>"1,Yi—(a+ b - x;))2 min. hodnota souctu ¢étverct
Rezidualni rozptyl: s?2 = S,/(n — 2)

rovnice primky odhadujici zavislost: y = &+ b - x

Je tato zavislost vyznamna? Testujeme Hp : b = 0 proti
H; : b # 0 pomoci statistiky

hypotézu Hp (Ze Y na x nezavisi) na hladiné o zamitame, pokud
IT| > tho(1 — a/2)

Koeficient determinace: jaka ¢ast celkové variability
vysvétlované proménné (37 . (Y; — Y)?) je zavislosti vysvétlena:

S (=)
s (v-v)

R? =1-
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zpét k . Chceme odhad linearni regresni pfimky zavislosti ceny
domu na jeho plose. Spoéteme b = 0,0076(mil./m?) a & = 0,777(mil.)
rovnice primky odhadujici zavislost: y = 0,777 + 0,0076 - x
interpretace b: s kazdym m? roste stfedni cena domu o 7 600 K¢&
interpretace & (ne vzdy smysluplné): cena domu o 0 m? je 777 tis. K&?

o)

(‘0. °

cena (mil. K&)

Y =

100 150 200 250 300

2
X= pIOCha(m ) 1. bfezna 2023 134/139



Matematické statistika Linearni regrese

@ spocitame rezidualni soucet Ctvercu: S = 1,036

@ rezidualni rozptyl: s = Se/(n — 2) = 0.0797

@ Je tato linearni zavislost vyznamna? Testujeme Hp : b = 0 proti
H; : b # 0 pomoci statistiky

0,282

n
7
d x2—n-X*= 0,00 6-\/529780 —15.29629,88 = 7,9
i=1

aprotoze |T| =7,9 > t13(0,975) = 2,16, tak hypotézu Hy : b=0
(Ze cena na ploSe nezavisi) na hladiné 0,05 zamitame.
@ koeficient determinace:
PR
Sry (Yi-Y) |
tedy 83% variability ceny je vysvétleno linearni zavislosti na plose.
@ odhad stfedni ceny domu o 200m?:
¥ = 0,777 + 0,0076 - 200 = 2,297

= 0,8272
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Matematické statistika Analyza rozptylu jednoduchého tfidéni
Porovnani vice nezavislych vybér(

Dvacet dva pacient(, ktefi podstoupili operaci srdce, bylo
nahodné rozdéleno do tfi skupin.

Skupina 1: Pacienti dostali 50 % oxidu dusného a 50 % kyslikové
smesi nepretrzité po dobu 24 hodin;

Skupina 2: Pacienti dostali 50 % oxidu dusného a 50 % kyslikové
smeési pouze béhem operace;

Skupina 3: Pacienti nedostali zadny oxid dusny, ale dostali

35 — 50 % kysliku po dobu 24 hodin.

Tabulka ukazuje koncentraci soli kyseliny listové v ¢ervenych
krvinkach ve vSech tfech skupinach po uplynuti 24 hodin
ventilace. Je mezi oSetfenimi rozdil?

1.1276 280 275 291 347 354 380 330

2. 1206 210 226 249 255 273 285 295 309
3.1241 246 270 293 328
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Porovnani vice nezavislych vyberu
Zobecnéni dvouvybérového t-testu na vice vybérd.
Pozorujeme I nezavislych nah. vybéru, tj. nezavislé nahodné
veliiny

Yp~N(u+a,0?), i=1,...., p=1,....n
Chceme testovat Hy : ay = ap = ... = o proti obecné

alternativé (1j. Ze alespon jedna rovnost neplati).
Polozime n=3Y"_, n;,

ZY,p ay.=_ ZZY'/J

i=1 p=1
Dale polozime f4 = I— 1, f.=n—lataké
nl

/ / /
Sa=> nyf—ny’ a Sezzz =Y nyf
i=1 i=1
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Porovnani vice nezavislych vyberu
Vypocteme testovou statistiku

Foo Salfa (D - /(1= 1)
So/fe (Ci gt Yo = i niy?)/(n = 1)

Pokud Fs > Fi_1n— (1 — @), tak zamitdme Hy na hladiné «.

Oznacime s? = S, /f,

Pokud zamitneme Hy, tak Ize zjistit, které vybéry se od sebe lisi,
pouzitim metody mnohonasobného porovnavani, napf. Tukeyho:

"—'|>S (1_)1l+l

yl. yj = ql,n—l (04 ) ni nj ;

kde gm. () je a-kvantil tzv. studentizovaného rozpéti (napfr. v
programu R: qtukey(a, m, v) )
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zpét k . Spocteme

 Sa/fa 156632
= S./f.  28073/19

Fa = 5,301

Protoze 5,301 > F_1 /(1 — a) = F2,19(0,95) = 3,522, tak zamitame
Hp na hladiné 0,05.

Které skupiny se od sebe liSi?
Spocteme y;. = 316,62, y». = 256,44, y3. = 275,60, s = 38,44 a
Q371g(0,95) = 3.593.

ly1. — yo.| = 60,18 > 47,45,
lyy. — ya.| = 41,02 < 55,67,

lyo. — ya.| = 19,16 < 54,47.
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