KINEMATIKA - Piehled Matematiky

KINEMATIKA — PREHLED MATEMATIKY

1. UPRAVY ALGEBRAICKYCH ROVNIC

e ckvivalentni upravy algebraickych rovnic
e feSeni logaritmickych rovnic typu (tzv. odlogaritmovani)
Inx=a /exp
e =e* (aplikujeme " =x)
x=e*
e prace s logaritmy
Ina+Inb=In(ab)
a
Ina—Inb=In—
b

Ina®=c-Ina
e prace s exponenty
a‘-a’=a""; (")’ =a™; a*-b* =(ab)"

e umociiovani dvojélenu: |(Ai B)> = A+ 2AB + BZ| , nebo trojélenu
(A+B+C)*=(A+(B+C))>’=A*+2A(B+C)+(B+C)* =
= A’ +2AB+2AC +B? +2BC +C?

2. GONIOMETRICKE FUNKCE, PYTHAGOROVA VETA, PRAVOUHLY
TROJUHELNIK, TROJUHELNIKY

. a sina
c a=csina, b=ccosa ; tga=—=— atd.
a b cosa
A /]

b c’=a’+b’

e vztahy mezi goniometrickymi funkcemi dale mize byt uziteéné napt.:
lsin” x + cos® x =1 sin(x £ y) =sin(x)cos(y) £ cos(x)sin(y)
sinx _gx c_os(x +y) : cos(x) cos(y) Fsin(x)sin(y)
COS X sin 2x = 2sin(x)cos(x)
€0s 2X = c0s”(X) —sin®(x)

e souhlasné a stiidavé thly; thly mezi ptimkou,
jeji kolmici a svislymi a vodorovnymi piimkami

e kosinova véta
a?=b?+c? —2bc-cosa
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vlastnosti goniometrickych funkci — znalost pribéhu; sinus,

- : . t
tangens — liché funkce (sin(—x) =—sin(x); tg(—x) =—tg(x) ); 15] 8(@)
e cosinus — suda funkce ( cos(—X) = cos(x) ); |
10
Y |
1<
1l 5]
2
0 xr
_1] t t t t
2 —=TT - l7l' 5 z
2 4 4 2
—14 4
_5__
glrad] | 0(0°) | £(30°) | (45°) | 5(60°) | % (90°) 1
sing 0 1 £ £ 1 ~10]
cosp 1 B £ i 0
tge 0 2 1 J3 % 15

také co to znamend sudé/licha funkce.
vodorovné posunuti grafu sinus/cosinus a piechod sinus na cosinus a opacné:

. T T .
sm(xig)zicosx; COS(XiEj=$SIn X

3. VEKTORY

rozdil mezi skalarem a vektorem (skalarni veli¢inou a vektorovou veli¢inou);
rozklad vektoru do kolmych slozek:

a a a, =acosa 5o a,|_facosa P 5?{)
ay // a, =asina a, asina
o b, =—-bcos g
— )
Ay b, =-bsin g

o umét si poradit i S riznymi variantami kotovani uhlu vektoru
(ke svislici, horizontale, v kladném/zaporném sméru — viz napf.
obr. vpravo);

o pozor také na znaménka sloZek vektoru!

skalarni souc¢in + jeho vlastnosti:
o dsb=beda=ab +ab, +..=skalar

smér — napft. tlak, hmotnost, energie atd.); 7 =

e I 0] b
alb < da<b=0; B
o skalarni sou¢in vektorti svirajicich tihel « : a a.-
a.-b =|a|.|b'|.cosa; _ ] vosa a|
vektorovy soucin + jeho vlastnosti:
o dxb=det|i j k|=(ab,—ab,)i+ =[ab,-ah,
a, a, a,| (ab -ab)j+ ab, —ab,
bX by bZ (axby - a‘ybx)k axby - aybx

(viz Sarrussovo pravidlo v dal$im textu)

¢
N KX
c YN

(skalar = ¢islo, tedy pouze hodnota, neurcuje
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o |axb=bxa 1M vektorovy soucin neni komutativni! Plati d x b=-bxa

o |d||b < dxb=0| pozn.: 0 je tzv. nulovy vektor;

o velikost vektorového soucinu vektorii svirajicich tihel o
| axb |=|al-| b |-sina (obsah rovnobézniku);

e Pravidlo pravé ruky (dvé rovnocenné varianty) pro vektorovy souéin:

f c=dxb { *a
a "-J\ a b‘ 7
4

4. GRAFY ELEMENTARNICH FUNKCIi

e Znalost grafii funkci (dtlezité body, defini¢ni obory, obory hodnot):
o Konstanta;

o linearni;
o kvadraticka;
o kubicka;
o exponencidlni —protindosuy vy =1; XeR; ye(0,);
o logaritmickd — protind osux vx = 1; xe(0,2); y e R ; rostouci;
o goniometrické funkce sinus, cosinus, tangens (viz piedchozi text);
10 101y y=e"
y=z
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-5
1
/ T
5 1 ) '
- / 5 10
— 3
L BT -5




KINEMATIKA - Piehled Matematiky

veédét co se s grafem funkce stane kdyz:
o pricteni konstanty f(x)+a;
nasobeni konstantou a- f (X) ;

o
o argument funkce nasobeny konstantou f(a-x);
o

k argumentu pfi¢teme(odecteme) konstantu f(x+a).

svislé posunuti vodorovné posunuti svislé natazeni vodorvoné natazeni
(vertical stretch)  (horizontal stretch)

umet urcit predpis linearni funkce dle obrdzku — napt-.:

v ptipad¢ dle obrazku vpravo: f(x)= Y X+Y,.
X

5. DERIVACE

derivace zakladnich funkci (linearni, mocninné, lomené, goniometrické, exponenciala, logarit-
mus), derivace soucinu a podilu funkci;

geometricka interpretace derivace v bode: Y f(z)
«
df
— =W0a; -
d X X=a a

| wSmeérnice tecny funkce ma hodnotu derivace funkce v bodé.

(te¢na: y = kx + ¢; kde k nazyvame smérnici)
jak souvisi hodnota derivace s riistem funkce
df : . df . o
o Tx >0 < je funkce rostouci; Tx <0< je funkce klesajici;
X X

df . . F1r v o v , LOKALN{
o Tx =0 — vodorovna (horizontalni) te¢na a mize (ale nemusi!) MAXIMUM
X

byt extrém (lokalni minimum/maximum).
» nulova derivace v bod¢ vzdy neznamena lokani extrém

napf.:

i ( X3) =3x2 =0 LOKALNI
d X o x=0 MINIMUM
a pritom funkce x° Zadny extrém nema — viz obr.

vpravo.

souvislosti grafi funkce a jeji 1. derivace (pruse¢iky s osou x, ex-  u(t)
trémy, rast) — viz obr. vpravo, zejména pro polynomialni ( g a,x")
a harmonické (sin, cos) funkce;

derivovéni a derivace funkci s obecnymi koeficienty nejen podle ne-  (t)
zavisle proménné X (napt. f(x)=ax’+bx+c),

ale také naptiklad podle Casu t (napf.
u(t) = Asin(wt+ @) + Beos(ot+ @) ).
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d f(x) dx(t)

e derivace slozené funkce: (f( )= I dt napf-.:
d —kx d —kx d —kx .
o a(e ):m(e )- OIX( kx)=e ™ (-k)=—ke™;
d 2 2 d 2 2 d 2 .
o a[(ax +bx) ]:m[(ax +bx) ]a(ax+b)=2(ax +bx) - (2ax +b);

o i(Asin(|<t2))=Acos(kt2) 2kt;
dt T dge

d
Acos(kt?)
) dt

o %(Sinz(a)t+¢)))= 2sin(wt + @) -Cos(a)t+(p)- 0

(at+p)

d
sin(ot+p))? | [Sin(@t+o)] gt

#[ _d
d(sin(at+p)) d(wt ?)
pozn: obvykle je z kontextu ulohy ziejmé, ze koeficienty jsou napiiklad kladné, nebo napf. nej-

sou vzajemné v né¢jakém specidlnim (celo¢iselném) poméru atd.

e Implicitni derivovani (povazujeme za velmi dilezité)
napi.: méjme ¢asovou zavislost natoceni néjakého ¢lenu mechanismu ¢(t) danou implicitnim

vztahem:

—a’?—p%?=-h?
—bcosw+hsin¢_( ()) 2’ :
2a

kde a, b, h jsou kladné konstanty a u(t) je neznama ¢asoveé proménna délka napiiklad hydrau-
lického valce. Mame urcit tthlovou rychlost otac¢eni daného ¢lenu mechanismu ¢(t) . Bylo by

samoziejmé mozné ngj akym zpusobem nejdiive vyjadrit o(t) :
(u@)’ —a® —b* —p?
+2a+/b* + h2

a tento vztah potom zderivovat podle ¢asu t, ale to muze byt nepiijemné at’ uz pro slozitosti
uprav, nebo napt. kvuli ,,nehezkym* funkcim (inverzni goniometrické, odmocnina, lomena
funkce atp.). Snadnéjsi byva provést implicitni derivovani podle proménné t, pficemz pama-
tujme na to, ze ¢ je neznama funkce Casu t:

o(t) =arcsin

+arctg b
h

b@sing +hg@cose Xu(t)u(t)
"~ Ra
nasledné jiz snadno vyjadiime ¢:

utu(t)

" absing+ahcosg

6. INTEGROVANI
o znalost integral zakladnich funkci jako napft.:
11
konstanta, t, t*, t*, €', sint, cost, g t—zzt‘z, _[1 = dt=arctgt+C ,
e integrovani funkci s obecnymi koeficienty (kromé nezavisle proménné funkce obsahuje dalsi
obecné konstanty (,,pismenka‘), které ovS§em nejsou funkcemi nezavisle proménné).
e urcité integraly;
e integrovani metodou substituce;

e aplikace substituce i na meze urcitého integralu (Setfi Cas, postup je prehlednéjsi);
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7. SEPAROVATELNE DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

e feseni ODR 1. fadu metodou separace proménnych;

e feSeni integraci s aplikaci okrajovych/poc¢atecnich podminek v mezich urcitych integralti na
obou stranach separované ODR, napftiklad:

dv
— = dv=—gdt Way=—gftdt > v(t)=v, —qgt:
T s i kgt Ahdt > 1= ¢
o \(ﬂ:—cxvg - 1dv:—cxdx - v(X)Edv:—cxjxdx -
dx v(x=0)=v, v VoV 0
V(X) - X > v(X)=v,e”°
A —_—

8. MATICE, OPERACE S MATICEMI
e  s¢itani, od¢itani matic: A+B = (an a,, J i[bll b, ] = (aﬂ +h, a,* blzj ;

aZl a22 bZl b22 aZl == b21 a22 x bZZ
e nasobeni skalarem: CA=c- [au a,, j = [c -a, C-a, j :
QG 8y C-ay C-ay,

e transpozice matice: A’ ={a CJT =[a d]'

e nasobeni matic: A-B= a12 I I a,b, +a, 21\ ]anb12 +a, 22\]
22 aZlb,ll + a22 21 a21b12 + a22b22

»radek x sloupec — matlce B musi mit pocet sloupct shodny s poctem fadka matice A (po-
kud matice A je typu mxn, pak matice B musi byt typu kxm);

e jednotkova matice E=(1 0 --- 0) (nékdy se také oznacuje I); AE=A;
01 0
00 - 1

e inverzni matice AAT'=E; (A1) =A;
e inverze ¢tvercové matice naptiklad Gaussovou eliminaci (do fadu 3x 3);
e vlastnosti operaci s maticemi
o komutativnost souctu: ATB=B+A;
distributivnost souctu: a(A+B) =aA +aB

o
o soucin matic neni komutativni: AB = BA
o distributivnost maticového soué¢inu: ABC=A(BC)=(AB)C;

cAB=(cA)B=A(cB);
A(B+C)=AB+AC;

vlastnosti transpozice: (AT )T =A; (AB) =B'A";

o determinant matice do fadu 3x3 (Sarrusovo pravidlo — Wikipedie, nebo rozvoj deter-
minantu podle fadku/sloupce);
e ortonormalni (ortogonalni) matice (napft. transformacni matice rotace), pouze pro tyto plati:
Afl — AT ,

O



https://cs.wikipedia.org/wiki/Gaussova_elimina%C4%8Dn%C3%AD_metoda#V%C3%BDpo%C4%8Det_inverzn%C3%AD_matice
https://cs.wikipedia.org/wiki/Sarrusovo_pravidlo
https://cs.wikipedia.org/wiki/Determinant#Metoda_rozvoje_podle_%C5%99%C3%A1dku_(sloupce)
https://cs.wikipedia.org/wiki/Determinant#Metoda_rozvoje_podle_%C5%99%C3%A1dku_(sloupce)

