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Definice. (Determinant matice)
Uvažujme čtvercovou č́ıselnou matici n-tého řádu

A =











a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
an1 an2 . . . ann











.

Determinantem matice A nazýváme č́ıslo určené takto:
1. Pro n = 1 je detA = a11
2. Pro n = 2 je detA = a11a22 − a12a21
3. Pro n > 2 je
detA = a11detA11 − a12detA12 + · · ·+ (−1)n+1a1ndetA1n,
kde A1k pro k = 1, 2, . . . , n znač́ı matici (n− 1)-ho řádu, která vznikne z matice A

(n-tého řádu) vynecháńım prvńıho řádku a k-tého sloupce.
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Př́ıklad
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Věta. (o rozvoji determinantu podle řádku)
Necht’ A je matice n-tého řádu, n > 2. Pak jej́ı determinant lze rozvinout podle
prvk̊u libovolného řádku nebo libovolného sloupce.
Označ́ıme-li j-tý řádek jako libovolný řádek, můžeme psát

detA = (−1)j+1aj1detAj1 + (−1)j+2aj2detAj2 + · · ·+

+(−1)j+najndetAjn j = 1, 2, . . . , n.

Obdobně, pro libovolné k = 1, 2, . . . , n plat́ı

detA = (−1)k+1a1kdetA1k + (−1)k+2a2kdetA2k + · · ·+

+(−1)k+nankdetAnk k = 1, 2, . . . , n.

Přitom matice Ajk tvǒŕıme obdobným způsobem jako v definici.
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Př́ıklad
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Věta.

Determinant trojúhelńıkové matice je roven součinu diagonálńıch prvk̊u.
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1) Pro libovolnou čtvercovou matici A plat́ı

detA = detAT .

2) Vznikne-li matice B z matice A záměnou pǒrad́ı dvou řádk̊u, pak

detB = −detA .

3) Má-li matice A jeden řádek nulový, pak detA = 0.
4) Vznikne-li matice B z matice A vynásobeńım jednoho řádku č́ıslem k, potom

detB = k · detA .

5) Jestliže v matici p̌ričteme k jednomu řádku násobek jiného řádku, determinant
matice se neměńı.
6) Jsou-li A a B čtvecové matice téhož řádu, pak

det(A ·B) = detA · detB .
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Elementárńı úpravy determinant̊u

(takové, že se neměńı jeho hodnota)
1) Záměnou pǒrad́ı dvou řádk̊u se změńı znaménko determinantu.
2) Z řádku lze vytknout č́ıslo p̌red determinant.
3) K řádku můžeme p̌rič́ıst nenulový násobek jiného řádku.
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Poznámka.

Pro determinanty 3-t́ıho stupně plat́ı

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23

=

= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 − a13a22a31 − a23a32a11 − a33a12a21

Poznámka.

Sarrusovo pravidlo plat́ı pouze pro determinanty 3-t́ıho stupně. Determinanty vyš̌śıch
stupňů se poč́ıtaj́ı jinak.
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Definice.

Komplexńı č́ıslo λ se nazývá vlastńı č́ıslo čtvercové matice A typu n× n, existuje-li
nenulový vektor v takový, že

A · v = λv .

Takový vektor v se nazývá vlastńı vektor matice A odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ.

Rovnici
A · v = λv

lze psát ve tvaru
(A− λE) · v = 0 .

To je soustava homogenńıch lineárńıch algebraických rovnic, která má nenulové řešeńı
právě když je hodnost matice (A− λE) menš́ı než n, tedy matice (A− λE) je
singulárńı. To je ekvivalentńı s podḿınkou

det(A− λE) = 0 . (1)

Rovnici (1) (pro neznámou λ) nazýváme charakteristická rovnice matice A. Jej́ım
řešeńım źıskáme vlastńı č́ısla matice A.
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Př́ıklad.

Nalezněte vlastńı č́ısla matice

A =





1 −1 4
3 2 −1
2 1 −1



 .

Řešeńı:

Charakteristická rovnice

det(A− λE) = det





1− λ −1 4
3 2− λ −1
2 1 −1− λ



 =

= (1− λ) · (2− λ) · (−1− λ) + 3 · 1 · 4 + 2 · (−1) · (−1)−

−[(2− λ) · 2 · 4 + (1− λ) · (−1) · 1 + (−1− λ) · (−1) · 3] =

= · · · = (1− λ) · (λ− 3) · (λ+ 2)

Řešeńım jsou vlastńı č́ısla λ1 = 1, λ2 = 3, λ3 = −2.
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Výpočet vlastńıch vektor̊u.

Vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ, můžeme naj́ıt řešeńım homogenńı
soustavy lineárńıch algebraických rovnic

(A− λE) · v = 0 .

(pro neznámé v1, v2, . . . , vn, které jsou složkami vektoru v).
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Př́ıklad.

Nalezněte vlastńı vektory matice

A =





1 −1 4
3 2 −1
2 1 −1



 ,

které odpov́ıdaj́ı vlastńım č́ısl̊um λ1 = 1, λ2 = 3, λ3 = −2.

Řešeńı:

Dosad́ıme vlastńı č́ıslo λ1 = 1

(A− λE) =





1− λ −1 4
3 2− λ −1
2 1 −1− λ



 =





0 −1 4
3 1 −1
2 1 −2





Gaussovou eliminaćı dostaneme




0 −1 4
3 1 −1
2 1 −2



 ∼





1 0 1
0 1 −4
0 0 0
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Řešeńı:

Dosad́ıme vlastńı č́ıslo λ1 = 1

(A− λE) =





1− λ −1 4
3 2− λ −1
2 1 −1− λ



 =





0 −1 4
3 1 −1
2 1 −2





Gaussovou eliminaćı dostaneme




0 −1 4
3 1 −1
2 1 −2



 ∼





1 0 1
0 1 −4
0 0 0





Řeš́ıme ekvivalentńı soustavu

v1 + v3 = 0

v2 − 4v3 = 0

Voĺıme v3 = 1 a dopoč́ıtáme v2 = 4. Vše dosad́ıme do prvńı rovnice a dostaneme
v1 = −1. Vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ1 = 1 je tedy

v1 =





−1
4
1



 .
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Řešeńı:

Analogicky dosad́ıme vlastńı č́ıslo λ2 = 3

(A− λE) =





1− λ −1 4
3 2− λ −1
2 1 −1− λ



 =





−2 −1 4
3 −1 −1
2 1 −4





Gaussovou eliminaćı dostaneme




−2 −1 4
3 −1 −1
2 1 −4



 ∼





1 −2 3
0 5 −10
0 0 0



 ∼





1 −2 3
0 1 −2
0 0 0





Řeš́ıme ekvivalentńı soustavu

v1 − 2v2 + 3v3 = 0

v2 − 2v3 = 0

Voĺıme v3 = 1 a dopoč́ıtáme v2 = 2. Vše dosad́ıme do prvńı rovnice a dostaneme
v1 = 1. Vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ2 = 3 je tedy

v2 =





1
2
1



 .
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Řešeńı:

Analogicky dosad́ıme vlastńı č́ıslo λ3 = −2

(A− λE) =





1− λ −1 4
3 2− λ −1
2 1 −1− λ



 =





3 −1 4
3 4 −1
2 1 1





Gaussovou eliminaćı dostaneme




3 −1 4
3 4 −1
2 1 1



 ∼





1 −2 3
0 10 −10
0 0 0



 ∼





1 −2 3
0 1 −1
0 0 0





Řeš́ıme ekvivalentńı soustavu

v1 − 2v2 + 3v3 = 0

v2 − v3 = 0

Voĺıme v3 = 1 a dopoč́ıtáme v2 = 1. Vše dosad́ıme do prvńı rovnice a dostaneme
v1 = −1. Vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ3 = −2 je tedy

v2 =





−1
1
1



 .


