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Determinant

Definice. (Determinant matice)
Uvazujme Ctvercovou Eiselnou matici n-tého ¥adu

{ aijp a2 ... Qin \
asi as9 .. Qon
A =
\ an1 ap2 ... QApn )

Determinantem matice A nazyvame Cislo uréené takto:

1. Pron=1 je detA = a1

2. Pron =2 je detA = ai1a90 — a12a91

3. Pron > 2 je

detA = ay1detA; — ajodetAqio + -+ + (—1)”+1a1ndetA1n,

kde Ay pro k =1,2,...,n znaéi matici (n — 1)-ho ¥adu, kterd vznikne z matice A
(n-tého ¥adu) vynechanim prvniho ¥adku a k-tého sloupce.
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Determinant

Ptiklad
1 2 3
4 5 6 |=1 o0 — 2 0 +3 Lo =—-34+12-9=0
- g 9 8 9 79 78
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Determinant

Véta. (o rozvoji determinantu podle fadku)

Necht A je matice n-tého ¥adu, n > 2. Pak jeji determinant lze rozvinout podle
prvkl libovolného ¥adku nebo libovolného sloupce.
Oznaclime-li j-ty fadek jako libovolny ¥adek, miiZzeme psat

detA = (—1)T'a;idetA;; + (—1)? 2a odetAjy + -+ +

+(=1)"*"a;,detA;,,  j=1,2,...,n.
Obdobnég, pro libovolné k =1,2,...,n plati

detA = (—1)"T'aipdetAy + (—1)"Pagdet Aoy + - +

—|-(—1)lﬁLnCLnkdetz4n;C kEk=1,2,...,n

P¥itom matice A tvofime obdobnym zpiisobem jako v definici.
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Determinant

Priklad
2 3 4 5
01 1 0
20 2 0 =20
3 1 2 0
Véta.

Determinant trojuhelnikové matice je roven soudinu diagonalnich prvki.
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Vlastnosti determinantu
1) Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati
detA = detA” .
2) Vznikne-li matice B z matice A zdménou pofadi dvou ¥adkd, pak
detB = —detA .

3) Ma-li matice A jeden ¥adek nulovy, pak detA = 0.
4) Vznikne-li matice B z matice A vynasobenim jednoho ¥adku &islem &, potom

detB = k - detA .

5) Jestlize v matici p¥icteme k jednomu ¥adku ndsobek jiného ¥adku, determinant
matice se neméni.
6) Jsou-li A a B ¢tvecové matice téhoz ¥adu, pak

det(A - B) = detA - detB .
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Vypolet determinantu pomoci Gaussovy eliminace

Elementarni apravy determinantu

(takové, Ze se neméni jeho hodnota)

1) Zaménou poradi dvou ¥adkl se zmé&ni znaménko determinantu.
2) Z ¥adku Ize vytknout &islo pfed determinant.

3) K ¥adku miZeme pf¥i¢ist nenulovy ndsobek jiného ¥adku.
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Sarrusovo pravidlo

Poznamka.
Pro determinanty 3-tiho stupné plati

a1; ai2 a3
detA = a21 a922 Q23 =

asz;p a3z2 ass
ailr Q12 ai3
az1 QA22 423

= (111022033 + A21032013 + A31A12023 — Q13022031 — A230A32011 — A33012021
Poznamka.

Sarrusovo pravidlo plati pouze pro determinanty 3-tiho stupné&. Determinanty vysSich
stupnill se pocitaji jinak.
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Vlastni ¢&isla a vlastni vektory

Definice.
Komplexni &islo A se nazyva vlastni ¢islo ¢tvercové matice A typu n X n, existuje-li

nenulovy vektor v takovy, Ze
A-v= ).

Takovy vektor v se nazyva vlastni vektor matice A odpovidajici vlastnimu &islu .
Rovnici
A-v= >\

|ze psat ve tvaru

(A—AE)-v=0.

To je soustava homogennich linearnich algebraickych rovnic, kterda ma nenulové feseni
pravé kdyZ je hodnost matice (A — AE) mensi neZ n, tedy matice (A — A\E) je
singularni. To je ekvivalentni s podminkou

det(A — \E) = 0. (1)

Rovnici (1) (pro nezndmou ) nazyvame charakteristickd rovnice matice A. Jejim
feSenim ziskdme vlastni &isla matice A.
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Vlastni ¢&isla a vlastni vektory

Priklad.
Naleznéte vlastni &isla matice
1 —1 4
A = 3 2 —1
2 1 —1
Regeni:
Charakteristicka rovnice
1—-—X -1 4
det(A — AE) = det 3 2—-X -1 —
2 1 —1 =\

— (1=A)-(2=A) (=1 =N +3-1-442-(=1)-(=1) -
2N 24+ (1=N) (1) 14 (=1—\)-(=1)-3] =
— = (1-N)-(A—3)-(A+2)

ReZenim jsou vlastni &isla A\; = 1, Ay = 3, A3 = —2.
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Vlastni ¢&isla a vlastni vektory

Vypocet vlastnich vektoru.
Vlastni vektory odpovidajici vlastnimu &islu A, mizeme najit FfeSenim homogenni
soustavy linearnich algebraickych rovnic

(A—AE)-v=0.

(pro nezndmé vy, v, ..., vy, které jsou slozkami vektoru v).
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Vlastni ¢&isla a vlastni vektory

Priklad.
Naleznéte vlastni vektory matice
1 -1 4
A = 3 2 —1 :
2 1 —1
které odpovidaji vlastnim &islim Ay =1, Ay = 3, A3 = —2.
Regeni:
Dosadime vlastni &islo \; =1
1—-—X =1 4 0O —1 4
(A—)\E) = 3 2 — A —1 = 3 1 -1
2 1 —1 =) 2 1 =2
Gaussovou eliminaci dostaneme
0O —1 4 1 0 1
3 1 -1 ~ 0O 1 —4
2 1 =2 0O 0 O
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Vlastni ¢&isla a vlastni vektory

Reseni:
Dosadime vlastni &islo \; =1
11— -1 4 0
(A—)\E) = 3 2 — A —1 — 3 1 -1
2 1 —1—-A 2

Gaussovou eliminaci dostaneme

0o —-1 4 1 0 1
3 1 -1 ~1 0 1 -4
2 1 =2 0 0 O

Resime ekvivalentni soustavu
U1 + V3 = 0

’02—4U3 =0

Volime v3 = 1 a dopoditdme vy = 4. VSe dosadime do prvni rovnice a dostaneme

v1 = —1. Vlastni vektor odpovidajici vlastnimu &islu Ay =1 je tedy
—1
V1 = 4
1
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Vlastni ¢&isla a vlastni vektory

Reseni:
Analogicky dosadime vlastni Cislo Ao = 3
1—Xx -1 4 -2 -1 4
(A—)\FE) = 3 2— A —1 = 3 -1 -1
2 1 —1—-A 2 1 —4

Gaussovou eliminaci dostaneme

-2 -1 4 1 -2 3 1 -2 3
3 -1 -1 ~ 0 5 —10 ~| 0 1 =2
2 1 —4 0 O 0 0 0 0

ResSime ekvivalentni soustavu
v1 — 2v9 +3vg3 = 0

’02—2’03 = 0

Volime v3 = 1 a dopoditdme vy = 2. VSe dosadime do prvni rovnice a dostaneme
v1 = 1. Vlastni vektor odpovidajici vlastnimu Cislu Ay = 3 je tedy
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Vlastni ¢&isla a vlastni vektory

Re%eni:
Analogicky dosadime vlastni &islo A3 = —2
1—-X -1 4 3 —1 4
(A—)\FE) = 3 2— A\ —1 — 3 4 -1
2 1 —1—-A 2 1 1
Gaussovou eliminaci dostaneme
3 —1 4 1 -2 3 1 -2 3
3 4 -1 ~1 0 10 -—10 ~1 0 1 -1
2 1 1 0 O 0 0 O 0

ResSime ekvivalentni soustavu
v — 2v9 +3vg3 = 0
Vg — V3 — 0

Volime v3 = 1 a dopoditdme vy = 1. VSe dosadime do prvni rovnice a dostaneme
v1 = —1. Vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢&islu A3 = —2 je tedy
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