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Diferencialni pocet funkce vice proménnych

Definice.

Mnozinu vSech usporadanych n-tic Cisel se nazyva n-rozmérny prostor a kazda z n-tic
se prohlasi za bod n-rozmérného prostoru

(Cisla x1, ..., x,, za jeho soufadnice).

znaéime: X = [x1, ..., Tp)]

Definice. (Vzdalenost bodil)
Kazdé dvojici bodli X, Y priradime Cislo d(X,Y’) predpisem

d(X,Y) = /(21 —y)2 + -+ (20— yn)? .
Cislo d(X,Y) nazyvdme vzdalenost bodii X, Y.

Priklad.
n=2 n=.3.

Definice. (n-rozmérny euklidovsky prostor)
n-rozmérny prostor spolu se vzdalenosti d se nazyva n-rozmérny euklidovsky prostor a
znaci se F,,.
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Diferencialni pocet funkce vice proménnych

Véta. (zadkladni vlastnosti vzdalenosti)

Vzdalenost d ma tyto vlastnosti:

1) d(X,Y)=0, pravé kdyz X =Y.

2) d(X,Y)=d(Y,X) pro libovolné X, Y € FE,,.

3) d(X,Z) <d(X,Y)+d(Y,Z) pro libovolné X, Y, Z € E,,.
(trojuhelnikova nerovnost ).

Definice. (Funkce n-proménnych)

Predpokladame, ze n € N a M C FE,,. Funkci n-proménnych se rozumi zobrazeni f
mnoziny M do mnoziny R, tj. predpis, ktery kazdému bodu X € M prirazuje jediné
redlné Cislo y.

Oznaceni

D(f) znadi defini¢ni obor funkce f. (tj. mnozZina M).

H(f) znadi obor hodnot funkce f. (tj. H(f) C R).

Pro libovolny bod X = [z1,...,2z,] € D(f), nazyvame z; hodnotou k-té nezavislé
proménné pro k=1,...,n.

Libovolné y € H(f) nazyvame hodnotou zavisle proménné funkce f.

Hodnotu funkce f n proménnych v bodé X = [zq,...,2z,] € D(f) znacime f(X)
nebo f(x1,...,x,).
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Diferencialni pocet funkce vice proménnych

Priklad.
Funkce f tfi proménnych, kterd kazdému [x,y, z| € E3 prirazuje Cislo x + y + 3z.
D(f)= FE3, H(f)= R, funkéni predpis f(z,y,z) =z +y + 3z.

Poznamka

Neni-li pro funkci f n proménnych danou vyrazem zaddn defini¢ni obor, tak za
defini¢ni obor povaZzujeme mnozinu vSech bodli X € E,,, pro néz ma vyraz f(X)
smysl.

Priklad.
Ur&ete defini¢ni obor funkce f(z,y,z) =Inx + /y + 32° .

Definice. (Graf funkce)
Graf funkce f n proménnych je definovan jako mnozina vsech bodi
(z1,...,2n,y] € E, 1 takovych, Ze [x1,...,2,] € D(f) ay = f(x1,...,2p).

Priklad. n = 2
Graf je mnozina [x,y, z] € E3 takovych, ze [z,y] € D(f) a z = f(z,y).
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Diferencialni pocet funkce vice proménnych

Poznamka.
Protoze kazdému [z, y| € D(f) prislusi jediné z € H(f), nem(ze mit graf funkce f
dvou proménnych se zadnou primkou rovnobéznou s osou z dva nebo vice spoleCnych

bodi.
(tj. napt. kulova plocha neni grafem Zadné funkce dvou proménnych).

Priklad.
Sestrojte graf funkce

flz,y) =2 +y°
definované na mnoziné E5.
G(f) =A{lz,y, 2] € Es; z =2 +y°}

h(f) =< 0,00).
(rotacni paraboloid s vrcholem v pocatku)
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Diferencialni pocet funkce vice proménnych

Poznamka.

Pro vytvoreni nazorné predstavy zavadime pro a € R tzv. hladinu funkce f jako
mnozinu H, = {[X,a| € E,+1; f(X) = a}.

Tim je také tomuto Cislu o prirazena podmnozina defini¢niho oboru

Vo =A{X € D(f); f(X)=a} tzv. vrstevnice funkce f.

Priklad.
Pro funkci

flz,y) =2 +y°
a=1 Hiy={[zr,y,1] € E3; 2° +y? =1}

Poznamka.
V praxi se Casto setkavame se situaci, Ze funkCni prifazeni neni zadano vyrazem (nebo
nékolika vyrazy), nybrz tabulkou funkénich hodnot.
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Diferencialni pocet funkce vice proménnych

Definice. (Operace s funkcemi)

Rekneme, Ze funkce f a g n proménnych jsou si rovny, jestlize D(f) = D(g) a pro
kazdy bod X € D(f) je f(X) = g(X).

Jsou-li f a g funkce n proménnych, definujeme:

Soucet f + g je funkce h n proménnych definovana vztahem h(X) = f(X) 4 g(X),
rozdil f — g je funkce h n proménnych definovand vztahem A(X) = f(X) — g(X),
soucin f.g je funkce h n proménnych definovana vztahem h(X) = f(X).g(X),
podil g je funkce h n proménnych definovana vztahem h(X) = 705

ve vSech Ctyrech pripadech je funkce h definovdna pro kazdy X, pro néjz prislusny
vyraz existuje.

Nulovym bodem (kofenem) funkce f n proménnych nazveme kazdy bod z D(f), v
némz funkce f nabyvd hodnoty nula.
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Diferencialni pocet funkce vice proménnych

Definice. (SloZena funkce)
Necht 7 je funkce p proménnych a g1,..., g, je p funkci n proménnych. Slozen3
funkce f s vnitfnimi slozkami gy, ..., g, a s vnéjsi slozkou A ma pak defini¢ni obor

D(f) ={X € D(g1) N--- N D(gp); [91(X), ..., gp(X)] € D(h)}

a funkéni predpis
f(X) = h(g1(X), g2(X), - .+, gp(X)) -

Poznamka.
Slozena funkce f je funkci n proménnych (tedy tolika proménnych, kolik jich maji
vnitfni slozky).
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Diferencialni pocet funkce vice proménnych

Priklad.
Je dana funkce h(x,y,z) = e*Yarcsinz s defini¢nim oborem

D(h) =A{lx,y,2] € E3; —1 < z <1} a funkce
g(z,y)=v1l—-x—y s D(g)={lz,y € Ey; y<1—uz}
gz, y) =vVy+1 s D(g)={[r,y] € Es; y> -1}
g3(z,y) =vV1+x—y s D(g3) ={lr,y] € Es; y<1+2z}

Sestrojte funkci
[ ="h(g1,92,93).

D(f)={lr,yl € Essy<1-a, y> -1, y<1l+uw y>uz}
f(xay) — h(g1(£13,y),gg(w,y),gg(af,y)) —

= e\/l_f”_y\/yﬂarcsin\/l +r—vy.
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Diferencialni pocet funkce vice proménnych

Definice.

Rekneme, Ze funkce f n proménnych je omezend, jestliZe jeji obor hodnot je omezend
mnozina.

t,. IM >0VX e D(f) |f(X)| <M

Rekneme, ze funkce f n proménnych je shora omezend, resp. zdola omezena, jestlize
jeji obor hodnot je shora omezenad, resp. zdola omezend, mnozina.

tj. 3 M >0 VX € D(f) f(X)< M,

resp.

t,. 3 M >0 VX e D(f) f(X)>—-M.

Priklad.

flzy,...,zp)=2%+---+22, D(f)=E,.
je zdola omezena M =0

neni shora omezena.
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Limita a spojitost funkce n proménnych

Definice
Necht A € E,,, § > 0. Okolim bodu A s polomérem ¢ (nebo J-okolim bodu A) se

rozumi mnozina

(X € En; d(A,X) < 6}

(tj. do d-okoli bodu A patfi pravé vsechny body z E,,, jejichz vzdélenost od bodu A
je mensi nez §.)

Priklad.
n = 1, pak §-okolim bodu A je interval (A — 4§, A+ ).
n = 2, pak 90-okolim bodu A je mnozina vSech bodi lezicich uvnitf kruhu se stredem

v A a polomérem .
n = 3, pak d-okolim bodu A je mnozina vsech bodii lezicich uvnitf koule se stfredem v

A a polomérem 9.
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Limita a spojitost funkce n proménnych

Definice.

Je-li M C E,,A € E,, rekneme, ze A je vnitini bod mnoziny M, jestlize existuje
okoli bodu A, které je podmnozinou M.

Mnozina, jejiz kazdy bod je vnitfni, se nazyva otevrena.

Priklad.
M =A{[z,yl € E2;0<2x <1, 0<y<1neboz=y=2}

vnitfni body {[z,y] € E5;0<x <1, 0 <y < 1}.
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Limita a spojitost funkce n proménnych

Definice

Je-i M C E,,, A € E, aobsahuje-li kazdé okoli bodu A néjaky bod mnoziny M a
néjaky bod nepatrici do M, rekneme, ze A je hrani¢ni bod mnoziny M.

Mnozina M C E,, se nazyva uzavrend, jestlize obsahuje vsechny své hrani¢ni body.

Priklad.
M =A{[z,yl € E2;0<2x <1, 0<y<1neboz=y=2}

hraniéni body {[z,y] € E>;

uzavfend mnozina M = {[z,y] € E5;0<x <1, 0<y <1 neboz =y =2}
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