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Limita a spojitost funkce n proménnych

Definice. (Limita funkce)

Rekneme, Ze funkce f n proménnych ma v bodé A € E,, limitu b, jestlize ke
kazdému okoli V' bodu b existuje okoli U bodu A tak, ze pro vSechny body
XeU X#A je f(X)eV.

PiSeme pak

)}EnAf(X) =0

Priklad. (funkce, kterd nema limitu v pocatku)

Funkce
Ty

12 + y2
definovand v E5 \ {O} nema v pocatku O limitu.

fz,y) =

Véta 2.1.
Funkce n proménnych ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.
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Limita a spojitost funkce n proménnych

Definice

Konstantni funkci n proménnych rozumime funkci f definovanou na FE,, predpisem
f(X)=a,

kde a € R.

Je-li a = 0, pak konstantni funkci n proménnych nazveme nulovou funkci n
proménnych.
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Limita a spojitost funkce n proménnych

Véta 2.2.
Je-li
Jim f(X) =0, lim g(X)=c,
pak
lim [£(X) +g(X)] =b+c, (1)
Jim [£(X) —g(X)] =b—c, (2)
Jim [£(X).9(X)] = b.c, (3)
je-li navic ¢ # 0, pak také
lim @ — b (4)

X—A g(X) C '
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Limita a spojitost funkce n proménnych

Definice
Polynomem n proménnych se rozumi funkce, ktera libovolnému bodu z FE,, pfifazuje
soucet soucinll néjakych Cisel a celych nezapornych mocnin jeho souradnic, tj. soucet
vyrazll tvaru
ki, ko K

ary'ry® ...,
zvanych cleny polynomu,
pritom ki, ko, ..., k, jsou celd nezapornd cCisla a Cislo a se nazyva koeficient

prislusného cClenu.

Priklad.
f<x17x277xn):x1+2x%+3x§+_'_nxz
1 2 n
g(x1, 20, ..., Ty) = 5 + 2x12523 ... X

definované na E,, jsou polynomy n proménnych.
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Limita a spojitost funkce n proménnych

Definice

Racionalni funkci n proménnych je funkce, kterd vznikd délenim dvou polynomd,
pricemz délitel neni nulova funkce. Jejim defini¢nim oborem je E,, s vyjimkou korent
délitele.

Priklad.

LY
332 _'_y2 ’

fz,y) =

Priklad.
Je-li f polynom n proménnych, pak

lim f(X) = f(A)

X—A

pro kazdy bod A € E,,.
Je-li f raciondlni funkce n proménnych definovand v bodé A, pak

lim f(X)=f(A).

X—A
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Limita a spojitost funkce n proménnych

V definici limity misto b € R uzijeme nevlastni bod oo nebo —oo.

Definice. (Nevlastni limita funkce)

Rekneme, e funkce f n proménnych ma v bodé A € E,, nevlastni limitu oo, resp.
—o00, jestlize ke kazdému okoli V' nevlastniho bodu oo, resp. —oo, existuje okoli U
bodu A takové, Ze pro vSechny body X € U, X # A, je f(X) € V.

PiSeme pak

)}gnAf(X):oo resp. )}inAf(X):—oo :

Nevlastni limity maji analogické vlastnosti jako limity.

Priklad.

1
lim = 0 .
[z,y]—[0,0] &2 + y?

s-okoli 0o, tj. V=1(s,00) s>0 U%(O).
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Limita a spojitost funkce n proménnych

Definice
Necht A € Dy, pak fekneme, ze funkce f n proménnych je spojitd v bodé A, jestlize

li X)=f(A) .

Jim f(X) = f(4)

Priklad.

Polynom n proménnych je spojity v kazdém bodé A € FE,,.

Racionalni funkce n proménnych je spojitd v kazdém bodé A € E,,, v némz je
definovana.
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Limita a spojitost funkce n proménnych

Véta 2.4. (o spojitosti souctu, rozdilu, soucinu a podilu)
Jsou-li funkce f a g n proménnych spojité v bodé A, pak jsou v bodé A spojité i
funkce f +g, f —g a f.g, je-li navic g(A) # 0 je v bodé A spojita i funkce 5.

Véta 2.5. (o spojitosti slozené funkce)

Jsou-li funkce g1, g2, ..., 9, n proménnych spojité v bodé A a je-li funkce h p
proménnych spojitd v bodé B = [g1(A), g2(A4), ..., 9,(A)], pak sloZzena funkce
f="h(91,92,-..,9p) je spojitd v bodé A.

Priklad.
Vy3etrete spojitost funkce f(z,y) = /22 +y2 + 1 v bodé& [0, 0].

g(X) = 22 + y* + 1 spojitd v bodé& [0, 0]
h(x) = \/x spojitd v bodé 1
tedy dle véty f = h(g) je spojitd v bodé [0, 0].
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Derivace a diferencialy funkce n proménnych

Definice. (Parcidlni derivace)

f je funkce n proménnych s defini¢nim oborem D(f), A =la1,...,a,] € D(f), j je
nékteré z Cisel 1,2,....n.

Definujeme funkci jedné proménné g; s definicnim oborem

D(gj> = {ZC -~ R; [Cll,CLQ, e A1, T A4 1 - - ,CLn] - D(f)}
a s funkénim predpisem
gi(x) = flar,a2,...,0j_1,T,0j41,...,0y) .

Ma-li funkce g; derivaci v bodé a;, nazyvame ji parcidlni derivaci funkce f podle

proménné x,; v bodé A a oznacdime aaTj(A).
Tedy
of

s (A) = 6(0)

Parcialni derivaci funkce f podle proménné x; rozumime funkci n proménnych

oznadenou %, ktera kazdému bodu A € D(f), v némz existuje parcialni derivace
J

podle proménné z;, pfifazuje jeji hodnotu.
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Derivace a diferencialy funkce n proménnych

Poznamka.

Parcialni derivaci podle proménné x; vypocitame tak, ze vSechny promé€nné az na
j-tou ,, povazujeme” za konstanty a stanovime derivaci takto vzniklé funkce jedné
proménné.

Priklad.
Urcete obé parcidlni derivace funkce dvou proménnych

f(x,y) = 2° + 2y + 2y°

definované v E5.
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Derivace a diferencialy funkce n proménnych

Véta 3.1.

M3a-li funkce f n proménnych v néjakém okoli bodu A omezené parcialni derivace
podle vSsech proménnych, pak je v bodé A spojita.

Poznamka.

Samotnd existence parcidlnich derivaci podle vsech proménnych v bodé A nezarucuje
spojitost funkce v bodé A.

Priklad.
Uvazujme funkci dvou proménnych

~J 0 pro x#0 asoucasnéy # 0,
f(x’y)_{l pro x =0 neboy =0,

definovanou na Es.

neni spojitd v pocatku, ale % =0a g—g = 0.
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Funkce diferencovatelné v bodeée a diferencial

Definice.
Rekneme, ze funkce f n proménnych je diferencovatelna v bodé A, jestlize existuji

Cisla c1,ca, ..., c, takova, ze

lim f(X) = f(A) —c(z1 —a1) —ca(x2 —a2) — -+ — cp(Tn — an) —0

X—A d(X, A) ’
pricemz d(X, A) je vzdalenost bodli A = [a1,a9,...,a,], X = [T1,T2,...,2y].
Véta 3.2.

Je-li funkce f n proménnych diferencovatelna v bodé A, pak je v bodé A spojitd, ma
v ném parcialni derivace podle vSech svych proménnych a plati

of .
cj:a7j(A) proj=1,2,....,n.
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Funkce diferencovatelné v bodeée a diferencial

Definice.

Je-li funkce f n proménnych diferencovatelnd v bodé A, definujeme diferencial funkce
f v bodé A jako funkci

di,y(X) =ci(w1 —a1) + ca(xe —a2) + -+ + cp(wn — an)

definovanou na E,,.

Véta 3.3.
Ma-li funkce f v bodé A spojité parcialni derivace podle vsech proménnych, pak je
funkce f diferencovatelnd v bodé A.

Priklad.
Zjistéte, zda je funkce

f(z,y) = 2° + 2y + 2y°

diferencovatelnd v bodé A = [1,2], a v kladném pripadé urcete dy,,.
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Funkce diferencovatelné v bodeée a diferencial

Nyni n = 2, f funkce dvou proménnych diferencovatelnad v bodé A = |aq, as], pak jeji
diferencial v tomto bodé je tvaru

dr, (X) = gi( )(x—a1)+g—§(f1)(y—a2)
grafem je rovina of of
2= (4 )(x—a1)+a—y(f4)(y—a2) -

rovina y = as v ni pfimka z = %(A)(:E — a1) rovnobézna s tecnou
rovina x = ay v ni pfimka z = g—i(A)(y — a3) rovnobézna s tecnou

Rovina prochdzejici obéma tecnami prisecnic grafu funkce f s rovinami x = a; a
Yy = as je tedy rovnobéznd s grafem diferencidlu funkce f v bodé A, ma rovnici

o f o f

() — ) + S (A)(y — a2)

2= f(A)+ds (X)= f(A) + oy

a nazyvame ji tecnou rovinou grafu funkce f v bodé T' = [a1, aqz, f(A)].
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Funkce diferencovatelné v bodeée a diferencial

Priklad.
Urcete te¢nou rovinu plochy

2 =22 + xy + 2y°
v bodé T'=[1,2, 11].
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