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Parcialni derivace slozené funkce

Véta 3.4.
Jsou-li funkece g1, g2,...,9p, n proménnych x1,x2,...,x, diferencovatelné v bodé A
a je-li funkce h p proménnych y;,ys,...,y, diferencovatelna v bodé

B =1[g1(A),92(A),...,9,(A)], pak je slozena funkce f = h(g1,92,--.,9p)
diferencovatelnd v bodé A a plati:

of 001 4y, O ) O O 1) 00,

oh
r; 3%(A)+0—3/2(B)8xj(14)+m+—(B)—.(A)

(A)—a—y1

(B)
proj=1,2,...,n.

Priklad.

Urcete % sloZzené funkce f = h(g1, g2, 93), kde h je funkce proménnych u, v, w
diferencovatelna na FEs,

g1(x,y,z) = x cosysin z,

g2(x,y,z) = xrsinysin 2,

g3(x,y,z) = xcosz.
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Parcialni derivace vyssich radu

Parcialni derivace vyssich radi jsou definovdny opakovanym parcidlnim derivovanim
funkce.
Uréenim parcialnich derivaci parcialnich derivaci funkce f dostaneme jeji druhé

parcidlni derivace, druhou parcidlni derivaci vzniklou derivovanim nejprve podle
2
proménné z; a pak podle proménné xj;, znalime aé),—g.
Tj;O0T
V pripadé j # k hovorfime o smisenych druhych parcidlnich derivacich,
o . o , , o : , /v 92 f
v pripadé 7 = k o ryzich druhych parcidlnich derivacich a piseme a7

Analogicky treti, Ctvrté, paté a obecné m-té parcidlni derivace znacime

o™ f

8afj18xj2 Ce c%cjm

Priklad.
Urcete vSechny druhé parcidlni derivace funkce

f(x,y) = 2%y + x*y>  definované v E, .
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Parcialni derivace vyssich radu

Véta 3.5.
Jsou-li parcialni derivace ggfj, gxfk diferencovatelné v bodé A, pak plati
0° f 0° f
o0 ) = B,
jOLE LEUL;
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Funkce m-krat diferencovatelné v bodé

Definice.

Rekneme, ze funkce f n proménnych je v bodé A m-krat diferencovatelnd, jestlize
jsou v bodé A diferencovatelné vsechny jeji (m — 1)-ni parcialni derivace a funkce f a

vsechny jeji k-té parcialni derivace, kK < m — 1, jsou diferencovatelné na vSech bodech
néjakého okoli bodu A.

Véta 3.6.

Je-li funkce f n proménnych m-krat diferencovatelnd v bodé A, pak vsechny m-té
parcidlni derivace v bodé A liSici se jen poradim parcialniho derivovani jsou si rovny.

Priklad.

Je-li napr. f funkce dvou proménnych trikrat diferencovatelnd v bodé A, pak

oaf  of 0
0x20y  O0xOydxr  Oydx?
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Smeérova derivace a gradient

Je-li funkce f n proménnych s definicnim oborem D(f), A € D(f),
s jednotkovy n-rozmérny vektor, definujeme funkci g, jedné proménné s defini¢nim

oborem
D(gs) ={te R; A+tsec D(f)}

a funkénim predpisem

Ma-li funkce g, derivaci v bodé 0, nazyvame ji smérovou derivaci funkce f v bodé A
ve sméru vektoru s a znacime ji

V) (=40).
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Smeérova derivace a gradient

Priklad
Urcete smérovou derivaci funkce

f(z,y) = 2 + 2y + 2¢°
v bodé A = [1, 2] ve sméru vektoru s = (2,4).

Poznamka
Rozepsanim

0L (A) = limy_,o L0=9:(0) _ Jjpy, ,, S(ATES) T (A)

tj. smérova derivace funkce f v bodé A ve sméru vektoru s popisuje, jak rychle se meéni
zavisle proménna s pohybem bodu A ve sméru vektoru s.
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Smeérova derivace a gradient
Uvazujme zakladni jednotkovy vektor
e; = (0,0,...,0,1,0,...,0)

a pocitame

: A A et an)—f(A
gi gej (0) = limy_,o f( +t€%) f(A) _ — lim,_, flai,a2 aﬁ;t an)—f(A) _
u=a; +1
. . A . —a(a:
— hmu_mj flai,az,. uu aga )J=f(A4) _ = lim,,_, a; 2 (ug_cgb;(aj) — aa;,i (A4),

tedy parcidlni derivace jsou zvlastnim pripadem smérovych derivaci.
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Smeérova derivace a gradient

Predpokladame, ze funkce f je diferencovatelnad v bodé A,
gs(t) = f(A -+ tS) = f(CLl -+ t81, ao + tSz, ey Qp -+ tSn),
a funkci g5 povazujeme za slozenou funkci s vnéjsi slozkou f a s vnitrnimi slozkami

hj(t):aj—i—tsj j:1,2,...,n

(h; jsou diferencovatelné v 0, A’ (0) = s;)
= ¢ Je diferencovatelnd v 0 a plati
SL(A) = ¢4(0) = 3L (A)s1 + 3L (A)sa + - + 7L (A)sn (%)

Definice
Je-li funkce f diferencovatelnav bodé A, definujeme gradient funkce f v bodé A jako
n-rozmerny vektor

Oy of

() (A), . 5 ()

aoznaCimejg gradf(A).
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Smeérova derivace a gradient

Poznamka
Vzorec (*) lze prepsat do tvaru

O (4) = gradf(4).5

kde . znati skalarni soucin vektord.

Poznamka (n=2 nebo n=3)
Je-li gradf(A) # 0, pak

%(A) = |gradf(A)|.|s|.cosa = |gradf(A)|. cos a,
kde a zna€i Uhel vektorli s agradf(A).

Smeérova derivace v bodeé A je tedy ngjvetsi, resp. negmensi, prave kdyz o = 0, resp.
= T.
(tj. s je nasobkem gradientu).
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Smeérova derivace a gradient

Priklad
UrcCete jednotkovy vektor s, v jehoz sméru je smérova derivace

f(z,y) = 2° + zy + 2y°

v bodé A = [1, 2] nejvéatsSi a zjistéte |i.
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Funkce zadané implicitné

1) Funkce zadana explicitnim vyjadrenim (explicitni funkce) je zaddna analytickym
predpisem

y = f(x) .

Priklad 1.
f(x) =sinx
f(z) =23+ 22— 11

2) Funkce zadana parametrickym vyjadienim (parametricka funkce) je zadana soustavou
rovnic

r = fl(t)a Yy = f2(t) ’
kde ¢ je realny parametr.

Priklad 2.
r=2+4+3t y=1—t, te R, primka
r =cost, y=sint , t€ 0,27, kruznice
x =2cost, y=>5sint , t|0,27], elipsa
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Funkce zadané implicitné

3) Funkce zadana v implicitnim tvaru (implicitni funkce) je zaddana pomoci funkce
dvou redlnych proménnych. Ptame se, kdy rovnice

g(z,y) =0
urCuje y jako funkci proménné x.

Priklad 3.
y—x —actgy =0 .
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Funkce zadané implicitné

Uvazujme funkci g dvou proménnych a oznacme

P ={lz,y] € D(9); g(x,y) =0} .

Mnozina P mize byt prazdnd, konecCna i nekonecna.
Nds zajima pripad, kdy P je grafem néjaké funkce f jedné proménné.

Piiklad 4.
g(z,y) = 2" +y* +1
Piiklad 5.
g(z,y) = 2° + ¢
Piiklad 6.

g(z,y) =2 +y* — 1
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Funkce zadané implicitné

Priklad 7.

g(z,y) =z +y

Ptiklad 8.

g(z,y) = zy — |zy|
Ptiklad 9.

y—x —actgy =0.
Ptiklad 10.

w2 =2y 4yt +ax+y—4=0.

Ptiklad 11.

da? +2y° — 322+ oy —yz+x+18=0.
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Funkce zadané implicitné

Véta 4.1. (vétao implicitni funkci)

Je-li g funkce dvou proménnych, jejimz kofenem je bod B = [a, b], m&li funkce g
Spojité vsechny m-té parciani derivace v ngjakém okoli V' bodu B aje-li g—g(B) + 0,
pak existuje okoli U bodu a ajedinafunkce f jedne proménng, kteramana U spojitou
m-tou derivaci, pro kazde x € U plati

9(z, f(x)) =0 (1)

fla)=b. (2)

Definice

Funkci f (z Véty 4.1.) nazyvame funkci zadanou implicitné rovnici g(z,y) = 0 abodem
B.
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Funkce zadané implicitné

Poznamka (derivovani funkce zadane implicitne)

Rovnost (1) derivujeme podle x s prihlednutim ke skuteCnosti, ze v (1) je za druhou

promeénnou ,,dosazena* funkce promenne .

(aplikujeme vétu o slozene funkci)
Dostaneme

pokud

(3)
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Funkce zadané implicitné

dalsim derivovanim (3) dostaneme

629 629 /
G @ F@) + 58w, (@) f )+
g (o 1(a)) + 52 o £(2))- 5 (@).f )+
dg 7
+a—y($, (). f"(x) =0,
odtud vypoditame
() =

podobné postupujeme dale ...
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Funkce zadané implicitné

Priklad.
Urcete teCnu grafu funkce f zadané implicitné rovnici

o — 2y +yt+or+y—4=0

abodem B = 1, 2] v bodé B.
Analogicky postupujeme u funkci vice promennych.

Priklad.
UrcCete teCnou rovinu grafu funkce f(z, y) dvou proménnych zadané implicitné rovnici

da? +2y° — 322 4+ 2y —yz+ 2+ 18 =0

abodem B = [1,2, 3| v bodé B.
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