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Definice
Řekneme, že funkce f n proměnných má v bodě A lokální maximum, jestliže existuje
okolı́ U bodu A takové, že pro všechny body X ∈ U je f(X) ≤ f(A).
Řekneme, že funkce f n proměnných má v bodě A lokální minimum, jestliže existuje
okolı́ U bodu A takové, že pro všechny body X ∈ U je f(X) ≥ f(A).
Má-li funkce f v bodě A lokálnı́ maximum nebo lokálnı́ minimum, řekneme, že má v A

lokální extrém.

Věta (nutná podmı́nka pro lokálnı́ extrém)
Má-li funkce f n proměnných v bodě A lokálnı́ extrém a má-li v bodě A parciálnı́
derivaci podle proměnné xj , pak

∂f

∂xj

(A) = 0 .

Definice
Body, v nichž všechny prvnı́ parciálnı́ derivace existujı́ a jsou rovny nule, nazveme
stacionárními body funkce f .
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Označení:
Necht’f je funkce n proměnných, A ∈ Rn.
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Věta (postačujı́cı́ podmı́nka pro lokálnı́ extrémy)
Necht’funkce f n proměnných je dvakrát diferencovatelná ve svém stacionárnı́m bodě A.
Je-li

D1(A) > 0, D2(A) > 0, . . . , Dn(A) > 0, (1)

pak má funkce f v bodě A lokálnı́ minimum.
Je-li

−D1(A) > 0, D2(A) > 0, . . . , (−1)
nDn(A) > 0, (2)

pak má funkce f v bodě A lokálnı́ maximum.
Jsou-li všechna čı́sla D1(A), D2(A), . . . , Dn(A) různá od nuly a nenı́-li splněno (1) ani
(2), pak funkce nemá v bodě A lokálnı́ extrém.

Příklad
Určete body, v nichž má lokálnı́ extrémy funkce dvou proměnných

f(x, y) = 2x3 + xy2 + 5x2 + y2

definovaná v R2.
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Definice
Řekneme, že funkce f n proměnných má v bodě A globální maximum, jestliže platı́
f(X) ≤ f(A) pro všechny body X ∈ D(f).
Řekneme, že funkce f n proměnných má v bodě A globální minimum, jestliže platı́
f(X) ≥ f(A) pro všechny body X ∈ D(f).
Má-li funkce f v bodě A globálnı́ maximum nebo globálnı́ minimum, řekneme, že má v
A globální extrém .

Poznámka
Má-li funkce f v nějakém vnitřnı́m bodě svého definičnı́ho oboru B ∈ D(f) globálnı́
extrém, pak má f v bodě B také lokálnı́ extrém téhož typu.

Je-li vyšetřovaná množina M neprázdná, uzavřená a omezená, f spojitá funkce,
pak existuje globálnı́ maximum f na M .
Nalézá se bud’
a) ve vnitřnı́m bodě M (tj. v bodě v němž má f lokálnı́ maximum)
a nebo
b) na hranici (tj. v bodě v němž má f tzv. vázané maximum).
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Příklad
a) kruh
b) krychle

Definice
Necht’f a g jsou funkce n proměnných.
Řekneme, že funkce f má v bodě A vázané maximum s podmı́nkou g(X) = 0, jestliže
g(A) = 0 a f(X) ≤ f(A) pro všechny body X ∈ D(f) splňujı́cı́ podmı́nku g(X) = 0.
Řekneme, že funkce f má v bodě A vázané minimum s podmı́nkou g(X) = 0, jestliže
g(A) = 0 a f(X) ≥ f(A) pro všechny body X ∈ D(f) splňujı́cı́ podmı́nku g(X) = 0.
Vázaná maxima a vázaná minima nazýváme souhrnně vázanými extrémy . Podmı́nku
g(X) = 0 nazýváme vazba .
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Jak hledat vázané extrémy ?
a) Pokud je možné z rovnice g(X) = 0 vyjádřit některou z proměnných (např.
xn = ϕ(x1, x2, . . . , xn−1)), převedeme úlohu na hledání globálního extrému nové
funkce h (n− 1) proměnných, definované vztahem

h(x1, x2, . . . , xn−1) = f(x1, x2, . . . , xn−1, ϕ(x1, x2, . . . , xn−1)) .

Příklad
Určete vázané extrémy funkce dvou proměnných

f(x, y) = x2 − y2

s podmı́nkou 2x− y + 1 = 0.
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b) Nepodaří-li se najít ze vztahu g(X) = 0 funkční přepis pro vyjádření některé z
proměnných pomocí ostatních, užijeme
Lagrangeovu metodu.
Utvořı́me novou funkci F vztahem

F = f + λg .

Hledáme stacionárnı́ body funkce F splňujı́cı́ podmı́nku g(X) = 0, tj. řešı́me soustavu
∂f
∂x1
(X) + λ ∂g

∂x1
(X) = 0

∂f
∂x2
(X) + λ ∂g

∂x2
(X) = 0

. . .
∂f
∂xn

(X) + λ ∂g
∂xn

(X) = 0

g(X) = 0
s n+ 1 neznámými.
Jednotlivé stacionárnı́ body funkce F pak testujeme dle Věty (postačujı́cı́ podmı́nka pro
lokálnı́ extrém).
Má-li v některém z nich F lokálnı́ extrém, pak má v něm funkce f vázaný lokálnı́ extrém
téhož typu s podmı́nkou g(X) = 0.
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Poznámka
Funkce f může mı́t vázaný lokálnı́ extrém s podmı́nkou g(X) = 0 i ve stacionárnı́m bodě
F , v němž F nemá lokálnı́ extrém.

Příklad
Určete vázané lokálnı́ extrémy

f(x, y) = x2 + 2y2

s podmı́nkou x2 − 2x+ 2y2 − 4y = 0.


