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Základní pojmy
Diferenciální rovnicí rozumı́me rovnici, ve které je neznámou veličinou funkce jedné
nebo vı́ce proměnných a ve které se vyskytujı́ derivace této neznámé funkce.
Je-li neznámou funkcı́ funkce pouze jedné proměnné, mluvı́me o obyčejné
diferenciální rovnici.
Rovnice, v nı́ž se vyskytujı́ derivace neznámé funkce podle vı́ce proměnných, nazýváme
parciální diferenciální rovnice.
Řádem diferenciální rovnice rozumı́me řád nejvyššı́ derivace, která se v dané rovnici
vyskytuje.

Příklad
Rovnice

x3y′′ + y′3 − xy − 9x3 = 0

je obyčejná diferenciálnı́ rovnice druhého řádu.

Řešením diferenciální rovnice (v určitém oboru proměnné x) nazýváme každou
takovou funkci y(x), která spolu se svými derivacemi splňuje uvažovanou rovnici
identicky (tj. pro všechna x z uvažovaného oboru).
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Příklad
Rovnice

x3y′′ + y′3 − xy − 9x3 = 0

je obyčejná diferenciálnı́ rovnice druhého řádu a jejı́m řešenı́m je např. funkce

y = x2

a to v R.
Nebot’dosadı́me-li do levé strany, dostaneme

L = x3.2 + (2x)3 − x.x2 − 9x3 = 2x3 + 8x3 − x3 − 9x3 .

Graf řešenı́ y(x) nazýváme integrální křivkou diferenciálnı́ rovnice.
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Příklad
Řešenı́ rovnice

y′′ + 9y = 0

je např. funkce
y = sin 3x .

Nebot’dosadı́me-li do levé strany, dostaneme

L = −9 sin 3x+ 9 sin 3x .

Také ale
y = 7 sin 3x .

Také ale
y = 8 cos 3x .

Obecně
y = C1 sin 3x+ C2 cos 3x .
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V praktických úlohách většinou nepotřebujeme všechna řešení, ale pouze speciální
řešení, které v daném bodě x0
splňuje tzv. počáteční podmínky

y(x0) = b1, y
′(x0) = b2, y

(2)(x0) = b3, . . . , y
(n−1)(x0) = bn,

kde bj , j = 1, 2, . . . , n jsou daná reálná čı́sla.

Cauchyova úloha:
Hledáme řešenı́ y rovnice

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0

splňujı́cı́ počátečnı́ podmı́nky

y(x0) = b1, y
′(x0) = b2, y

(2)(x0) = b3, . . . , y
(n−1)(x0) = bn.
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Příklad:
y′′ + 9y = 0

y(0) = 2, y′(0) = 3 .

Vı́me, že obecné řešenı́ je

y = C1 sin 3x+ C2 cos 3x .

Derivujeme toto řešenı́
y′ = 3C1 cos 3x− 3C2 sin 3x .

Dosadı́me x = 0 a dostaneme
2 = C1.0 + C2.1

3 = 3C1.1− 3C2.0

Odtud C1 = 1, C2 = 2. Tedy řešenı́ Cauchyovy úlohy je

y = sin 3x+ 2 cos 3x .
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Obecnou diferenciální rovnici 1. řádu lze napsat ve tvaru

F (x, y, y′) = 0 . (1)

Budeme uvažovat pouze rovnice, které lze rozřešit vzhledem k derivaci, tj.

y′ = f(x, y). (2)

Někdy se zapisuje v tzv. diferenciálním tvaru

P (x, y) dx+R(x, y) dy = 0. (3)

Užijeme-li, že y′ = dy

dx
, pak lze (3) přepsat na

y′ = −
P (x, y)

R(x, y)

a naopak (2) na tvar
dy − f(x, y) dx = 0.
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Geometrický význam rovnice (2)
Graf neznámé funkce y je nějaká křivka v rovině xy. Rovnice (2) nám řı́ká, že v každém
bodě roviny je dána směrnice tečny hledané křivky procházejı́cı́ daným bodem. Můžeme
tedy zakreslit v libovolném bodě (x, y) tečnu se směrnicı́ k = y′ = f(x, y) (tzv. směrové
pole).
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Věta 1. (o existenci a jednoznačnosti řešenı́ Cauchyovy úlohy)
Necht’je dán bod (x0, y0) a rovnice

y′ = f(x, y) ,

necht’f(x, y) splňuje následujı́cı́ podmı́nky
a) f(x, y) je spojitá funkce dvou proměnných na

O = [x0 − a, x0 + a]× [y0 − b, y0 + b]

b)
∃L > 0 ∀(x, y), (x, y1) ∈ O |f(x, y1)− f(x, y)| ≤ L|y1 − y| ,

potom v jistém okolı́ bodu x0 existuje jediné řešenı́ y = y(x) dané rovnice takové, že
y(x0) = y0.


