
KMP Katedra mechaniky, pružnosti a pevnosti

Přı́klad 1:

a a a

∅D

I II III
M M

Dáno: a, D, M , G

Určete: τ , ϑ, ϕ
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Řešenı́ 1:

Rovnice rovnováhy:
MR

MR = 2 ·M

úsek I: x ∈ 〈0, a〉

MI = MR = 2 ·M , WkI =
π · D3

16
, JPI =

π · D4

32

τI =
2 ·M
π·D3

16

=
32 ·M
π · D3

ϑI =
MI

G · JP
=

2 ·M
G · π·D4

32

=
64 ·M

G · π · D4
, ϕI =

∫ a

0

ϑI · dx
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úsek II: x ∈ 〈a, 2 · a〉

MI I = M , WkI I =
π · D3

16
, JPI I =

π · D4

32

τI I =
M
π·D3

16

=
16 ·M
π · D3

ϑI I =
M

G · π·D4

32

=
32 ·M

G · π · D4
, ϕI I =

∫ a

0

ϑI I · dx

úsek III: x ∈ 〈2 · a, 3 · a〉

MI I I = 0

τI I I = 0, ϑI I I = 0, ,ϕI I I = 0

ϕ = ϕI + ϕI I + ϕI I I
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ϕ

ϑ

τ

Mk

ϕI

ϕI I

2M

M

32M
πD3

16M
πD3

64M
GπD4

32M
GπD4
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Přı́klad 2:

2∅D

l l

∅D

m

Dáno: l , D, G , m

Určete: napětı́ a deformace

hřı́dele
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Přı́klad 3:

l l

3∅D∅D2∅D

Dáno: l , D, G , ω, P

Kuželový hřı́del přenášı́ při

úhlové rychlosti ω výkon P .

Určete: napětı́ a deformace

hřı́dele
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Řešenı́ 3:

Zatı́ženı́ konstantnı́m momentem:

Mk =
P

ω

Vyjádřenı́ průřezových charakteristik v jednotlivých úsecı́ch:

x ∈ 〈0, L〉 Jp,1 =
π · D4

32
·
(
2 +

x

2 · L

)4
Wk ,1 =

π · D3

16
·
(
2 +

x

2 · L

)3
x ∈ 〈L, 2 · L〉 Jp,2 =

π · D4

32
·
(
2 +

x

2 · L

)4
− π · D4

32
=
π · D4

32
·
((

2 +
x

2 · L

)4
− 1

)
Wk ,2 =

π · D3

16
·
(
2 +

x

2 · L

)3
− π · D3

16
· 2 · L
4 · L + x
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Řešenı́ 3:

Napětı́ na vnějšı́m povrchu:

τ1 (x) =
P

ω ·Wk ,1
=

16 · P
π · ω · D3

·
(

2 · L
4 · L + x

)3

τ2 (x) =
P

ω ·Wk ,2
=

16 · P
π · ω · D3

· 1(
2 + x

2·L
)3 − 2·L

4·L+x

Zkrut:

ϑ1 =
Mk

G · Jp,1
=

32 · P
π · ω · D4

·
(

2 · L
4 · L + x

)4

ϑ2 =
Mk

G · Jp,2
=

32 · P
π · ω · D4

· 1(
2 + x

2·L
)4 − 1
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Řešenı́ 3:

Celkové zkroucenı́ ϕ = ϕ1 + ϕ2:

ϕ1 =

L∫
0

ϑ1 · dx =
32 · P · (2 · L)4

π · ω · D4
·

L∫
0

dx

(4 · L + x)4
=

=
32 · P · (2 · L)4

π · ω · D4
·

[
− 1

3 · (4 · L + x)3

]L
0

=

=
32 · P · (2 · L)4

3 · π · ω · D4
·

(
1

(4 · L)3
− 1

(5 · L)3

)
=

32 · P · L
3 · π · ω · D4

·
(
1

4
− 16

125

)
ϕ1 =

488

375
· P · L
π · ω · D4
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ϕ2 =

2·L∫
L

ϑ2 · dx =
32 · P

π · ω · D4
·

2·L∫
L

dx(
2 + x

2·L
)4 − 1

=

∣∣∣∣∣∣
2 + x

2·L = u
dx = 2 · L · du

u ∈ 〈52, 3〉

∣∣∣∣∣∣ =
=

64 · P · L
π · ω · D4

·
3∫

5
2

du

u4 − 1

parciálnı́ zlomky
=

32 · P · L
π · ω · D4

·
3∫

5
2

(
1

u2 − 1
− 1

u2 + 1

)
du =

=
32 · P · L
π · ω · D4

·


3∫

5
2

du

u2 − 1
−

3∫
5
2

du

u2 + 1

 =

=

∣∣∣∣∣
∫

du
u2−1 =

1
2 ·
(∫

du
u−1 −

∫
du
u+1

)
= 1

2 · (ln (u − 1)− ln (u + 1)) = 1
2 · ln

(
u−1
u+1

)∫
du

u2+1
= arctan (u)

∣∣∣∣∣ =
=

32 · P · L
π · ω · D4

·
[
1

2
· ln
(
u − 1

u + 1

)
− arctan (u)

]3
5
2
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ϕ2 =
32 · P · L
π · ω · D4

·
(
arctan

(
5

2

)
− arctan (3) +

1

2
· ln
(
7

6

))
Celkové zkroucenı́ hřı́dele:

ϕ =
488

375
· P · L
π · ω · D4

+
32 · P · L
π · ω · D4

·
(
arctan

(
5

2

)
− arctan (3) +

1

2
· ln
(
7

6

))
ϕ =

P · L
π · ω · D4

·
(
488

375
+ 32 ·

(
arctan

(
5

2

)
− arctan (3) +

1

2
· ln
(
7

6

)))
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Přı́klad 4:

a 3a

M

∅D

Dáno: D, a, M , G

Určete: reakce
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Přı́klad 5:

m

2b b

∅D

Dáno: D, b, m, G

Určete: reakce, τ , ϑ, ϕ (x)
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