
Průřezové charakteristiky

Půlkruhový profil

y′

z′ ≡ z

y

zt

ρ

φ

R

Pro výpočet hlavnı́ho centrálnı́ho kvadratického momentu Jy použijeme Steinerovu větu:

Jy = Jy′ − z2t · A (1)

kde A = π·R2

2
je plocha průřezu a zt je poloha těžiště; zde budeme symbolem S značit statický

moment plochy a A bude plocha průřezu:

S =

∫∫
(A)

z′ dA =

π∫
0

R∫
0

(ρ · sinφ) · ρ dρ dφ =

π∫
0

R3

3
· sinφdφ =

2 ·R3

3
(2)

zt =
S

A
=

4 ·R
3 · π

(3)

Hodnota Jy′ podle definice:

Jy′ =

∫∫
(A)

z′
2
dA =

π∫
0

R∫
0

(ρ · sinφ)2 · ρ dρ dφ =

π∫
0

R4

4
· sin2 φdφ

Jy′ =
π ·R4

8
(4)

Použitı́m vztahů (1) až (4) dostaneme:

Jy =
9 · π2 − 64

72
·R4

Pro Jz = Jz′ pak platı́:

Jz =
π ·R4

8
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Pravoúhlý rovnoramenný trojúhelnı́k
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Pro výpočet hlavnı́ho centrálnı́ho kvadratického momentu Jy použijeme Steinerovu větu:

Jy = Jy′ − z2t · A (1)

kde A = D2

4
a zt =

D
6

.
Pro výpočet Jy′ použijeme vztah pro výpočet hlavnı́ho centrálnı́ho kvadratického momentu čtverco-
vého průřezu o straně a = D√

2
:

J□,y = J□,z =
a4

12
=

D4

48
Z rovnosti J□,y = J□,z vyplývá nezávislost hodnoty centrálnı́ho kvadratického momentu na pootočenı́
os (Dxy ≡ 0):

J□,y = J□,z = J □,y = J □,z =
D4

48
Hodnota Jy′ zadaného profilu pak je:

Jy′ = Jz′ = Jz =
D4

96

Použitı́m vztahu (1) pak dostaneme:

Jy =
D4

288
=

Jz
3

Cullmanova kružnice

J

D

Jz ≡ J1Jy ≡ J2

Dmax = Jz−Jy
2

= Jz
3
= D4

288

pro osy pod úhlem 45◦
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Rovnostranný trojúhelnı́k

y′

z′ ≡ z

y

zt

y′′

z′′

D

D ·
√
3
2

Pro výpočet hlavnı́ho centrálnı́ho kvadratického momentu Jy použijeme Steinerovu větu:

Jy = Jy′ − z2t · A (1)

kde A = D2 ·
√
3
4

a zt = D · 1
2·
√
3
.

Z definice:

Jy′ =

∫
(A)

z′2 dA =

D·
√

3
2∫

0

z′2 ·
(
D − 2 · z′√

3

)
dz′ =

[
D · z

′3

3
− z′4

2
√
3

]D·
√
3
2

0

Jy′ =

√
3

32
·D4 (2)

Použitı́m (2) v (1) dostaneme:

Jy =
D4

32
√
3

Stejnou hodnotu bychom dostali k osám [y′′, z′′], pootočeným o 60◦, z čehož vyplývá, že centrálnı́
kvadratický moment tohoto průřezu je konstantnı́, nezávisı́ na pootočenı́ os a platı́ samozřejmě i ná-
sledujı́cı́ vztahy:

Jz = Jy

Dyz ≡ 0
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Obecný trojúhelnı́k

a

cb
ha

ha

3
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y

z

Pro výpočet centrálnı́ho kvadratického (nikoliv však hlavnı́ho) momentu Jy použijeme opět Steinero-
vu větu:

Jy = Jy′ − z2t · A (1)

Geometrie trojúhelnı́ku:

A =
a · ha

2
=

√
a+ b+ c ·

√
a+ b− c ·

√
a− b+ c ·

√
−a+ b+ c

4
(2)

ha =
2 · A
a

=

√
a+ b+ c ·

√
a+ b− c ·

√
a− b+ c ·

√
−a+ b+ c

2 · a
(3)

zt =
ha

3
=

2 · A
3 · a

=

√
a+ b+ c ·

√
a+ b− c ·

√
a− b+ c ·

√
−a+ b+ c

6 · a
(4)

Vnitřnı́ úhly v trojúhelnı́ku dostaneme opakovaným použitı́m kosinové věty:

cosα =
1

2
·
(
b

c
+

c

b
− a2

b · c

)
cos β =

1

2
·
(
a

c
+

c

a
− b2

a · c

)
cos γ =

1

2
·
(
a

b
+

b

a
− c2

a · b

)
Pro výpočet Jy′ použijeme definici:

Jy′ =

∫
(A)

y′2 dA = a ·
ha∫
0

z′2 ·
(
1− z′

ha

)
dz = a ·

[
z′3

3
− z′4

4 · ha

]ha

0

=
a · h3

a

12
= A · h

2
a

6
=

2 · A3

3 · a2
(5)

S použitı́m vztahů (1) až (5) dostaneme:

Jy =
a · h3

a

12
− a · ha

2
· h

2
a

9
=

a · h3
a

36
= A · h

2
a

18
=

2 · A3

9 · a2
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přı́padně:

Jy =

(√
a+ b+ c ·

√
a+ b− c ·

√
a− b+ c ·

√
−a+ b+ c

)3
288 · a2

Pozor: protože v tomto přı́padě platı́ obecně Dyz ̸= 0, Jy nemusı́ být hlavnı́m momentem!
V dalšı́m postupu využijeme vlastnostı́ Cullmanovy kružnice. Označme postupně Ja, Jb a Jc centrálnı́
kvadratické momenty k centrálnı́m osám rovnoběžným se stranami trojúhlenı́ka a, b a c ; s využitı́m
cyklické záměny stran dostaneme:

Ja =
2 · A3

9 · a2
=

(√
a+ b+ c ·

√
a+ b− c ·

√
a− b+ c ·

√
−a+ b+ c

)3
288 · a2

(6)

Jb =
2 · A3

9 · b2
=

(√
a+ b+ c ·

√
a+ b− c ·

√
a− b+ c ·

√
−a+ b+ c

)3
288 · b2

(7)

Jc =
2 · A3

9 · c2
=

(√
a+ b+ c ·

√
a+ b− c ·

√
a− b+ c ·

√
−a+ b+ c

)3
288 · c2

(8)

Konstrukce Cullmanovy kružnice

J

D

a

Ja

c

Jc

b

Jb S 2φ

2β

2α

R

Z geometrie Cullmanovy kružnice vyplývá:

Ja = S +R · cos (2 · φ)
Jb = S +R · cos (2 · φ+ 2 · α + 2 · β)
Jc = S +R · cos (2 · φ+ 2 · β)

Předchozı́ 3 rovnice s neznámými S, R a φ upravı́me s použitı́m součtových vzorců na rovnici s jed-
nou neznámou φ ; hodnoty Ja, Jb a Jc jsou známé ze vztahů (6) až (8), hodnoty vnitřnı́ch úhlů
trojúhelnı́ku α, β a γ jsou známé z jeho geometrie:

Jb − Ja
Jc − Ja

=
cos (2 · φ+ 2 · α + 2 · β)− cos (2 · φ)

cos (2 · φ+ 2 · β)− cos (2 · φ)
=

=
cos (2 · φ) · (cos (2 · α + 2 · β)− 1)− sin (2 · φ) · sin (2 · α + 2 · β)

cos (2 · φ) · (cos (2 · β)− 1)− sin (2 · φ) · sin (2 · β)
=

=
(cos (2 · α + 2 · β)− 1)− tan (2 · φ) · sin (2 · α + 2 · β)

(cos (2 · β)− 1)− tan (2 · φ) · sin (2 · β)
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Jejı́ řešenı́ je:

tan (2 · φ) = (Jc − Ja) · cos (2 · α + 2 · β) + (Ja − Jb) · cos (2 · β) + Jb − Jc
(Jc − Ja) · sin (2 · α + 2 · β) + (Ja − Jb) · sin (2 · β)

Známou hodnotu φ použijeme pro výpočet R a S:

R =
Jc − Ja

cos (2 · φ+ 2 · β)− cos (2 · φ)
=

Jb − Ja
cos (2 · φ+ 2 · α + 2 · β)− cos (2 · φ)

S = Ja −
(Jc − Ja) · cos (2 · φ)

cos (2 · φ+ 2 · β)− cos (2 · φ)

Hlavnı́ centrálnı́ kvadratické momenty pak jsou:

J1 = S +R = Ja +
Jc − Ja

cos (2 · φ+ 2 · β)− cos (2 · φ)
· (1− cos (2 · φ))

J2 = S −R = Ja −
Jc − Ja

cos (2 · φ+ 2 · β)− cos (2 · φ)
· (1 + cos (2 · φ))

Přı́klad obecného trojúhelnı́ku

a = 8

c = 12b = 10

y

Jy
podle (6)
= Ja = 217.01918

z

1

J1 = 246.2555

2

J2 = 93.2545

φ = 25.92023◦
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Z–profil

2A

A

A

t

t

t

y

z

Centrálnı́ kvadratické momenty:

Jy =
(2 · A)3 · t

12
+ 2 ·

(
A · t3

12
+

(
A+

t

2

)2

· A · t

)
=

8 · A3 · t+ 6 · A2 · t2 + 2 · A · t3

3

Jz =
2 · A · t3

12
+ 2 ·

(
A3 · t
12

+

(
A− t

2

)2

· A · t

)
=

2 · A3 · t− 3 · A2 · t2 + 2 · A · t3

3

Dyz = 2 · A− t

2
·
(
A+

t

2

)
· A · t = 2 · A3 · t− A2 · t2 − A · t3

2

Hlavnı́ centrálnı́ kvadratické momenty zı́skáme pomocı́ Cullmanovy kružnice:

S =
Jy + Jz

2
=

10 · A3 · t+ 3 · A2 · t2 + 4 · A · t3

6

R =
A · t
2

·
√
4 · A2 + t2 ·

√
2 · A2 + 2 · A · t+ t2

tan (2φ) =
2 ·Dyz

Jy − Jz
=

2 · A2 − A · t+ t2

2 · A2 + 3 · A · t
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Cullmanova kružnice

J

D

Jy

Jz

2A = 3.7

A = 1.85

A = 1.85

t = 0.37

t = 0.37

t = 0.37

y
Jy = 7.24669

z

1
J1 = 7.87885

2

J2 = 0.52356
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