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1. Axiomaticka vystavba planimetrie

1.1 Struény vyvoj geometrie

Prvni pocatky geometrie se zacaly objevovat jiz cca 5 000 let pf. n. |. ve starém Egypté a v
Mezopotamii. Byly spojeny predevsim s vymérovanim poli, pocitanim ¢asu, pocitdnim dani,
pocitanim mnozstvi obili ...

1.1.1 Eukleidovy Zaklady

Prvni axiomaticka zdkladna geometrie se objevila az cca 300
let pf. n. |. Tehdy Eukleides z Alexandrie (Zil asi 325 pf. n. |. — asi
260 pf. n. 1) vysvétlil zaklady planimetrie, geometrické algebry,
aritmetiky a stereometrie ve 13 knihdch svého nejzndméjsiho dila
Zaklady (fecky Stoicheia, latinsky Elementa).

Zaklady shrnuji praci mnoha drivéjsSich matematik a filosof

a jsou zdaleka nejuspésnéjsi matematickou knihou vsech dob, ktera se vyuzivala vic nez 2000
let!

Fragment papyru z Oxyrhynchos s ¢asti Eukleidovych Zaklad(i z let 75 — 125 n.I.

Oxyrhynchos (dnes el-Bahnasa) - mésto v Hornim Egypté, v némz archeologické vyzkumy
odhalily mnoZzstvi rukopist z ptolemaiovského a fimského obdobi, mj. zde byly objeveny pravé
Casti Eukleidovych Zakladd z let 75 — 125 n.l.
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1. Axiomaticlad vystavba planimetrie

Nasleduje prehled toho, o ¢em pojedndvaji jednotlivé knihy Eukleidovych Zakladu. U
nékterych knih jsou v zavorce zminény zdroje, ze kterych Eukleides pravdépodobné cerpal.

1. kniha — o zdkladech geometrie, o rovnobézkach, o trojuhelnicich a o rovnobéznicich,
konci dikazem Pythagorovy véty (Pythagorejci)

2. kniha — o planimetrii (Pythagorejci)

3. kniha — o kruznici a o kruhu (Pythagorejci)

4. kniha — o tétivovych a tecnovych mnohouhelnicich a o kruZnici vepsané a opsané
(Pythagorejci)

5. kniha — o pomérech, presnéji je vénovana Eudoxoveé teorii proporci (tj. ggometrické
podobé teorie realnych Cisel a limitnich procesech) (Eudoxidos z Knidu)

6. kniha — 0 geometrické podobnosti (prfedevsim trojuhelnikd) (pramen neznamy)

7. kniha — o teorii Cisel (Pythagorejci)

8. kniha — pokracovani pojednani o teorii Cisel (Pythagorejci)

9. kniha — vénovana teorii Cisel — pojednava o prvocislech a obsahuje dikaz toho, ze
prvocisel je nekone¢né mnoho (Pythagorejci)

10. kniha — vénovana teorii iraciondlnich Cisel (Theaitetos)

11. kniha — o geometrii téles, tedy o stereometrii

12. kniha — pojedndva o povrchu a objemu téles (Eudoxidos z Knidu)

13. kniha — o pravidelnych (Platénskych) télesech (Theaitetos)

Eukleides 1. knihu nejdfive zacina 23 zdkladnimi definicemi, v nichz zavadi zakladni

geometrické pojmy:
Zakladni definice:

1.
. Cara pak délka bez iFky.

N o o BN

Bod jest, co nema dilu.

. Hranicemi ¢ary jsou body.

. P¥ima jest ¢ara (primka), kterd svymi body tahne se rovné.

. Plocha jest, co jen délku a Sitku ma.

. Hranicemi plochy jsou ¢ary.

. Rovinna jest plocha (rovina), ktera pfimkami na ni jsoucimi prostird se rovné.

15. Kruh jest utvar rovinny, objimany jednou carou (jez se nazyva obvodem), k niz od

jednoho bodu uvnitf Utvaru vedené primky vSecky sobé rovny jsou.

23. Rovnobézky jsou pfimky, které jsouce v téZe roviné a prodlouzeny jsouce na obé strany

do nekonecna nikde se nesbihaiji.

Pak nasleduje pét tzv. Eukleidovych postuldtii (nékdy nazyvané axiomy):

Postulaty:

1.
2.

Budiz ukolem od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu vésti primku.
A pfimku omezenou nepretrzité rovné prodlouziti.

© Daniela Bimova



1. Axiomaticka vystavba planimetrie

3. Az jakéhokoli stfedu a jakymkoli polomérem narysovati kruh.

4. A Ze vSechny pravé uhly sobé rovny jsou.

5. A kdyzZ pfimka p protinajici dvé pfimky a, b tvofi na téze strané prilehlé uhly mensi dvou
pravych, ty dvé pfimky prodlouzeny jsouce do nekonecna, Ze se sbihaji na té strané,
kde jsou uhly mensi dvou pravych.

P a+p<2-90°

Pozndmka: V r(iznych zdrojich najdeme rzné znéni 5. Eukleidova postulatu.

Pak nasleduji axiomy tykajici se méreni:

Axiomy:

VeliCiny témuz rovné i navzajem rovny jsou.

Kdyz se pridaji veli¢iny rovné k rovnym, i celky jsou rovny.

A odejmou-li se od rovnych rovné, zbyvajici ¢asti rovny jsou.
A kdyz se pridaji k nerovnym rovné, celky jsou nerovny.

A dvojndsobky téhoz vespolek rovny jsou.

A polovicky téhoz vespolek rovny jsou.

A co se navzajem kryje, navzajem rovno jest.

A celek vétsi nez dil.

W oo NV WM

A dvé pfimky mista neomezuji.

A nakonec Eukleides konci problémy a tvrzenimi, které vychdazeji z prfedchozich definic a
axiomu. Problémy a tvrzeni jsou usporadany do 48 cislovanych odstavci, jejichz obsahem je
text véty a jeji dikaz nebo text konstrukéni Glohy a jeji reseni.

Napf.:

1. problém: Jak sestrojit rovnostranny trojuhelnik.

2. problém: Danym bodem sestrojit usecku stejné délky, jakou ma dand usecka.

47. problém: V pravouhlém trojuhelniku se obsah ¢tverce proti pravému uhlu rovna souctu
obsahl ctvercd u pravého uhlu. (pfi rozebirani tohoto problému Eukleides provadi dikaz
Pythagorovy véty)

48. problém: Jestlize v trojuhelniku obsah Ctverce u jedné ze stran se rovna souctu obsah(
Ctverch u zbyvajicich dvou stran trojuhelniku, pak Uhel mezi témito zbyvajicimi dvéma
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stranami je pravy. (Eukleides toto tvrzeni dokazuje pomoci predchozi véty. Zaroven se zde
objevuje formulace, ktera byla pozdéji nazvana Eukleidovou vétou o vysce).
Ve vsech Cislovanych odstavcich je mozné vysledovat nasledujici schéma:
1. Formulace véty (zadani ulohy).
2. Popis nakreslenych a pismeny oznacenych objektl véetné vysvétleni, co se ma o téchto
objektech dokdzat, popt. co se ma z téchto objekt sestrojit.
3. Vlastni dikaz (konstrukce) s konkrétnimi vySe popsanymi objekty. Tato ¢ast byva
zakoncena slovy ,,coz bylo dokazati (vykonati)“.
4. Zavér, ktery je uveden slovem ,Tedy ...“ a ndsledné je zopakovano znéni véty ¢i zadani
ulohy.

1.1.2 Vyznam Eukleidovych Zakladu

Zaklady byly prvnim prikladem pouziti axiomatického systému v matematice. Eukleidovy
Zaklady daly vzor moderni deduktivni vystavbé védnich oborl a byly fadu stoleti ucebnici
geometrie. Pfitom deduktivni vystavbou rozumime vyvozovani novych tvrzeni za dodrzovani
pravidel logiky, tj. z pravdivych predpokladl jsou vyvozovany pravdivé zavéry.

Jiz od pocatku se objevovaly mnohé pokusy o vylepseni Eukleidovych Zaklad(. Hlavné se
jednalo o snahy dokdzat 5. postuldt na zékladé prvnich ¢ty postulatli, popripadé alespon
o snahy nahradit jej jednoduseji formulovanym tvrzenim. Mnohokrat se zdalo, Ze byl dikaz
objeven, ale nakonec se vidy ukazalo, Ze se prislusny dlikaz opiral o néco, co mél dokazat.

Teprve Johann Carl Friedrich Gauss (30. 4. 1777, Braunschweig — 23. 2. 1855, Goéttingen;
némecky matematik a fyzik), Jdnos Bolyai (15. 12. 1802, Kluz — 27. 1. 1860, Targu Mures;
madarsky matematik) a Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij (1. 12. 1792, Niznij Novgorod — 24. 2.
1856, Kazan; rusky matematik) poprvé pripustili nezavislost 5. postulatu na prvnich ¢tyfech
Eukleidovych postuldtech a zacali uvazovat o ,nové geometrii“, v niz misto 5. postulatu plati
jeho negace. Dali tak zaklad vzniku neeuklidovské geometrie.

J. C. F. Gauss J. Bolyai N. I. Lobacevskij

Za zakladatele neeuklidovské geometrie je povazovan Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij
v souvislosti s jeho snahou dokazat r. 1829 paty Eukleid(iv postulat tykajici se rovnobézek.
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1. Axiomaticka vystavba planimetrie

Zaklady vsak obsahuji i nékteré nedostatky. Napt. vycet Eukleidovych axiom( a postulat
neni zcela uplny.

Existuji také 14. a 15. dil Zakladu, které jsou vsak z pozdé;jsi doby. Také jednotlivé verze
opisu se lisi v poctu axidma. V nékterych jich je pét, jinde osm.

Roku 1899 napsal David Hilbert (23. 1. 1862, Kralovec, Vychodni
Prusko — 14. 2. 1943, Gottingen, Némecko; némecky matematik) dilo
s ndzvem Zaklady geometrie (némecky Grundlagen der Geometrie),
které pojedndvd o logickych zakladech eukleidovské geometrie
soucasnym zpusobem.

Na zacdtku dila vymezil Hilbert zakladni pojmy, které vsak

nedefinuje. Jsou to: bod, pfimka, rovina, ndlezeti, byti mezi, shodnost, :
spojitost a rovnobéZnost. Dale ve svém dile vyslovil definici axiomu jako pojmu, ktery
odpozorovava dilezité vlastnosti pro disciplinu. Hilbert také uvadi, Ze soustava axiom(
1. musi byt Gplnd — musi byt mozné odvodit vdechny mozné pojmy;
2. nesmi byt bezesporna — nemélo by nastat, aby byl vytvorfen axiom a zaroven jeho negace;
3. musi byt nezdvisla — nemélo by nastat, aby néjaky axiom mohl byt vyvozen z ostatnich.

1.2 Axiomy euklidovské geometrie

Axiomy popisujici eukleidovskou geometrii rozdélime v souladu s D. Hilbertem do péti skupin:
1. Axiomy incidence (1)

Axiomy usporadani (U)

Axiomy shodnosti (S)

Axiomy spojitosti (D = A + C)

vk

Axiom rovnobézZnosti (R)

1.2.1 Axiomy incidence (I)

11: Kazdymi dvéma rtznymi body prochazi jedind primka.
X
B
x
A

12: Na kazdé primce lezi nejméné dva rlizné body.
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1. Axiomaticlad vystavba planimetrie

I3: Existuje alespon jedna trojice bod(, které nelezi vSsechny na téZze pfimce.

c
X

X
A

Pozndmka: ZdUraznéme, Ze axiomaticky systém je logicky uspofadany, tj. nova véta mlze byt
vyf¢ena pouze a vyhradné vyvozenim z axiomu a z jiz dokazanych vét, tj. (((11, 12, 13) =
Vi)=V2)=..)= V.,

1.2.2 Axiomy uspofadani (U)

U1: LeZi-li bod B mezi body A, C, pak A, B, C jsou tfi navzajem rGzné body na pfimce a plati
také, Ze bod B lezi mezi body C, A.

OX

> x

U2: Jsou-li A, B dva rGzné body, pak existuje na pfimce AB alespon jeden bod C takovy, Ze bod
B lezi mezi body A, C.

> X

U3: Ze tfi navzajem rlznych bodl A, B, C leZicich na téZe primce lezi nejvyse jeden mezi
ostatnimi body.
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1. Axiomaticka vystavba planimetrie

U4 (Paschliv axiom): Kazda pfimka p rozdéli body, které na ni nelezi, do dvou tfid s

nasledujicimi vlastnostmi:
a) mezi dvéma rdznymi body téze tridy nelezi bod ptrimky p;

b) mezi dvéma body z rliznych ttid lezi pravé jeden bod pfimky p.

1.2.3 Axiomy shodnosti (S)

S1: Necht je AB usecka a CD polopfimka. Potom na polopfimce CD leZi jediny bod E rizny od
bodu C takovy, 7e Usecky AB a CE jsou shodné. Usecky AB a BA jsou také shodné.

B

> x

S2: Je-li usecka AB shodna s useckou CD a usecka CD je shodna s Useckou EF, pak také usecka

AB je shodnad s Useckou EF.
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$3: Budiz B bod leZici mezi body A, C a B” bod leZici mezi body A’, C” a necht Usecky AB, A'B’

jsou spolu shodné a rovnéz usecky BC, B'C” jsou spolu shodné. Potom také usecky AC, A'C’
jsou spolu shodné.

A B C
A' B' C'

e
™ LA

S4: Jestlize 4 UAV = 4 WBX a £ WBX = 4 YCZ, potom 4 UAV = 4 YCZ

. Navic kazdy uhel je
shodny sdm se sebou.

S5: Je dan Uhel ABC a trojice nekolinearnich bodG A’, B, M. Potom v poloroviné A'B'M existuje
jedind poloptimka B'C” takova, ze ZABC= ZA'B'C’.

50°
B A é.

.Al

$6: Budiz dany trojuhelniky ABC, A’'B°C’. Jestlize plati AB=A'B’, AC=A'C"a /BAC= /BAC,
potom plati také, zZe BC=B'C’, ZABC= Z/A'B'C’, ZACB= LA'C'B".
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1.2.4 Axiomy spojitosti (D)

Axiomy spojitosti umoZniuji pfifadit geometrické pfimce ,,pfimku realnych cisel.” Z axiomd,
které jsme zatim uvedli, nevyplyva, Ze na pfimce nechybi néjaké body. Axiomy spojitosti jsou
tedy nutné k tomu, abychom mohli tvrdit, Ze kazda pfimka je spojita (tzn. Ze ,,neni dérava“).

Nejdulezitéjsimi dasledky téchto axiomu jsou zavedeni miry usecky a miry uhlu. Pak
mame dvé moznosti pro zavedeni spojitosti:

1. podle Hilberta na zakladé dvou axiom( — Archimédova (A) a Cantorova (C)

2. na zakladé Dedekindova axiomu (D)

A (Archimédiav axiom): Ke kazdym dvéma useckdm AB, CD existuje takova konecna
posloupnost bodu P, P, ..., Pn, kde Pi-1 Z Pi+1, Z2e AP1= P1P2= PoP3= ... = Py.1Pn = CD a Ze bod
Pnnelezi mezi body A, B.

C D
XX
A g

C (Cantoriv axiom — axiom uplnosti): Prinik posloupnosti do sebe vnorenych usecek je

neprazdny.

Definice 1.2.1:
MnozZinu Usecek A1B1, A2By, ..., AnBn, kde AnBn ... © A2B> < A1B1, nazyvame mnozinu usecek
do sebe vnorenych.

D (Dedekindlv axiom): Body Usecky AB rozdélime do dvou tfid s nasledujicimi vlastnostmi:

1. Kazdy bod patfi pravé jedné tridé

2. Bod A patfi prvni tfidé, bod B patfi druhé tridé.

3. Nalezi-li bod X prvni tridé, pak této tridé patfi i kazdy bod leZici mezi body A, X. Potom
existuje tzv. hrani¢ni bod H, ktery patfi bud prvni, nebo druhé tfidé a ma nasledujici
vlastnosti:

a) je-li H # A, pak kazdy bod X mezi body A, H patfi prvni tFidé;
b) je-li H # B, pak kazdy bod Y mezi body B, H patfi druhé tfidé.
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Véta 1.2.1: Platnost Dedekindova axiomu je ekvivalentni se sou¢asnou platnosti Archimédova
a Cantorova axiomu.

1.2.5 Axiom rovnobéznosti (R)

R: V roviné Ize kazdym bodem mimo pfimku vést nejvyse jednu primku s ni rovnobéznou.

Véta 1.2.2: V roviné lze kazdym bodem mimo pfimku vést pravé jednu s ni se neprotinajici
primku.
Definice 1.2.2:

Geometrie, v niz plati axiomy I, U, S, D, R, se nazyva eukleidovska geometrie.

1.2.6 Priklady k procvi€ovani

1.2.6.1 Axiomy usporadani

Priklad 1.1:
Narysujte pfimku p a vyznacte na ni body K, L, M, N tak, aby body K, L lezely mezi body M a N
a aby bod K leZel mezi body L a N.

Priklad 1.2:
Nacrtnéte Ctverec a na jeho stranach vyznacte 14 bodU tak, aby na kazdé strané ctverce
leZely 4 body.
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Priklad 1.3:
V obrazku vyznacdte 6 bodu tak, aby 3 lezely uvnitt trojuhelniku, 4 uvnitt ¢tverce a 4 uvnitf
kruhu. Zadny z bod(i nesmi leZet vné viech 3 Gtvard.

Pozndmka: Zkuste najit dvé rGzna reseni ulohy.

Priklad 1.4:

Narysujte 5 rlznych primek tak, aby mély pravé
a) 4 prlseciky,
b) 5 prusecikd.

Priklad 1.5:
Je dana fada 3 ctverc(. Jaky Ctvrty ¢tverec bude nasledovat?

Vyberte pravé jednu z nabizenych moznosti. Svou odpovéd odivodnéte.

a) b) c) d)
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1.2.6.2 Axiomy shodnosti

Priklad 1.6:
Zkuste pouhym okem odhadnout, ktera z Usecek AB ¢i BC je delsi. Svou hypotézu nakonec
ovérte pomoci uziti prouzku papiru, pravitka ¢i kruzitka.

yd N\ /
AN /B c\

Priklad 1.7:
Zkuste pouhym okem odhadnout, kterd z Usecek AB ¢i CD je delsi. Svou hypotézu nakonec
ovérte pomoci uziti prouzku papiru, pravitka ¢i kruzitka.

B

Ptiklad 1.8:
Zkuste pouhym okem odhadnout, ktery z vektort AB ¢i CD ma vétsi velikost. Svou hypotézu
ovérte pomoci uZiti prouzku papiru, pravitka ¢i kruzitka.

Priklad 1.9:

Jsou dany tfi rlizné nekolinedrni body A, B, C. Sestrojte bod D tak, aby |AD| = |BD|= | CD|.

© Daniela Bimova



1. Axiomaticka vystavba planimetrie

Priklad 1.10:

Jsou dany dvé rliznobézné primky a, b a bod X, ktery neleZi na Zadné z nich a neleZi ani na jedné ose téchto
dvou rliznobézek. Bodem X vedte ptimku c tak, aby uhly seviené primkami a, c a b, ¢ byly shodné.

1.2.6.3 Axiom rovnobéznosti

Priklad 1.11:
Sestrojte dvé rovnobézky, které prochazi dvéma pary bodd vybranych z danych bod(. Svou
odpovéd odlvodnéte.

1.3 Absolutni geometrie

Geometrie popsana axiomy |, U, S, D a nezavisla na axiomu R se nazyva absolutni geometrie.
Dale je uvedeno nékolik vét, které se ,,nedotykaji” otazky rovnobézek.

Véta 1.3.1: V trojuhelniku je soucet kterychkoliv dvou vnitfnich uhl{ mensi nez dva uhly pravé.

Véta 1.3.2: Soucet vnitfnich uhll v trojuhelniku neni vétsi nez dva Uhly pravé.

Véta 1.3.3: V roviné Ize kazdym bodem mimo primku vést alespon jednu s ni se neprotinajici
primku.
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1. Axiomaticlad vystavba planimetrie

1.3.1 Modely absolutni geometrie
1.3.1.1 Beltrami-Kleiniv model

Definice 1.3.1:

V eukleidovské roviné zvolme kruh se stfedem O a s polomérem r. Rovinou H2 rozumime
pouze vnitiek kruhu. H-body (body Beltrami-Kleinova modelu) jsou viechny body uvnitf kruhu.
H-pfimkami (ptimky Beltrami-Kleinova modelu) rozumime kazdou tétivu kruhu bez krajnich
bodu.

VztahUm incidence a mezi ponechdme stejny smysl, jaky maji v eukleidovské roviné.

Shodnost usecek zavedeme tak, Ze H-usecky AB a CD jsou H-shodné, jestlize maji stejnou
H-délku, kterou definujeme vztahem

d(AB), =| |n(ﬂ.£)‘,

‘AQ‘ ‘BP‘
kde P, Q jsou krajni body tétivy, na niz leZi usecka AB, a kde |AP|, |AQ|, |BQ|, |BP| jsou
standardni eukleidovské vzddlenosti.

Plati také

lim d(AB),, = o, gimod(AB)H =,

A->P
a proto ackoliv ma H-prfimka AB eukleidovskou délku rovnou konkrétni hodnoté mensi nebo
rovné 2r, H-délky nabyvaji vSech kladnych redlnych hodnot.
Shodnost uhlu zavedeme pomoci shodnosti Usecek. Jestlize BA = wED, BC = 1y DF, AC= 4
DF, potom £ ABC = ; DEF.

Beltrami-Kleinlv model navic jesté spliuje hyperbolickou vlastnost tykajici se

nerdznobézek vedenych k dané pfimce p danym bodem P ¢ p.
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1.3.1.2 Poincarého polorovinovy model

Definice 1.3.2 :
Rovinou P, rozumime otevienou eukleidovskou polorovinu. P-body (body Poincarého

modelu) jsou vSechny body oteviené poloroviny. P-pfimkami (ptimkami Poincarého modelu)
rozumime

X oteviené polopfimky, které vzniknou jako prlniky eukleidovskych pfrimek
s polorovinou P,. Pfitom pocatecni body vsech polopfimek leZi na ose x;

X oteviené pllkruznice, které vzniknou jako praniky eukleidovskych kruznic,
jejichz stredy lezi na ose x, s polorovinou P;.

Vztahlm incidence a mezi ponechame stejny smysl, jaky maji v obycejné roviné. Shodnost
usecek zavedeme tak, ze P-usecky AB, CD jsou P-shodné, jestlize maji stejnou P-délku, kterou
definujeme vztahem

%
tg7

In

d(AB), =
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1. Axiomaticlad vystavba planimetrie

kde @1 je uhel, ktery svird polopfimka OA (O je stfed kruZnice, kterd prochazi body A, B, lezZici
na ose x) s osou x a Uhel ¢, je Uhel, ktery svira polopfimka OB s osou x.

Opét plati, ze

lim d(AB),, =, gimod(AB)H =,

AP

proto P-délky P-usecek nabyvaji vSech kladnych realnych hodnot.

Shodnost uhli koresponduje s béZnou shodnosti v eukleidovské roviné. Méfit P-uhly mezi
dvéma P-primkami znamena méfit eukleidovské uhly mezi dvéma te¢nami k danym dvéma P-

primkdam v jejich prlseciku.

Také Poincarého polorovinovy model ma hyperbolickou vlastnost tykajici se

nerdznobézek vedenych k dané pfimce p danym bodem P ¢ p.

1.3.1.3 Poincarého kruhovy model

Definice 1.3.3:
V eukleidovské roviné zvolime kruh. Rovinou P> rozumime vnitfek kruhu. P-body jsou vSechny

body uvnitt kruhu. P-pfimkami rozumime
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1. Axiomaticka vystavba planimetrie

v vdechny praméry kruhu bez krajnich bodd;
v oteviené kruhové oblouky, které vzniknou jako priniky roviny P, a eukleidovskych
kruZznic, které ortogonadlné protinaji hrani¢ni kruznici kruhu.

Vztah(m incidence a mezi ponechdme stejny smysl, jaky maji v eukleidovské roviné. Shodnost
usecek zavedeme tak, Ze P-usecky AB, CD jsou P-shodné, maji-li stejnou P-délku, kterou
definujeme vztahem

d(AB), = ‘In(ﬁ : ﬁ),

|AQ| |BP|
kde P, Q jsou krajni body oblouku, resp. priméru, na némz lezi P-usecka AB, a kde |AP|,
|AQ], |BQ]|, |BP| jsou standardni eukleidovské vzdalenosti.

Opét plati, ze

AP

lim d(AB),, = o, EI;ide(AB)H =,

a proto P-délky P-usecek nabyvaji vSech kladnych realnych hodnot.

Shodnost uhli koresponduje stejné jako v predchazejicim Poincarého modelu s béZznou
shodnosti v eukleidovské roviné, a proto méfit P-tuhly mezi dvéma P-pfimkami znamena méfit
eukleidovské Uhly mezi dvéma te¢nami k danym dvéma P-pfimkam v jejich praseciku.
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1. Axiomaticlad vystavba planimetrie

RovnéZ Poincarého kruhovy model ma hyperbolickou vlastnost tykajici se neriznobézek
vedenych k dané pfimce p danym bodem P ¢ p.

1.4 Neeukleidovské geometrie

Prvni knihy o neeukleidovské geometrii byly knihy N. I. Lobacevského a Jdnose Bolyaie.
Také J. C. F. Gauss se touto tématikou zabyval, i kdyZz sam z této oblasti nikdy nic nepublikoval.

1.4.1 Hyperbolicka geometrie

Pokud k absolutni geometrii ptiddme axiom rovnobéznosti, dostaneme eukleidovskou
geometrii. Pridame-li vSak k absolutni geometrii negaci axiomu rovnobéZnosti, vytvofime
Lobacevského neeukleidovskou geometrii (nékdy téZz nazyvanou hyperbolickou geometrii).

1.4.1.1 Axiom Lobacéevského geometrie

L: V roviné prochazi bodem mimo pfimku alespon dvé rizné s ni se neprotinajici primky.

p

Dale je uvedeno nékolik vét platnych v hyperbolické geometrii:
Véta 1.4.1: Soucet vnitfnich uhll v trojuhelniku je mensi nez 2 - 90°.
Véta 1.4.2: Existuje kolmice na rameno ostrého uhlu, ktera neprotne druhé rameno.
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Véta 1.4.3: Existuji tfi nekolinedrni body, které nelezi na Zadné kruznici (tj. existuje
trojuhelnik, jemuz nelze opsat kruznici).
Véta 1.4.4: V roviné prochdzi bodem mimo danou pfimku nekone¢né mnoho primek, které

danou pfimku neprotinaji.

V hyperbolické roviné rozeznavame tfi typy primek:
1. rGiznobézné primky
2. nertiznobézné primky
a) soubéziné
b) rozbézné
Mdme-li danu pfimku p abod P ¢ p, pak vSechny pfimky, které prochazeji bodem P, rozdélime
na rliznobézky a nerliznobézky. Hranici mezi nimi tvofi dvé primky, které se chovaji vici pfimce
p jako asymptoty. Nazyvame je soubézky. VSechny ostatni nerliznobézky oznacujeme jako

rozbézky.

rozbézka

rozb&zka rozbézka

rozbézka rozbézka

soubézka soubézka

Nk
F3
(]

. A% . o x \ e X
ruznobézka riiznobé \ rliznobézka
’ 1}

1

Na nasledujicich obrazcich jsou znazornény rozbézky a soubéizky ve vysSe uvedenych

modelech absolutni geometrie.

Beltrami-Kleinv model
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Poincarého kruhovy model

Poincarého polorovinovy model

1. Axiomaticlad vystavba planimetrie

1.4.2 Riemannova geometrie

Ve druhé poloviné 19. stoleti se objevila dalsi
neeukleidovska geometrie — Riemannova geometrie
(nékdy téZ nazyvana elipticka geometrie). Roku 1854 ji na
zakladé diferencidlné-geometrickych Uvah objevil Georg
Friedrich Bernhard Riemann (17.9.1826, Dannenberg —
20.7.1866, Verbania; némecky matematik).

Riemannova geometrie nevychazi z absolutni
geometrie, proto s ni ma eukleidovska geometrie jesté
méné spolec¢ného nez s hyperbolickou geometrii.

\ ““\*w g{‘;—-ww

V Riemannové geometrii se napf. vZdy protinaji dvé kolmice ke spolecné pfimce.

Dasledkem toho je, Ze v Riemannové geometrii neexistuji nertiznobézky a Ze soucet uhli
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1. Axiomaticka vystavba planimetrie

v trojuhelniku je vétsi neZ 2 - 90°. Dalsi zvlastnosti Riemannovy geometrie je, Ze primky se
chovaji jako uzavrené kfivky a maji konecnou délku.

1.4.2.1 Model Riemannovy geometrie

Modelem Riemannovy geometrie muize byt kulova plocha, jestlize za R-pfimky uvazujeme
hlavni kruznice (tj. takové kruznice na kulové plose, jejichz stied splyva se stfedem kulové
plochy), které se vsak vidy protinaji ve dvou bodech kulové plochy, a proto R-bodem
rozumime dvojici bodli soumérnych podle stfedu kulové plochy.

Znazornéni vysek v trojuhelniku v

a) hyperbolické geometrii

b) Riemannové geometrii
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