11. Binarni relace v geometrii

11.

BINARNI RELACE V GEOMETRII

11.1 Binarni relace

Bindrni relaci rozumime vztah mezi dvéma prvky (relace = vztah, binarni = mezi dvéma prvky).

Definice 11.1:
Binarni relaci R na mnoziné M nazveme podmnoZzinu kartézského soucinu M x M.

Definice 11.2:
Binarni relaci z mnoZiny A do mnoziny B je libovolna podmnozina kartézského soucinu A x B.

Poznamka: Kartézskym soucinem mnoZin A, B rozumime mnozinu A x B = {[x, y]: (x € A) A
Ay € B)}

napfr.: Jsou-li dany mnoZiny A = {a, b, c}, B = {1, 2}, pak jejich kartézskym soucinem
rozumime mnozinu A x B ={[a, 1], [a, 2], [b, 1], [b, 2], [c, 1], [c, 2]}.

Vlastnosti binarni relace R:

Reflexivita: V x € M: [x, x] € R

(,,Pro vsechna x z mnozZiny M plati, Ze uspordadand dvojice [x, x] je prvkem relace R.”;
Lreflexivita znamend, Ze prvek x je v relaci sam se sebou.”)

Symetrie:Vx,ye M:[x, yJeR=[y,x] €R

(,,Pro vsechna x a y z mnoZiny M plati: jestliZe je usporddand dvojice [x, y] prvkem relace
R, pak usporddand dvojice [y, x] je také prvkem relace R.”)

Antisymetrie: Vx, ye M:[x, y e RA[y, x] eR=>x=y

(,,Pro vsechna x a y z mnoZiny M plati: jestliZe je uspordadand dvojice [x, y] prvkem relace
R a soucasné také usporddand dvojice [y, x] je prvkem relace R, pak plati rovnost
x=y.“)

Tranzitivita: Vx, y,ze M:[x, y| e RAly,zZl e R=[x, z] €R

(,,Pro vsechna x, y a zz mnoZiny M plati: jestliZe je uspordadand dvojice [x, y] a zdroveri
také uspordadand dvajice [y, z] prvkem relace R, pak je i uspofddand dvojice [x, z] prvkem
relace R.”)

Konektivnost: Vx, ye M:xzy=[x,y] € Rv [y, x] €R

(,Pro vsechna x a y z mnoZiny M plati: jestlie je x rtizné od y, pak bud’ usporadand
dvojice [x, y], nebo usporddand dvojice [y, x] je prvkem relace R.”)

Specialni typy binarnich relaci:

relace ekvivalence
Definice 11.3: Binarni relace namnoziné M, kterd je reflexivni, symetricka a
tranzitivni, se nazyva ekvivalence.
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11. Bindrni relace v geometrii

e relace usporadani
Definice 11.4: Bindrni relace na mnoziné M, kterd je reflexivni, antisymetricka a
tranzitivni, se nazyva usporadani.

11.2 Relace shodnost

Definice 11.5:
Relace shodnost je relace ekvivalence (tj. je to relace, ktera je reflexivni, symetricka,
tranzitivni) rozkladajici mnoZinu geometrickych utvard na tfidy shodnych utvard, pritom zadna
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Pozndmka: Dva geometrické Utvary v roviné se nazyvaji shodné, jestlize je lze pfemisténim
ztotoznit. Shodné jsou napf. kazdé dvé primky, kazdé dvé polopfimky a kazdé dvé
poloroviny, ale naproti tomu nemusi byt shodné kazdé dvé usecky, kazdé dva
trojuhelniky, resp. kazdé dva duté uhly apod.
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11. Binarni relace v geometrii

Zdkladni Zdkovskd predstava shodnosti dvou utvari je, Ze pfi jejich pfemisténi se utvary vzdjemné
//kryj/”'

11.2.1 Relace shodnost usecek

Zakladnim pojmem relace shodnosti je relace zvand shodnost Usecek, kterou zapisujeme
pomoci znaku =, tedy napt. AB = CD. Pfitom relace shodnosti Usecek je
a) reflexivni, tj. AB = BA ;
A B

b) symetrickd, tj. AB = CD = CD = AB;
A B

i
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c) tranzitivni, tj. AB = CD A CD = EF = AB = EF.

A B
§C iD
E ‘F

Z toho plyne, Ze i shodnost Usecek je relaci ekvivalence a rozkladd mnoZinu Usecek na tridy

shodnych Usecek. / \
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‘U‘ relace shodnost Usecek
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11. Bindrni relace v geometrii

Zdcina 1. stupni ZS se od 2. rocniku seznamuji se shodnosti usecek a dalsich dtvari. Shodnost dvou
usecek zjistuji tak, Ze jednu z usecek premisti ke druhé pomoci kruZitka, prisvitky nebo prouzku papiru.

PRENASENI USECEK

1. Na pfimce a sestroj Gseku CD, ktera je shodna s Gseskou AB.

Pozoruj moZnosti sestrojeni. Preéti Canmey
. o i 0 i — 1
Si postup pro prenaseni pomoci ZmEF Usecku AB.

méfitka a vzpomet si, jak jsi pre- — Na pfimce a zvol bod C.

naSel iseCku pomoci prouzku pa- — Na pfFi i
: ol a primce a sestr
piru ve 2. ffidé. Postup pomoci kru- s Dl

Zitka navrhni sdm podle obrazku: aby ICDI = |ABI.

PROUZKEM PAPIRU

2. Co mGzes fici o délkach useéek AB a CD?
IABI =21 mm
ICDI =21 mm
Rikame, Ze
a) jsme Usecku AB prenesli na piimku a,
b) isecka AB je shodna s tseskou CD,

nebo Ze Usecka CD je shodna s Gseckou AB.
Shodnost tisecek zapisujeme takto:

Pri tomto prendseni se opiraji o ndsledujici axiom shodnosti:

Axiom shodnosti S1:
Pro kazdou usecku AB a pro kazdou polopfimku CD plati, Ze na polopfimce CD existuje jediny
bod E takovy, ze AB = CE.

A B

+
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11. Binarni relace v geometrii

Porovnani usecek
Na zdkladé axiomu shodnosti Ize porovnat libovolné dvé usecky. Tzn., chceme-li porovnat
usecky AB, CD, sestrojime na polopfimce CD bod E takovy, ze AB = CE. Pro bod E mUzZe nastat

pravé jedna z nasledujicich moZnosti:
a) bod E lezi mezi body C, D, pak fikame, Ze Usecka AB je mensi nez Usecka CD a piSeme
AB < CD;

b) bod E splyva s bodem D, pak na zakladé tranzitivnosti a reflexivnosti shodnosti Usecek
plati AB = CD; : :
A B

i i
T T

C EDEE

c) bod D lezi mezi body C, E, pak fikdme, Ze usecka AB je vétsi nez usecka CD a piSeme
AB > CD.

11.2.2 Relace shodnost uhlu

Pomoci shodnosti Use¢ek mazeme definovat i shodnost uhla.

Definice 11.6:

Rikdme, Ze Uhel AVB je shodny s Ghlem CUD (piseme £ AVB = / CUD) préavé tehdy, kdy? na
ramenech — UC, — UD uhlu CUD existuji takové body A’, B, Zze plati UA" = VA, UB" = VB a
A'B’ = AB.

Z definice 4.6 a z vlastnosti relace shodnost Usecek témér okamzité plyne, Ze i shodnost uhl
je relaci ekvivalence.
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11. Bindrni relace v geometrii

Pozndmka: Definice 4.6 zahrnuje shodnost vSech druhd uhld, tj. konvexnich, pfimych i
nekonvexnich. Je zfejmé, Ze kazdé dva pfimé uhly jsou shodné a Ze dva nekonvexni Uhly
AVB, CUD jsou shodné pravé tehdy, kdyz jsou shodné pfislusné konvexni uhly AVB, CUD.

K porovnani uhll je nutné umét ,prenést dany konvexni uhel k dané polopfimce do dané
poloroviny”, resp. , prenést dany nekonvexni Uhel k dané polopfimce a k dané poloroviné.”
Prvni tvrzeni plyne z postupu resSeni nasledujiciho pfikladu.

Priklad 11.1:
Je dan konvexni Uhel a = £ CVD a polorovina V'C’E. Sestrojte v poloroviné V'C’E takovou
poloptimku V'B’, aby platilo = £ C'VB".

O 4
<
ot

L

Postup reseni:
Necht je dan konvexni Uhel & = £ CVD s vrcholem V a polorovina V'C’E. Sestrojme
1) ki; k1 (V, r1), kde velikost poloméru r; je libovolnad hodnota
2) A;A=kin— VC
3) B;B=kin— VD
4) k'1; k1 (V' n)
5) ATA' =k'1n— VC
6) k'2; k2 (A, rn=1|AB|)
7) B,B1,;,B,B1=k'1n k%
8) —»>VB'=—->VBI
9) a=ZLAVB’
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11. Binarni relace v geometrii

Z popsané konstrukce a z definice 4.6 o shodnosti uhll plyne, Ze je L A'V'B" = / CVD. Plati,
ZeVA=VA,VB=V'B,AB=AB" aie A" € - V'C". Na zdkladé konstrukce je polopfimka
V'B” podmnoZinou dané poloroviny V'C’E. Uloha md vidy jediné feseni.

Porovnani uhli
Na zakladé vySe popsaného tvrzeni o prenaseni daného konvexniho Uhlu k dané
polopfimce do dané poloroviny lze porovnat Uhly. Po pfeneseni £ AVB k polopfimce UC do
poloroviny UCD, v niz lezi £ CUD, m{ize nastat pravé jedna z nasledujicich moznosti:
a) > UB < £ CUD A B" ¢ —> UD, odkud plyne, Ze £ AVB je mensi nez £ CUD, tj.
|Z AVB| <|Z CUD|;

= Ta /u\ & ¢

b) — UB" = — UD, odtud plyne, Ze £ AVB je shodny s £ CUD, tj. £ AVB = / CUD;

c) > UDc £ CUB" A B ¢ — UD, odkud plyne, Ze £ AVB je vétsi nez £ CUD, t;.
| AVB| >|Z CUD|.

11.2.3 Relace shodnost trojuhelnik

Pomoci shodnosti Usecek a shodnosti thll Ize definovat shodnost dvou trojuhelniki zalozenou
na shodnosti jejich stran a na shodnosti jejich vnitfnich uhl{.
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11. Bindrni relace v geometrii

Definice 11.7:

Rikame, 7e trojuhelnik ABC je shodny s trojuhelnikem A'B'C” (piseme A ABC = A A'B'C))
pravé tehdy, kdy? plati, 3¢ AB = A'B,, BC = B'C, AC = AC aze / CAB= / CAB,
LABC= LABC,£LBCA= /ZB'CA".

IR

Cll

Pozndamka: Z definice 4.7 plyne, Ze strany a vnitfni Uhly trojahelniku A’B’C” musi byt shodné
s odpovidajicimi stranami a vnitfnimi Uhly trojuhelniku ABC a Ze tedy pfi zjistovani
shodnosti trojuhelnik( zalezi na poradi vrchold.

Pozndmka: Protoze shodnost Usecek a shodnost Uhll jsou relacemi ekvivalence, je i shodnost
trojuhelnikd, ktera je na nich zaloZen3, relaci ekvivalence.

V definici 4.7 je vyZzadovana shodnost vSech odpovidajicich si stran a shodnost vsech
odpovidajicich si vnitfnich uhl( jednotlivych trojuhelnik(l. Lze dokazat, Ze k uréeni shodnosti
dvou trojuhelnikl je dostacujici shodnost urcitych tfi dvojic zakladnich prvkd —tj. stran a ahla.
Véty popisujici tyto postacujici podminky pro shodnost trojuhelnikd jsou znamy jako tzv. véty
o shodnosti trojuhelnikii, oznacované symbolicky jako sss, sus, usu a Ssu.

Véta 11.1: (véty o shodnosti trojuhelnik()

Dva trojuhelniky jsou shodné, pokud se shoduiji:

ve vSech tfech stranach (sss);

ve dvou stranach a v uhlu jimi sevieném (sus)

v jedné strané a ve 2 Uhlech k ni pfilehlych (usu)

ve dvou stranach a v uhlu leZicim proti vétsi strané z nich (Ssu)

c c c c
b a b a
a a B
A c B A c B A c B A B B

Priklad 11.2:

Trojuhelnik ABC ma rozméry |AB| = 3 cm, |BC|= 4 cm, |CA| =5 cm. Trojuhelnik KLM ma
rozméry |KM| =3 cm, |KL| =4 cm, |LM]| =5 cm. Je trojuhelnik ABC shodny s trojuhelnikem
KLM?

Odpovéd: Ne, trojuhelnik ABC je shodny s trojuhelnikem MKL.
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11. Bindarni relace v geometrii

m=4

11.3 Relace podobnost

Definice 11.8:

Relace podobnost je relace ekvivalence (tj. je to relace, ktera je reflexivni, symetricka,
tranzitivni) rozkladajici mnozinu geometrickych utvart na tfidy podobnych utvarl, pfitom
Zadna trida neni prazdna.

- 3 ~
i * QQQ/

’U‘ relace podobnost
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11. Bindrni relace v geometrii

Relaci podobnost zapisujeme pomoci znaku ~, tj. podobnost Utvar( Ui, U, znadime U1 ~ Us.

Relace podobnost je
o reflexivni- U~ U,

e symetrickd - je-li U1 ~ Uy, je téz U, ~ Us,

e tranzitivni —je-li U1 ~ Uz a Ux ~ U3, je téZ Uy ~ Us.

O utvarech, které jsou podobné, fikame, Ze maiji stejny tvar.

Zdkladni Zakovska predstava o podobnosti dvou utvart je, Ze jeden utvar je zvétsenim nebo zmensenim
druhého utvaru. Utvary vZdy podobné jsou napf. usecky, kruznice, pravidelné n-uhelniky, ...

11.3.1 Relace podobnost trojuhelnik

U nékterych Utvard je vyhodné urcit jesté jina kritéria, ktera umoznuji rozhodnout o tom,
Ze jsou tyto utvary podobné. Napf. u trojuhelnikd, které maji vyznamnou ulohu nejen
z teoretického hlediska, ale i pfi reseni prikladi ve Skolské matematice a predevsim také i
v praktickém wvyuziti, rozhodujeme ¢asto o jejich podobnosti na zakladé vét o podobnosti
trojuhelnika.

Véta 11.2: (véty o podobnosti trojuhelnik()
Dva trojuhelniky jsou podobné, pokud plati alespon jedna z ndasledujicich vét:

Véta sss - Kazdé dva trojuhelniky, které maji sobé rovné poméry délek vsech tfi dvojic
odpovidajicich stran, jsou si podobné.
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11. Binarni relace v geometrii

Véta sus - Kazdé dva trojuhelniky, které maji sobé rovné poméry délek dvou odpovidajicich
stran a shoduji se v Uhlu jimi sevieném, jsou si podobné.

Véta Ssu - Kazdé dva trojuhelniky, které maji sobé rovné poméry délek dvou odpovidajicich
stran a shoduji se v Uhlu naproti vétsi strané, jsou si podobné.

Podobné trojuhelniky

Podobné trojuhelniky jsou tedy ty, které maji stejny tvar, ale jinou velikost. Tvar trojuhelniku
je definovan jeho vnitfnimi dhly, proto dva trojuhelniky se dvéma stejnymi vnitfnimi Ghly jsou
podobné.
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11. Bindrni relace v geometrii

Lze fici, Ze dva trojuhelniky A ABCa /A A’B’C’ jsou podobné, pokud plati néjaka z nasledujicich
podminek:
e odpovidajici si strany obou trojuhelnikl maji délky ve stejném pomeéru, tj.
|lAB|  |BC| _ |AC]
|A,B,| - |B,C,| - |A,C,| -
e velikosti vnitfnich Uhli obou trojuhelnikll jsou stejné, tj. |£ CAB| = |£ C'A'B’| a
|£ ABC|=|Z A'B'C’|, paki|£ BCA| = |£B'CA’.

Podobnost dvou trojuhelnik( symbolicky zapisujeme A ABC~ A A'B'C’.

Zpravidla se za specidlni pfipad podobnosti povaZzuje i shodnost, tedy podobnost s
koeficientem podobnosti 1. VSechny shodné tvary jsou tedy zdrovernn podobné. (Autofi
nékterych ucebnic vsak vyslovné vydéluji shodné trojuhelniky z definice podobnych
trojuhelnikd, takze trojuhelniky musi byt rozdilné nejen tvary, ale i svymi velikostmi, aby se
daly povaZovat za podobné.)

11.3.2 Relace podobnost mnohouhelnikd a dalSich rovinnych objektu

Pravidla pro zjisténi podobnosti dvou trojuhelnikd je mozné rozsitit i na mnohouhelniky s vice
stranami. U jakychkoliv dvou podobnych mnohouhelnikd si jsou odpovidajici strany primo
umérné. Nicméné pouze Umérnost stran neni dostatecnd k zajiSténi podobnosti
mnohouhelnikd kromé trojuhelnikli, proto maji-li byt mnohouhelniky podobné, musi byt
rovnéz shodné jejich odpovidajici si vnitini Ghly.

Pro mnohouhelniky z vySe uvedeného vyplyva, Ze odpovidajici si strany podobnych
mnohouhelnikd jsou ve stejném vzdjemném pomeéru a odpovidajici si thly jsou si rovny.

+ 28/3°
303 28/3
¥285°
b 30°
¥
. 28.3° 2852
b 5 (i
o b=k*b
v
\.285 _70
b"=(k-0.5)*b

Napfiklad vSechny kruznice, étverce a rovnostranné trojuhelniky si jsou podobné. Naopak
napfr. elipsy si podobné byt nemusi.
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11.4 Relace mezi mirami GUtvaru

11.4.1 Relace rovnost

Relaci rovnost zapisujeme pomoci znaku ,=, tj. rovnost mezi dvéma hodnotami zapiSeme
a=b.

Relace ekvivalence je uréitym zobecnénim relace rovnosti (tedy identity). Je zfejmé, Ze
relace rovnost splfiuje vSechny tfi poZadované vlastnosti relace ekvivalence, tj. je

o reflexivni (kazdy prvek je roven sdm sobé, tedy a = a),

e symetricka (je-li jeden roven druhému, je i druhy roven prvnimu, tj. je-lia = b, paki

b=a),
e tranzitivni (pokud a=bab =c, pakia=c).

11.4.2 Relace rovnost usecek

Relaci rovnost mlZeme uvaZovat jako napf. relaci mezi velikostmi, tzn. mezi mirami
geometrickych avaru. Dle vySe uvedeného je relace rovnost relaci ekvivalence. Dale ukazeme,
Ze relace rovnost velikosti Usecek spliiuje vlastnosti relace ekvivalence, tj. relace rovnost
velikosti Usecek je

o reflexivni — velikost Usecky je v relaci sama se sebou, tj. plati, Ze |AB| = |BA|;

A B

o symetricka - kdyz mame dvé stejné dlouhé usecky, tak prvni je stejné dlouhd jako
druha a druhd stejné dlouhd jako prvni, tj. plati, Ze |AB| = |CD| = |CD| = |AB|, tzn.
usecky AB, CD maiji sobé rovné délky;

A ‘B

c D

=T

e tranzitivni = kdyzZ prvni Usecka je stejné dlouha jako druhd a druhd je stejné dlouhd
jako treti, pak prvni je stejné dlouha jako treti, tj. plati, ze |AB| = |CD| A |CD| = | EF|

= |AB| = | EF].
A ‘B
L D

Z toho plyne, Ze relace rovnost Useéek umoznuje rozdélit mnozinu usecek vsech moznych
délek na podmnoziny, ve kterych budou vidy usecky stejné délky. Pfitom Zzadna podmnoZina
nebude prazdna.

© Daniela Bimova
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</:
- —

4_______,__.—4-
’U’ relace rovnost Usecek

-5

Uziti relace rovnosti Usecek na 1. stupni ZS:
e porovndvani délek usecek, tzn. uréeni, kterd usecka je kratsi, resp. delsi
e 7aci k porovnani délek Usecek nemusi pouzivat pravitko, ale napt. kruzitko, prouzek
papiru, provazek, klaciky rliznych délek apod. ... (bez pojmu geometricka mira)

11.4.3 Relace rovnost uhlu

Analogickym zplisobem, jakym je moiné porovndvat velikosti Usecek, je také moiné
porovnavat velikosti uhli. Dva uhly £ AVB, Z A’'V'B’, které se rovnaji, maji sobé rovné
velikosti, tj. symbolicky zapisujeme |£ AVB| = |£ A'V'B.

Uziti relace rovnost Ghl{i na 1. stupni ZS:
e porovndvani velikosti 4hld, tzn. uréeni, ktery Uhel je vétsi, resp. mensi

e 7aci k porovnani velikosti UhlG nemusi pouzivat dhlomér, ale napf. kruZzitko, uhlovy véjir

apod. ... (bez pojmu geometricka mira)
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11. Binarni relace v geometrii

11.4.4 Relace rovnost obvodi, obsaht rovinnych tGtvart

Relaci rovnost lze zjistovat napf. i pro obvod, resp. obsah rovinnych utvar(. Uvedme dva
konkrétni priklady.

MuzZe nastat pripad, kdy dva obdélniky maji sobé rovné obvody, ale tyto obdélniky
nemusi byt shodné. Napt. obdélnik ABCD o délkach stran a =5 cm, b =2 cm a obdélnik KLMN
o délkach stran k=4 cm, | =3 cm maji obvody rovny 14 cm.

N M
+ -+
D a Cc
=3
b b=2
A a=5 B K k=4 L
DABCD=2-(a+b)=2-(5+2)cm=14cm oKLMN=2-(k+I)=2-(4+3)cm=14cm

MuUZe nastat téZ pfipad, kdy dva obdélniky maji sobé rovné obsahy, ale tyto obdélniky
pfitom nemusi byt shodné. Napr. obdélnik ABCD o délce a = 6 cm, o Sifce b = 2 cm a obdélnik
KLMN o délce k =4 cm a o Sifce /| = 3 cm maiji obsahy rovny 12 cm?.

N M
+ -+
D a @
=3
b b=2
A a=6 B K’ k=4 L
Spgcp=2a b =(6-2)cm?=12cm? Siyn =K 1= 3)cm?= 12 cm?

11.5 Relace mezi bodovymi mnozinami
(vzajemné polohy utvaru)

11.5.1 Zakladni polohy utvaru

Rovnobézinost primek
Rovnobéznost je relace ekvivalence, coz si ukazeme na rovnobézinosti primek. Tj. relace
rovnobéznost primek je

= reflexivni - pfimka je rovnobéina sama se sebou, tj. a // g;
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11. Bindrni relace v geometrii

= symetricka - jsou-li dany dvé pfimky, z nichZ prvni pfimka je rovnobézna s druhou
primkou, pak i druha pfimka je rovnobéznd s prvni pfimkou, tj.a // b= b // a;

® tranzitivni - jsou-li dany tfi pfimky, z nichZ prvni dvé pfimky jsou navzajem
rovnobézné a z nichZ druhd primka je rovnobéina se treti pfimkou, pak prvni
primka bude také rovnobézna se treti pfimkou, tj.a//bAb//c=a//c.

Ovérili jsme, Ze rovnobéznost pfimek je relace ekvivalence, ktera vytvari rozklad mnoziny
vSech rovnobéinych pfimek na tfidy navzajem rovnobéinych pfimek, pfitom Zadna
z vytvorenych tfid nesmi byt prazdna.

sy &)

‘U‘ relace rovnobéznost primek
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11. Binarni relace v geometrii

Ptritom kazda z vytvorenych tfid navzdjem rovnobézinych pfimek se nazyva smér.

Relace rovnobéZnost rovin je analogicky jako relace rovnobéinost primek relaci

e

ekvivalence, kterd v mnoziné vSech rovnobéznych rovin vytvafi rozklad na tfidy navzajem
rovnobéznych rovin, pfitom kazda z téchto tfid se nazyva dvojsmér (osnova).

RlUiznobéinost primek
o nenirelace ekvivalence
» neni reflexivni = pfimka neni riznobéznd sama se sebou

MimobézZnost pfimek
o nenirelace ekvivalence
= neni reflexivni = pfimka neni mimobézna sama se sebou

11.5.2 Odvozené polohy utvart

Splyvajici - zvlastni pfipad rovnobéznosti
o je relace ekvivalence
= je reflexivni - pfimka je splyvajici sama se sebou, tj. a=a

= symetricka — jsou dany dvé primky, kdyz prvni pfimka splyva se druhou pfimkou,
pak druhd pfimka splyvd s prvni pfimkou, tj, a=b=b=a

» tranzitivni = jsou dany tfi pfimky, kdyZ prvni dvé pfimky splyvaji a druha pfimka
splyva se treti pfimkou, pak prvni pfimka bude splyvat se treti pfimkou, tj. a=b A
Ab=c=>a=c

Kolmost - zvlastni pripad rdznobéznosti
o neni relace ekvivalence, neni reflexivni = ptimka neni kolma sama k sobé
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11. Bindrni relace v geometrii

11.5.3 Vzajemna poloha dvou primek

Kritérii tfidéni vzajemné polohy dvou pfimek je skutecnost, zda pfimky leZi v téZe roviné,
anebo zda nelezi v téZe roviné, a zjisténi, co je jejich prlinikem.

a) prunikem je prazdna mnoZina (0 spolecnych bodti)
. pfimky jsou mimobézné — nelezi ve stejné roviné (jsou tzv. nekomplanarni)
Definice 11.9: Dvé piimky jsou mimobézné, pravé kdyz nemaji Zadny spolecny bod a kdyz
nelezi v téZe roviné.

. pfimky jsou rovnobéiné rizné — lezi ve stejné roviné (jsou tzv. komplanarni)
Definice 11.10: Dvé pfimky jsou rovnobézné rizné, pravé kdyz nemaji Zzadny spolecny bod
a zaroven leZi v jedné roviné.

w8

I I /
““““ D - z
O —— b

Véta 11.3: Primky b, d, které maji od sebe stdle stejnou vzdalenost, jsou rovnobézné.
= rovnobéznost je relace ekvivalence -> rozklad na tfidy navzdjem rovnobéznych primek
s ndzvem smér

b) prinikem je pravé jeden spolecny bod
e primky jsou ruznobézné
Definice 11.11: Dvé pfimky jsou rliznobézné, pravé kdyz maji spole¢ny praveé jeden bod
(prusecik) a kdyz zaroven lezi v jedné roviné.

H
- G
: '

b
(o) JE R

. 7c
i b
BN
<
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11. Binarni relace v geometrii

o pfFimky jsou riznobéiné kolmé (specidlni pfipad rdznobéznosti pfimek)
Definice 11.12: Dvé pfimky jsou k sobé kolmé pravé tehdy, kdyz jejich odchylka je 90°.

oM
h
'
: '
'
L
~

."'.'D N '--c
A.‘\___' b
/B

Véta 11.4: Pfimky b, c, které rozdéli rovinu na Ctyfi shodné ¢asti (pravé uhly), jsou
navzajem kolmé.

= kolmost primek je relace symetrickd, ale neni reflexivni (pfimka neni kolmd sama k
sobé), ani tranzitivni

c) prunikem je nekoneéné mnoho spoleénych bodu (cela primka)
e primky jsou rovnobéiné splyvajici
Definice 11.13: Dvé primky jsou rovnobézné splyvajici, pravé kdyz maji nekonecné
mnoho spolec¢nych bodd.

- - - - ()
A b=c¢
B

11.5.4 Vzajemna poloha pfimky a roviny

Sl o

)
C)
-

Kritérii tfidéni vzajemné polohy pfimky a roviny je skuteénost, zda pfimka a rovina lezi v téze
roving, a zjisténi, co je jejich prlnikem.

a) pranikem je prazdna mnoZina
e pfimka a rovina jsou rovnobézné rlizné
Definice 11.14: Pfimka p je rovnobézna rGizna s rovinou p (p // p) pravé tehdy, kdyZ nema
s rovinou p zadny spolecny bod.
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11. Bindrni relace v geometrii

[ Y )

= kritérium rovnobéznosti primky a roviny: Pfimka p je rovnobéina s rovinou p pravé
tehdy, kdyZ je rovnobézna alespon s jednou pfimkou roviny p.

0]

L}
L}
]
L}
1
1
L}
L}
T~ 1
- 1
.t
,-’-"!."---_-___
1"" ° e, /C
A'__-“-——_-.;“\

= rovnobéznost je relace ekvivalence -> rozklad na tfidy navzdjem rovnobéznych primek
s ndzvem smér a navzdjem rovnobéznych rovin s ndzvem dvojsmér (= osnova)
e 1l vztah mimobéZnosti pfimky a roviny ve trojrozmérném prostoru neni definovan

b) prinikem je pravé jeden bod
e primka a rovina jsou riznobézné
Definice 11.15: Pfimka p je rGiznobéina s rovinou p (p A p) pravé tehdy, kdyZ ma s rovinou
p pravé jeden spolecny bod — prasecik P. Symbolicky piSeme P=p m p a ¢teme — bod
P je prasecikem ptimky p s rovinou p.

H
B =
E TR

L] s F
] ‘\
! pe
1 “
] \‘
1
]
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» - -
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© Daniela Bimova



11. Binarni relace v geometrii

e primka a rovina jsou kolmé

= zvIastni pfipad riznobéZnosti

= kritérium kolmosti pfimky a roviny: pfimka p je kolma k roviné p pravé tehdy, kdyz je
kolm3 alespon ke dvéma rGznobézkdm roviny p

c) priinikem je nekone¢né mnoho spolecnych bodti (cela pfimka)
e pfimka leZi v roviné
Definice 11.16: Pfimka p lezi v roviné p (p € p), tj. pfimka p je incidentni (rovnobéina a
totozna) s rovinou p pravé tehdy, kdyz ma s rovinou nekonecné mnoho spolec¢nych
bodd.
= zvIastni pripad rovnobézZnosti

H

(o e

11.5.5 Vzajemna poloha dvou rovin

Kritériem tridéni vzdjemné polohy dvou rovin je zjisténi, co je jejich prinikem.

a) prunikem je prazdna mnoZina
e roviny jsou rovnobézné rtizné
Definice 11.17: Roviny «, f jsou rovnobézné rtzné (« // [ ) pravé tehdy, kdyz nemaji
Zadny spolecny bod.
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11. Bindrni relace v geometrii

U

Ve = = -m = -

o

Véta 11.5: Roviny a a S, které maji od sebe stdle stejnou vzdalenost, jsou navzdjem
rovnobézné rizné.

= kritérium rovnobéZnosti dvou rovin: roviny a a £ jsou rovnobézné, kdyz rovina a je
rovnobézna alespon se dvéma rGznobézkami lezicimi v roviné £.

e Il vztah mimobéZnosti dvou rovin ve trojrozmérném prostoru neni definovan

b) prunikem je pfimka
e roviny jsou rtiznobézné
Definice 11.18: Roviny @, £ jsou rtiznobéiné (a £ f) pravé tehdy, kdyZ maji spolecnou
pravé jednu ptimku — prisecnici p, piSeme p = a " f a ¢teme pfimka p je prasecnici
rovin o, .
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11. Binarni relace v geometrii

e roviny jsou kolmé

= zvlastni pfipad rdznobéZnosti

= kritérium kolmosti dvou rovin: roviny a a £ jsou kolmé pravé tehdy, kdyZ rovina a je
kolm3d alespon k jedné pfimce roviny S

c) prunikem je celd rovina
e roviny jsou splyvajici
Definice 11.19: Roviny @, £ jsou incidentni (¢ = [ ), tj. jsou rovhobéiné totoiné
(splyvajici) pravé tehdy, kdyz maji nekone¢né mnoho spolecnych bodu.
= zvlastni pfipad rovnobéznosti

H

i G

O‘.-----

4.6 Relace v geometrii na 1. stupni ZS

4.6.1 Zavedeni pojmu

Zavedeni geometrickych pojmu a relaci v geometrii v uvedenych rocnicich je pouze orientacni,
nebot je uvedeno dle vybranych uéebnic/pracovnich seditd Matematiky pro 1. stupef ZS:
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11. Bindrni relace v geometrii

rocnik — rozeznavani a pojmenovavani geometrickych utvar( (Ctverec, kruh, trojuhelnik,
obdélnik)

2. rocnik — pojmy bod, Usecka, krajni body usecky

3. az 5. rocnik — pojmy polopfimka, pocatecni bod polopfimky, opacné polopfimky, pfimka,
riznobéiky, shodnost Usecek, stied usecky, délka usecky, graficky soucet a rozdil Usecek,
..., pravy uhel, rovnobézky, kolmice, rovnobéznik, pravouhelnik, ...

Zavedeni pojmu rtiznobézky:
- rGznobézky zavadime jako pfimky, které maji jeden spolecny bod (= prasecik)
- ukazka na dvou tuzkach (nesviraji vSak pravy uhel)
- Zaci vyhledavaji rliznobézky ve tFidé, znazornuji je pomoci Spejli/plastovych tycek
- rysovani pomoci jednoho pravitka -> sestrojeni jedné pfimky a nasledné druhé primky
a to takovym zpUlsobem, aby méla s prvni pfimkou pravé jeden spolecny bod
- rysovani rlznobézek danym bodem
Riznob&2né primky (riznob&zky) 2. Rozhodni, které pfimky jsou rliznobézky. Dej pozor, mozna jejich pru-
jsou pFimky, které se protinaji (bud

na obrazku, nebo mimo obrazek).
Bod, ve kterém se pfimky protinaji,
nazyvame prlsecik pifimek (napf. P).
\
2 a\_\\ 3 ) 5 N

b B b
Ruznobézky maji jeden

spoleény bod. Zapisujeme g *
je pomoci znaku ¥, napf. alb. \ \ /
S ‘ \_ "

Zavedeni pojmu rovnobézky:

rovnobézky zavadime jako primky, které nemaji zadny spolec¢ny bod

- ukdzka napft. na ¢tverci (dokresleni pfimek prochazejicich protéjsimi stranami ¢tverce),
pfiklad z redlného Zivota — tramvajové ci vlakové koleje (pozor ale na zatacky © )

- Zaci vyhledavaji rovnobézky v okoli (pf. protéjsi hrany lavice, dvefi, obraz(i, proté;si
strany ucebnice, ...)

- rysovani pomoci dvou pravitek (min. jeden trojuhelnik s ryskou)

secik existuje, ale nékde mimo obrazek:

Rovnobézné primky (rovnobézky) Rysovani rovnobézek pomoci trojiihelniku a pravitka (nebo pomoci
jsou pfimky, které maji mezi sebou dvou trojuhelnikl)
stale stejnou vzdalenost a nikde se

neprotinaji (ani na obrazku, ani mimo
obrazek). 1\
0
¥

'v‘:’J/} i | S \“\
a Wy, x Viian QA
JE | N NN t N \/
I /7\) v// 2 &\\7 : .
b ' 2 ) \ ) -
Rovnobézky nemaji zadny spoleény -~ /
bod. Zapisujeme je pomoci znaku |, ; . e 3 T
napt. al b. 1. Pravitko (znazornéné oranzovou barvou) pevné pfidrzime.

2. Trojuhelnik (zndzornény zelenou barvou) pfilozime hranou
k pfidrzovanému pravitku podle obrézku a narysujeme piimku a.

3. Trojuhelnik (znazornény zelenou barvou) posuneme
po hrané pridrzovaného pravitka a narysujeme druhou pfimku b.

4. Pfimky a, b jsou rovnobézné, zapisujeme a| b.
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11. Bindarni relace v geometrii

Narysujeme pFimku o, ktera je rovnob&zna s pfimkou n a prochazi bodem K.

R .

Rysovani piimky prochazejici danym bodem a rovnobé&zné s danou pfimkou.
Rysuj do sesitu podle programu (dobfe si prohlédni i obrazek):
dano p
zvol B
Bep
narysuj b
Be babllp
zvol C
CezpaCeb
narysuj ¢
Cecacllp

ovér
bllc

Rozhodnéte, zda jsou na obrazku narysované piimky k || n, pro které plati
~  Aen,Begn.

(Jano [Jne - [Jano  [lne

Zavedeni pojmu kolmice:

kolmice zavadime jako pfimky, které maji pravé jeden spoleény bod a sviraji spolu
pravy Uhel

ukazka napf. na ¢tverci, listu papiru, ...

Zaci vyhledavaji kolmice ve svém okoli

rysovani pomoci trojuhelniku s ryskou -> libovolnd pfimka a k ni pfiloZit rysku pravitka
-> kolmice

nejdrive libovolné kolmice, pozdéji kolmice prochazejici danym bodem

b
PFimky (rlznobézky), které sviraji pravy uhel, nazyvame L
pfimky kolmé a zapisujeme je pomoci znaku L, napf. aLlb. |
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XA

Rysovani kolmic k dané pfimce, které prochazeji danym bodem.
Rysuj do seSitu podle programu (dobfe si prohlédni i obrazek):

dano p

zvol E
E¢p

narysuj b
Ecbablp

zvol F
FegpaFeb

narysuj ¢
Fecaclp

over
bllc

Kolmice je pfimka, ktera protina jinou pfimku
a svira s ni pravy uhel.

11. Bindrni relace v geometrii

K pfimce n narysujeme kolmici o, ktera prochazi bodem A.

XA

s
=}

a

_Jallb,akec
_Ibkc,akc
_Iblla, alb

xE

Ulohy k procviéeni vzajemnych poloh pfimek

b)

d

_Jalb, cld
_Jakec,ckb
Jallb, allc

/g
i
A

[

{ED Rozhodnéte, které zapisy jsou spravné, a oznadte je kfizkem.

c) IC

g
[ alc,alkb

[ /bkec,bla
(Jakb,alb
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11. Bindarni relace v geometrii

D Popiste primky tak, aby byl zapis spravny.

a) o) b) 1]
/B 3C] = ZC]
A 3@
1) 0.

allb, A¢a,clb kLln, m|n, Pen rlt,Ce¢s,Det
ED Podle zadani rysuite do sesitu.

Narysujte pfimky a, b, ¢ tak, aby platilo a f b, b_Lc. Oznacte vzniklé priseciky.

7. Narysuj pfimku r. Mimo tuto pfimku zvol body A a B. Nejprve sestroj bodem
A kolmici k pfimce r. Tuto kolmici pojmenuj s. Pak sestroj bodem B kolmici
k pfimce s. Tuto kolmici pojmenuj t. Jaka je vzajemna poloha pfimek r a t?

8. 2 a) Pomoci symboll L a Il zapi$ polohu pfimek:
E - — AB — DC — SB — SC
« BC — AD «— BC — AH
A g c = EF - FG — DG — EB
— AS — BD «— SD — HG
H G — EH — AS — EH — FG
D b) Najdi na obrazku pfiklady riznobézek.

9. Ve sve tfidé najdi 4 priklady vyuziti:
a) kolmosti pfimek,
b) rovnobéznosti pfimek,
c) riznobéznosti pfimek.

10. V kolik hodin jsou na sebe rucicky
na ciferniku kolmé? .

11. Narysuj pfimku p a na ni zvol rizné body A a B. Obéma body ved kolmice
k pfimce p. Na zavér sestroj libovolnou rovnobézku s pfimkou p, ktera pro-
tina narysované kolmice. Jak se jmenuje geometricky utvar, ktery vznikl?

12. Narysuj pfimku r a k ni sestroj kolmici s. Na pfimce r zvol body A a B.
a) Body A a B ved kolmice k pfimce r.
b) Body A a B ved rovnobé&zky s pfimkou s. Co jsi zjistil(a)?

13. Do sesitu si narysuj podle obrazku v u€ebnici dvé navzajem kolmé pfimky
a, b a na nich vyzna¢ body A, B, C, D, E, F.

a
a) Body A, B, C, D ved kolmice

k pfimce b. Fr
b) Body E a F ved rovnobézky

s pfimkou b. Bt

c) Jaka je vzajemna poloha v8ech
kolmic vedenych k pfimce b?
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