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KAPITOLA

1

DIFERENCIALNI ROVNICE N-TEHO
RADU

Za diferencidlni rovnici oznacujeme rovnici, v niZ je nezndmou funkce a dand rovnice ob-
sahuje derivace nezndmé funkce. Rovnice vyjadfuje vztah mezi nezndmou funkci a jejimi
derivacemi.

e N

Definice 1.1 Rovnice tvaru

Fxyy,, .y ,y") =0

se nazyva obycejna diferencidlni rovnice n-tého ¥ddu pro nezndmou funkci y = y(x).

. J

Rad diferencidlni rovnice je ¥ad nejvyssi derivace neznamé funkce y(x), ktery se v rovnici
vyskytuje.

Resenim (integralem) diferencidlni rovnice na intervalu I je kazda funkce y(x), kterd ma
spojité derivace az do fddu n véetné a dané diferencialni rovnici vyhovuje.

RozliSujeme nésledujici typy feSeni:
e obecné feSeni rovnice n-tého fadu predstavuje mnozinu funkci tvaru
®(x,y,C1,Cp,...,Cyu) =0, piip. y=0¢(x,Cq,Co,...,Cn),
tj. mnoZina funkci obsahujici n konstant C1, Cy, ..., Cy,

e partikuldrni feSeni y, je konkrétni feseni, které ziskame z obecného feseni volbou,
nebo vypoctem konstant Cy, Gy, ..., Cy,

e vyjimecné (singularni) feSenti je feSeni, které nelze ziskat z obecného feSeni Zadnou
volbou konstant C1,Cy, ..., C,,.




[ Pfiklad 1.1 Urcete obecné FeSeni diferencidlni rovnice vy = 6x — 6. ]

Regent:

V zadéni diferencidlni rovnice se nachdzi nezndmé funkce y pouze ve své tfeti derivaci,
proto k nalezeni obecného feseni pouZijeme pfimou integraci. Integraci "’ dostaneme dru-
hou derivaci funkce y.

y”:/y’”dx:/(6x—6)dx = ¥’ =3x"—6x+Ci.

Stejnym zptisobem budeme snizZovat ¥ad diferenciadlni rovnice, dokud nedostaneme nezna-
mou funkci y. Tedy

y = /y”dx = /(3x2 —6x+ Cq)dx = Y =x3 32+ Cix + Gy,

4 2
y:/y’dx:/(x3—3x2+C1x+C2)dx = yzxz—x3+Cl%+C2x+C3.
V obecném feSeni diferencidlni rovnice 3. fddu se vyskytuji pravé 3 integra¢ni konstanty

Cl, Cz, C3 e R.

Partikuldrnim feSenim rozumime konkrétni k¥ivku (jediné feSeni). Tu ziskame libovolnou
volbou konstant Cy, C; a Cs, napt. pro C; = 2, C; = 3 a C3 = 5 dostaneme partikuldrni
feSeni .

y:xz—x3+x2+3x+5.




KAPITOLA

2

DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

Diferencidlni rovnici ve tvaru

F(x,y,y') =0 nebo y = f(x,y)

nazyvame diferencidlni rovnici prvniho ¥adu. Funkce f(x, y) je funkce dvou proménnych.

Poznamka
Redeni diferencialni rovnice prvniho ¥adu F(x,y,y’) = 0 se také nazyva integrdl diferen-
cidlni rovnice a jeho graf v roviné xy integrdlni kfivka. Integralni kiivky mohou byt dany i
implicitné.

Geometrickd interpretace ODR 1. fadu i/ = f(x,y)

Uvazujme x, y jako soufadnice bodu (x, y) v roviné xy. Kazdému bodu (x,y) je pfifazena
hodnota f(x,y), kterd je spojena s derivaci y'. Derivace geometricky udavéa smér = defi-
nujeme smérové pole {(x,y, f(x,y))}.

Uspofadanym trojicim (x,y, f(x,y)) fikame linedrni elementy a zndzoriiujeme je pomoci
kratkych tsecek se sttedem v bodé (x, y) a smérnici f(x,y).

Integralni kiivky rovnice y' = f(x,y) maji v kazdém bodé te¢nu orientovanou shodné
se smérovym polem. K¥ivky, ve kterych je derivace konstantni (y' = k,k € R), nazyvame
izokliny. Smérové pole je tedy systém linedrnich elementti, které jsou tecné k integralnim
kfivkdm.

[ Pfiklad 2.2 Pomoci izoklin zndzornéte smérové pole diferencialni rovnice y' = x — | /¥. ]




Regent:
Funkce f(x,y) = x — /¥ je definovand pro Vx € Ray > 0.
Izokliny nalezneme tak, Ze funkci polozime rovnu konstanté a vyjadiime y.

x—y=k = Jy=x—-k = y=((x-k%keRx>k

Jednd se o pravou polovinu paraboly s vrcholem v [k, 0].

y Y
Vv \ ~ =
Vv \ ~ -
Vo NN T T
Vv ~ - 7
Vv ~ - 7
Vv -~ - 7
NN ~ -7
g i
X X

Izokliny rovnice y' =x —,/y. Smérové pole rovnice y' =x—,/y.

Cauchyova tdloha

K jednozna¢né predpovédi budouciho stavu je nutné znat i stav soucasny. V praktickych
tlohdch nés proto casto nezajimaji vSechna feSeni dané tlohy, ale pouze takova, kterd spl-
nuji urc¢ité podminky. Jednou z moZnych podminek je tzv. poc¢atecni podminka. Je-li k
dané diferencialni rovnici zaddna soucasné i pocate¢ni podminka, jednd se o tzv. Cauchy-
ovu tlohu. Jde o zdkladni tlohu teorie diferencidlnich rovnic.

Definice 2.2 Cauchyovou tlohou (pocate¢ni tilohou) pro diferencidlni rovnici
F(x,y,¥") = 0 oznatujeme tlohu

{ y = f(x,y)
y(

XO) = yo.

Resenim Cauchyho tlohy je takové feSeni y = y(x) diferencidlni rovnice, které je defi-
novano na néjakém intervalu I a spliiuje poatetni podminku y(xg) = yo (kde xg € I).

(& J

( A

Pfiklad 2.3 Urcete feSeni diferencialni rovnice y'(y — x) = (y — x) sinx, za podminky
y(0) =2.

| J

Regent:

Zadanou rovnice upravime do tvaru ¥’ = f(x,y), rovnici vydélime vyrazem (y — x) za
pfedpokladu y # x. Dostdvame rovnici ve tvaru ' = f(x), coZ vede k tloze nalezeni
primitivni funkce

y =sinx = y:/sinxdx = y=-—cosx+C, CeR.

5



2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

Ur¢ili jsme obecné feSeni. Pocateéni podminku y(0) = 2 dosadime do obecného feseni a
urcéime c.

x=0 yw=2 = 2=-cos0+C =2=-14+C = C=3

Yp = —cos x + 3 je hledanym partikularnim fesenim.

Yy

N\
/

Partikularni feseni y,,

2.1 Metoda separace proménnych

Metoda se pouZiva pro feSeni separovatelnych diferencidlnich rovnic.

4 )

Definice 2.3 Diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi rozumime kazdou
rovnici, kterou 1ze zapsat ve tvaru

Qy)y' = P(x), 4§ Q(y)dy = P(x)dx,
dy

pokud nahradime derivaci y’ podilem ar

- J

Okamyzité je vidét, Ze v rovnici jsou proménné separovany (oddéleny) na jednotlivé strany
rovnice a je mozné celou rovnici integrovat, coz pfimo vede k feSeni

/ Q(y)dy = /P(x)dx e
Po integraci na obou strandch rovnice vysko¢i integra¢ni konstanty, tyto se ale spojuji do

jedné a byva obvyklé tuto integra¢ni konstantu uvadét u vyrazu s nezdvislou proménnou.

V praxi se miiZzeme setkat s fadou tloh, které 1ze pomoci jednoduchych manipulaci pfevést
na diferencidlni rovnici separovanou. Takové rovnice se nazyvaji separovatelné. Rozlisu-
jeme nasledujici typy separovatelnych rovnic:

oy = f(x)g(v),
o = f(ax+by+c),

oy =f (%) - homogenni diferencialni rovnice.




2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

2.1.1 ReSeni rovnice typuy’ = f(x)g(y)

Rovnici typu y’ = f(x)g(y) 1ze za predpokladu g(y) # 0 a uzitim identity v’ = % upravit
na tvar: d
Yy
— = f(x)dx,
s ™

coz je diferenciadlni rovnice se separovanymi proménnymi. Jeji obecné feSeni 1ze zapsat ve

tvaru
/% = /f(x)dx+C.

~ Poznamka

Tvar obecného feSeni je vhodné v nékterych pfipadech upravit, hlavné v pfipadech,
kdyZ po integraci na levé strané rovnice dostaneme logaritmickou funkci. Pravou stranu
fegeni pfevedeme také na logaritmickou funkci uZitim vztahu A = Ine?.
Pfedpoklddejme, Ze obecné feseni néjaké diferencidlni rovnice md tvar Inm(y) = n(x) +
C. Na pravé strané zavedeme logaritmickou funkci

Inm(y) =ne"™*C = Inm(y) = (e”(x)ec> _

Z rovnosti logaritm plyne

m(y) = e"eC,

Bez Gjmy na obecnosti byvéa zvykem novou konstantu e® oznait stejné jako ptivodni
integraéni konstantu, tedy ,,e¢ = C”. Dostdvame tedy upraveny tvar obecného feseni

m(y) = C-e"¥),

e N
X

x—e~
Ptiklad 2.4 Urcete obecné feSeni diferencilni rovnice y' = pEm
e
Regent:
y=(x—e")- = rovnice je ve tvaru y’ = f(x)g(y), budeme ji fesit metodou

y+eY
separace proménnych.

Rovnici zapiSeme v separovaném tvaru, tzn. rovnici vynasobime vyrazem (y + €¥) a deri-

vaci i’ nahradime podilem diferencialt %:

(y+e)dy = (x—e ™) dx

Integraci obou stran rovnice dostaneme

/(y—|—ey)dy:/(x—e_x)dx—|-C = %—key:




2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

Obecné feSeni obdrZzime ve tvaru

y_z x
2

Obecné feseni y

(" Ulohy k samostatnému feseni
Reste diferencidlni rovnice:
a) y'tanx —y =3

b) xy' +y =y

o)y =10""

—_
|

=
N

g) 1+y* +xyy =0

h) (1+e")yy’ =e'

i) (xy* +x)dx + (y — x’y)dy = 0
D /1 yPdx = yV1-22dy

k) eV (1+ﬂ) =1

dx
3
p Ldx vy
siny x




2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

/

{ Priklad 2.5 Reste Cauchyho tlohu y? = —2sinx, y () = 1.

Reseni:

dy

Jedna se o separovanou rovnici. Derivaci i’ nahradime podilem diferencialt qp & upra-
x
vime:

‘%dy = —2sin xdx.
Po integraci dostaneme
/idy = —2/sinxdx = In|y| =2cosx+C.

Obecné feseni upravime

Inly| =2cosx+C = y=Ce>".

Dosazenim pocate¢ni podminky uréime hodnotu konstanty C
1=Ce?7" = (C=¢?

Hledané partikuldrni feSeni je tedy

yp = e2e2c:osx = Yp= e2cosx+2.
Pfiklad 2.6 Reste Cauchyho tlohu (8y” +6y° +4y° +2y) y' =5x,y (%) = 1. }
Regent: .
Jedna se o separovanou rovnici. Derivaci i’ nahradime podilem diferenciélii d—z a upra-
vime:

(8y7 + 65+ 4P Zy) dy = 5xdx.
Nyni obé strany rovnice integrujeme
/ <8y7 +6y° + 4% + Zy) dy = / 5xdx.
Obecné feSeni ma tvar
Yy vty = gxz—l—C, ce R

Dosazenim pocatecni podminky uréime hodnotu konstanty ¢

5 /4\? 12
8 6 4 2 _ Y[ = _
1°"+1°+1 —|—1—2<5) +C = C——5.

Hledané partikuldrni feSeni je tedy
12

5
y8+y6+y4+y2:§x2+g.




2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

Ptiklad 2.7 Za jakou dobu klesne teplota télesa zahfdtého na 90 °C na 50 °C, jestlize
teplota okoli je rovna 25 °C a za prvnich 10 minut se téleso ochladilo na 73 °C.

Regent:

Rychlost ochlazovani télesa predstavuje pokles teploty T za jednotku ¢asu t a je vyjadiena
. dt .

derivaci —. Podle Newtonova zdkona vedeni tepla je rychlost ochlazovani télesa pfimo

umérnd rozdilu teplot télesa a okolniho prostfedi. Za predpokladu, Ze se teplota okoli ne-
meéni, bude mit diferencidlni rovnice ochlazovani télesa tvar

drt
a —k(t - ),

kde 7 je teplota télesa, 19 je teplota okoli a k > 0 je koeficient tmérnosti.
Rovnici feSime separaci proménn}’fch:

dr
T—7

=—kdt = Injt—1|=—kt+c

Obecné feSeni upravime a dostdvame

T="T+ Cleikt.
Dosadime pocéte¢ni podminku, v ¢ase tp = 0je T = 90 a 1p = 25.

90=25+ce X0 = ¢ =65

Vime, Ze v ¢ase t = 10je T = 73 a 19p = 25. Po dosazeni do vztahu pro T plati:

1
4 10 4 48\ 10
73 =254+ 65e K10 o k0B <e—’<) 8 L ek < 8) )

65 ~ 65 65

ted
a tedy o b

T

90 ¢

73

50

010 ? t

Ki#ivka chladnuti télesa

10



2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

Urc¢ime hledany cas pro T = 50:

£ 10 t

48\ T 5 48\ 10 5 48

= 2 . —_— i —_— = —_— R— — JR—
50 5165 (65) 13 (65> (13) (65)

Téleso bude mit teplotu 50 °C po 31 minutach a 30 sekundach.

o"“‘

~ 10In 7

48 -
ln@

(" Ulohy k samostatnému feseni

Reste Cauchyho tlohu: ,

a) 2(1+e*)yy = e*, y(0) =0 d) 1+ eX)y? e =0,
b) i sinx = yIn (E) =e e) y = 1+—y2 (0) =
y y y/ y 2 y 1 +x2/ y

c) sinxsinyy’ = cosxcosy, y (g) =0 f) y—xy =5(1+x%), y(1) =1

11



2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

2.1.2 Reseni rovnice typuy’ = f(ax + by + ¢)

Diferencialni rovnici tvaru y' = f(ax + by + ¢), kde b # 0, 1ze pfevést substituci u(x) =
ax + by + ¢ na rovnici se separovanymi proménnymi s novou nezndmou funkci u(x). Ze
substitu¢niho vztahu ur¢ime vztah pro nahrazeni derivace y/'.

Rovnost u(x) = ax + by + ¢ derivujeme podle proménné x a z nalezené derivace vyjadiime
/

y.
u' —a
b

Dosazenim do ptivodni diferencidlni rovnice dostdvdme separovatelnou rovnici typu u’ =
f(x)g(u), kterou jiz fesit umime,

w=a+by = y =

/ J—
! - ‘- () = u =a+0bf(u).
Proa+ bf(u) # 0 dostaneme rovnici
1 /

———u =1

a+bf(u)
Jeji obecné feSeni lze zapsat ve tvaru

du
——— =x+C.
/ a+bf(u)

[ Pfiklad 2.8 Urcete obecné FeSeni diferencidlni rovnice y' = 3x — 2y + 5. ]
Regent:

Jednd se o separovatelnou rovnici typu vy’ = f(ax + by +c), kdea = 3,b = —2,c = 5.
PouZzijeme substituci,

/ / ,_ 3
u=3x-2y+5 = u=3-2y = y = 5
Dosadime do ptivodni diferencidlni rovnice:
3—u y
2 h— .

Vime, Ze nova diferencidlni rovnice s neznamou funkci u je separovatelna typu v’ = f(x)g(u),

du du
I s, S
u=3-2u = s 3—2u = 3

Nyni obé strany rovnice budeme integrovat

du
3—2u

1
:/dx+C = —§1n|3—2u|:x+C = In|3—-2u|=-2x+C.

Nalezené obecné feSeni pro nezndmou u upravime,

3—2u=Ce ¥ = u:Ce_2x—|—§

12



2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

a vratime substituci: 3
B3x —2y +5=Ce > + -,

2
e , . . 3
Obecné feSeni pro nezndmou y je tedy ve tvaruy = Ce™ =" + 5% + T
[ Pfiklad 2.9 Urcete obecné FeSeni diferencidlni rovnice v’ = cos(x — v). ]
Regent:
Jedna se o rovnici typu v’ = f(ax +by+c), kdea = 1,b = —1,c = 0. Budeme Fesit
substituci,

/

u=x—-y = u=1-y = y=1-u.

Dosadime do ptivodni diferencidlni rovnice

1—u' =cosu = u' =1--cosu.

.. . ) . du . ..
V rovnici nahradime derivaci u’ podilem diferencidltt — a upravime ji na rovnici v sepa-

) dx
rovaném tvaru
du

—=1—-—cosu = /—du :/dx+C.
dx 1—cosu

Integral na levé strané rovnice si spocitdme zvlast’

tan v t
5=
/ du Cosu_l—tz _/ 1 2 i — a1 1 —oott
1—cosu 142 | 12142 ) 2 tan%_ 2
) 1412
du = dt
"Tire
Obecné feSeni pro nezndmou funkci u:
— cot g =x+C.
Vratime substituci a dostaneme obecné feseni ve tvaru
—x—cotx_y:C = x+c0tx_y:C.
2 2
(" Ulohy k samostatnému feseni
Reste diferencilni rovnice:
a) y' = (x+y) 0y —3y=4xr+1
b)Y /1+x+y=x+y+1 d) v = sin®(x — y)

13



2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

2.1.3 Reseni rovnice typuy’ = f (%)

Definice 2.4 Diferencialni rovnice F(x,y,y") = 0 se nazyva homogenni, pokud ji 1ze pro
x # 0 upravit na tvar
Yy
v =f(2).

X

Homogenni diferencidlni rovnici pfevedeme substituci
y = zx,

kde z = z(x), na diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi pro novou nezndmou
funkci z(x). Ze substituce y = zx, tj. z = Y plyne po derivovani vztah pro nahrazeni
X
derivace
y =Zx+z

Dosazenim substituce do ptivodni rovnice a tpravach dostaneme diferencidlni rovnici se
separovanymi proménnymi pro funkci z = z(x), za podminky f(z) —z # 0.

Zx+z=f(z)
Zx=f(z) —z
Z = (f2) ~2)
1 1
@ _Zdz = ;dx

Jeji obecné feSeni 1ze zapsat ve tvaru

dz
/f(z)_z — In|x| +C.

" Poznamka

P¥ipometime si, kdy se funkce f(x,y) na oblasti ) € R? nazyva homogenni stupné k a
ukdZme si, jak tento pojem souvisi s homogenni diferencidlni rovnici.

Funkce f(x,y) se nazyvd homogenni funkce stupné k (k € IN) na oblasti Q) praveé tehdy,
kdyz v kazdém bodé [x, y| € Q) pro libovolné t # 0 plati

fltx, ty) = #f(x, ).

Budeme-li pfedpokladat, Ze funkce P(x,y), Q(x,y) jsou homogenni stejného stupné k,
potom rovnice P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0je homogenni diferencialni rovnici.

Tedy
P(tx, ty) = t*P(x,y) A Q(tx,ty) = £Q(x,y)
P(tx, ty) tkP(x, P(tx, ty) P(x,y)

_ NN
Q(tx, ty)  t*Q(x,y) Q(tx, ty)  Q(x,y)

14



2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

Rovnici P(x,y) + Q(x,y)y’ = 01ze pro Q(x,y) # 0 upravit na tvar

, . Pxy) ) Plixty)
T Qy Y Q(tx, ty)

. 1
a z této rovnice pro t=—,x ;é 0 dostaneme
X

P(LY)

X

T~ oY) v =£(3)

X

coz je homogenni diferencidlni rovnice.

. J

Pfiklad 2.10 Urcete obecné feeni diferencidlni rovnice xy’ — y = 2, /xy.

& J

Reseni:

2./xy +
xy =2 /xy+y = Yy = @ :2\/24_%
Jedna se 0 homogenni diferencidlni rovnici y’ = f(%).

Zavedeme substituci:

I
N

RiI<

"=Z2'x+2z

<

kde z = z(x).
Dosadime do rovnice y' = 2\/2 + ¢ a nalezneme fegeni z(x).

d 2
Zx+z=2/z4+z = Zx=2yz = az _ <

dx_x'\/z =

Nyni obé strany rovnice budeme integrovat

Nalezené obecné feseni pro neznamou z(x) upravime
= (1 C 2
z= (In|x| + C)7,
vratime substituci a dostaneme obecné feseni pro neznamou y(x)

L= (nlx[+C? = y=x(n|x|+0)>

15



2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

3y —2
Ptiklad 2.11 Uréete obecné feseni diferencidlni rovnice y' = Z - yx.
Regent:
Ovéfime, Ze se jednd o homogenni diferencidlni rovnici.
)_3y—2x y,:x(3%—2) y,zs%—z
x+y x(1+ %) 1+ 2
Zavedeme substituci:
v_,
x
y =72x+z
kde z = z(x).
) ., 3L-2
Dosadime do rovnice y’ = —*—;
1+2
Z'x+z= Sz 2
14z
, 3z -2
Z'x = —
14z
dz 1 72 —2z+42
dx x  1+z
1+z 1
2?2 -2z + 2Cl B de

Nyni budeme integrovat obé strany rovnice a nalezneme feSeni pro funkci z(x).

14z dx

2=~ [Fc

/22—2z+2 z P

1 1/ (2z-2)
2 ———d —/—d =-1 C
/(z—1)2+1 245 ) 2oarg T ik
1

2arctan(z—1)—|—§1n|zz—2,z—|—2|:—ln|x|—|—C
4arctan(z — 1) +In|z?2 =2z +2| = —2In|x| + C

Vratime substituci z = £ a dostaneme obecné feseni pro funkci y(x) :

4 arctan (% — 1) +In

@)tzgﬂ\ — 2Injx|+C.

[Pﬁklad 2.12 Urcete feSeni Cauchyovy ulohy: xy’ —y = /y?> —x2, y(1) =2. ]

Reseni:
Ovéfime, Ze se jedna o homogenni diferencidlni rovnici.

]/2
LR L AN (O e
X X X X X




2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

Zavedeme substituci:

v_,
x
Y =2'x+2z
kde z = z(x).
Dosadime do rovnice ' = 1/ (£)* =1+ L.
Zx+z=Vz22—-1+z
Z'x =22 -1
dz 1
/21
x  x V°
1 1
dz = —dx
z2 -1 x
Nyni budeme integrovat obé strany rovnice.
dz dx
= [ —+C
/ \/z2 —1 X +

Integral na levé strané rovnice si spoc¢itdme zvIast’

t=vVz2—1+z
1 2z

dz dt:<— —|—1>dz_ dt _ S

/ - 2“22_1 —/T—ln|t|—ln‘z+ z 1‘

z2—1

dt ~ dz
toVz22—1
Po integraci obou stran dostaneme feseni pro funkci z(x).

ln‘z+ \/22—1‘ =In|x| +C.

Vréatime substituci z = £ a dostaneme obecné feseni pro funkei y(x).

2
In|Y + <Z> —1l=Inx|+C
x X
Obecné feSeni upravime
2 2
L (L) —1=mier] = L4 /(L) —1=cx
x X X x

Do nalezeného obecného feseni dosadime pocateéni podminku y(1) = 2 a uréime hodnotu
konstanty C,

2 2\?
TTYLT) —1=C1 = Cc=2+4V3

Reseni Cauchyovy tlohy je ve tvaru:

y

PR (%)2—1:(2+\/§)x = Y-t =(2+V3)AR

17



2.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

[ Ulohy k samostatnému feseni

Reste diferencidlni rovnice:

2

a)y':%—Z
Xty
by =
2x
C)y/:xz_yyz
)
d)y—y+x
I et 4 Y
e)y =e +x

h) xy' = y(Iny —Inx)

i) xy’—y:xtan%

)y =yy*+x7)
k) xdy — ydx = ydy
1) (3y? +3xy + x?)dx = (x* + 2xy)dy

m) (x—ycos %) dx+xcos%dy =0

n) (8y+ 10x)dx + (5y +7x)dy =0

(" Ulohy k samostatnému feseni

Reste Cauchyho tlohu:

a) (xy —y) arctan% =x, y(1)=0

b) (y* —3x?)dy + 2xydx = 0, y(0) =1

18



2.2. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

2.2 Linedarni diferencialni rovnice 1. fadu

Linedrni diferencidlni rovnice jsou takové rovnice, které jsou linedrni vzhledem k neznamé
funkci a jejim derivacim. Linedrni diferencidlni rovnice 1. fddu jsou velmi dtlezité - vede
na né fada praktickych problémi, a také na né lze transformovat nékteré jiné typy rovnic.

e N

Definice 2.5 Linedrni diferencidlni rovnici prvniho ¥adu (zkrdcené LDR) nazyvdme
kazdou rovnici tvaru

Y+ p(x) -y =4q(x),
kde p(x), g(x) jsou spojité funkce na ur¢itém intervalu (a, b). Déle

1. je-li g(x) = 0, hovofime o zkrdcené (homogenni) LDR,

2. je-li g(x) # 0, hovofime o nezkriacené (iplné, nehomogenni) LDR.

- J

(" Poznamka

Ptiklady linearnich rovnic:
o xy —y=x
ey —Inx?.y =sinx

ony’—%—Z:O

Ptiklady rovnic, které nejsou linedrni:

o xy'y=x

oy —xy2 = sinx

. 2xy’—§—251ny:0

. J

Homogenni LDR y’ + p(x) -y = 0 je zaroven separovatelnou rovnici ¥ = —p(x) -y,
kterou fesit umime. Ke kazdé tplné LDR i’ + p(x) - y = q(x) existuje pFislusny zkréceny
tvary’ + p(x) -y = 0.

4 )

Véta 2.1 Homogenni LDR ' 4+ yp(x) = 0 md na intervalu (a, b) obecné feSeni tvaru

§=Ce P CecR

e N

Véta 2.2 Obecné feSeni ipIné linedrni diferencidlni rovnice ma tvar

y(x) = §(x) +v(x),

19



2.2. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

kde 7(x) je obecné feseni zkrdcené rovnice a v(x) je libovolné partikuldrni feSeni aplné
linearni diferencidlni rovnice.

Funkce v(x) se také nazyva partikularni integral aplné linedrni diferencidlni rovnice.

2.2.1 Metoda variace konstanty

K nalezeni feSeni nehomogenni rovnice (rovnice s pravou stranou) se nejcastéji uziva me-
toda variace konstanty, integra¢ni kosntantu C zaménime za néjakou funkci proménné x,
C=C(x):

1. Nalezneme feSeni (separaci proménnych) pfislusné homogenni rovnice (zkrdceny tvar)

/
y+px)y=0
§=Ce JPWd CceR.
2. Obecné feSeni tplné rovnice je ve stejném tvaru jako je feSeni p¥islusné zkracené rovnice

s tim rozdilem, Ze C neni konstantou, ale funkci C(x) takovou, Ze funkce y = C(x)e™ / P(x)dx
vyhovuje zadané rovnici.

Postup nalezeni C(x):

Uréime derivaci odhadovaného feSeni
y= C(x)e_fp(x)dx
Yy = C'(x)e” [P _ C(x)e= [ P0dxp (y),

Funkci y a jeji derivaci i’ dosadime do tplné LDR 1. f4du a dostaneme rovnici pro nezna-
mou funkci C’(x).

C'(x)e [P0 — Clape S Pxp(x) 4 p(x) - C(x)e [P — ()

(. / .
-~ -~

v y

Na levé strané rovnice se vzdy musi odecist dva ¢leny obsahujici funkci C(x). Po tpravé
dostdvame diferencialni rovnici pro neznamou funkci C(x).

Clr)e PO =g(x) = C'(x) =qg(x)e I

Integraci nalezneme funkci C(x) s integratni konstantou C:
C(x) = /q(x)ef P)drqx 4 C,

kterou dosadime do odhadovaného teseni y = C(x)e™ J'P®)dx 3 dostaneme obecné Feseni
rovnice

y= (/q(x)efp(x)dxdx + C) e~ [ p(x)dx _ Ceffp(x)dx +efp(x)dx/q(x)ef p(x)dxdx.

J/

9(x) o(x)

20



2.2. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

[ Ptiklad 2.13 Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice y’ — y = e?*. ]

Resent:
Ptislusné zkracend LDR ma tvar ' — y = 0. Jedna se o rovnici separovatelnou, jejiz obecné
feSeni je

%:y = /%:/dx—kC = Injy=x+C = 7y==Ce".

Provedeme variaci konstanty. Pfedpokladejme, ze C = C(x), potom
y=Clx)e’
a jeji derivace je
y' = C'(x)e* + C(x)e".
Po dosazeni do ptivodni rovnice se ndm odectou dva cleny

C'(x)e* + C(x)e* — C(x)e* = &%,

C'(x)e* =e* = C'(x) =e"
Odtud pfimou integraci
C(x) = /exdx =e" 4+ C.

Po dosazeni do y = C(x)e* obdrzime obecné feSeni

y=(ex+C)ex=Cex+e2x=y+v.

[ Ptiklad 2.14 Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice x?y’ + xy = In x ]

Reseni:
Rovnici si nejprve upravime na tvar

’_|_1 _ln_x
STy TR
a vyfresime zkrdcenou LDR
y’+z:0 = dvy__y = /%:—/%—FC = Inly|=—In|x|+C.
x dx x y X

ST .. C
ReSeni zkrdcené rovnice: j = —.
X

Provedeme variaci konstanty. Pfedpoklddejme, zZe C = C(x), potom

@ L, Ck)_

X X x2

21



2.2. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

Po dosazeni do ptivodni rovnice dostdvame

! 1 1 ! 1 |
Clo) € C1_lnx _ Cl) _Imx g Inx

X x X X X X x x

Odtud pfimou integraci
In x 1 2
C(X) = /de— Eln x4+ C.
Po dosazeni obdrzime obecné feSeni
(1.5 1 Cc 1.,
Y= (Zln x+C> ol +2x1n x=y+o.
7y I}

v 2 v P 7 7 /_ — . —
{Prlklad 2.15 Urcete feseni Cauchyovy tlohy y e —T x—2,y3) =1
Resgent:

Vytesime zkracenou LDR
7y y 7 dy 7
/— - = = —— _— =
U v T, R e i e T, BTy S 3y PR R
dy 7 x—2 x—2
-7 = 1 =In——+1 j = :
/y /(x—2)(x+5)dx+c = Inlyl nx+5+nc - Y Cx+5
Provedeme variaci konstanty, C = C(x).
x—2
7= C(x)x+5
;X —2 7
]/_C(x)x+5 C(x)(x+5)2
Dosadime do ptivodni rovnice:
x—2 7 7C(x)%2
C/ C - x+5 — _2
RS Ol oo Al P 3 e
f X —2
=Vx—2
¢ (x)x+5 g
x—2 '
Odtud
5 x—2=1 )
Clx)= [ 2dx=| x=r12|= [ Lot
x—2 t
dx = 2tdt
) 213 2 3
:/(Zt +14)dt = S+ 140+ C= £ (VI—2) +14vx—24C.

22



2.2. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

Po dosazeni a tipravé obdrzime obecné feSeni

2 x—2
y= <§\/x—2(x+19)+C) T T5

Do nalezeného obecného feseni dosadime pocatetni podminku y(3) = 1 a uréime C.

— 1 20
(g\/3—2(3+19)+c>u—1 = (ﬁJrC)g:l = C=-=—

3 3+5 3 3

Reseni Cauchyovy tlohy je ve tvaru:

2 20\ x —2
y— (5\/3(—2(3(_’_19)—?) x+5

[ Pfiklad 2.16 Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice i’ + y sin x = sin® x. ]

Resent:
Nejprve vyfesime zkracenou LDR

/
Y +ysinx=0 = yg:—sinx = /%:—/SiHde—l-c = In|y| =cosx+C

Reseni zkrdcené rovnice: j = Ce®*~.

Provedeme variaci konstanty C = C(x).

y — C(x)eCOSX
y/ — C/(x)eCOSX +C(x)eCOSX(_sinx)

Dosadime do ptivodni rovnice:

C'(x)e“* 4+ C(x)e*(—sin x) + C(x)e“* sin x = sin® x
C'(x)e“s* = sin® x

C'(x) = e~ “¥sin’ x.

cosx =t

—COSX L:.~3 —Cos X 2 .
= dx = / 1-— dx =
C(x) /e sin” xdx e ( cos” x) sin xdx ' si ¢

eft

u=1-t* o
u = -2t v

=— /e—f(l — t3)dt =

u=2 o =et

=0 ?)e " + /Zte_tdt =
—e

—(1-f)et—2tet —2ef = (242t 4+1)e ! =

u' =2 v=—e!

= —(cosx 4 1)%e ¥ 4 C.
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2.2. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

Dosadime do pfedpokladaného tvaru obecného feSeni
y= (—(cosx +1)%e™ 0% 4 C) ecos¥
a po upraveé dostaneme

y = —(cosx 4 1)% + Ce®®?, C € R.

[ Ptiklad 2.17 Reste Cauchyho tlohuy’ —ycotx = e*sinx, y (£) = 0. ]

Resent:
Nejprve vyfesime zkracenou LDR

Y —ycotx=0 = %:ycotx = /%:/cotxdx—i—C = In|y| =1In|sinx|+C

ReSeni zkrdcené rovnice: §J = Csinx.

Provedeme variaci konstanty C = C(x).

y = C(x)sinx
y' = C'(x)sinx + C(x) cos x

Dosadime do ptivodni rovnice:

C’(x)sinx + C(x) cosx — C(x) sin x cotx = e*sinx
C'(x)sinx = e*sinx
C'(x) = e".

Odtud
C(x) = /exdx =e' +C.

Dosadime do pfedpokladaného tvaru obecného feSeni
y=(e"+C)sinx.

Dosazenim po¢ate¢ni podminky y (%) = 0 ur¢éime hodnotu konstanty C
T . 7T T
0:<e2 —i—C)smE = C= —e2.

Hledané fesSeni je tedy
T
2

> sin x.

y= (ex—e
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2.2. LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 1. RADU

[ Ulohy k samostatnému feseni

Reste diferencilni rovnice:
a) v + 2y = 4x

b) i +2xy = xe ¥

1—2x
2

)y + y=1

d) x(y' —y) = (14 x%)e*

2xInx —y +x
e) y/: y

X

f) yl — e2x o exy

g) ¥ +ycosx = sinxcos x

h) v =2y — x?

i) (1+x2)y —2xy = (1+x%)?
)X+ +y = x(1+x7)?
k) x?dy + (3 — 2xy)dx =0

1) xdy = (x® —y)dx

dy
dx

m) = Yy cos X + sin2x

n) 2xdy + (x* — 6y)dx = 0

[ Ulohy k samostatnému feseni

Reste Cauchyho tlohu:

a) x ’—XL_H:x,y(l):O

b) ¥ —ytanx = y(0) =0

cosx’
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KAPITOLA

3

LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE
2. RADU S KONSTANTNIMI
KOEFICIENTY

Resime-li konkrétni problémy z praxe, které jsou popsany diferencidlnimi rovnicemi, ¢asto
zjist'ujeme, Ze jednotlivé parametry (hmotnost, hustota, frekvence, atd.), které vystupuiji
jako koeficienty diferencidlnich rovnic, jsou konstanty. Takovéto tlohy tvoii zdkladni sku-
pinu mezi LDR druhého fadu.

e N

Definice 3.6 Linearni diferencidlni rovnice (LDR) druhého #adu s konstantnimi koefici-
enty ma tvar

azy” (x) + my' (x) + agy(x) = b(x),
kde ay # 0,41, ap jsou redlné konstanty a funkci b(x) nazveme pravou stranou rovnice.
Dale

1. je-li b(x) = 0, hovofime o zkrdcené (homogenni) LDR,

2. je-li b(x) # 0, hovofime o nezkriacené (iplné, nehomogenni) LDR.

-

(" Poznamka )

y" + 3y’ =2 —x ...nehomogenni LDR

¥y +3y =0 ... ptisludnd homogenni LDR
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3.1. RESENI HOMOGENNI LDR

3.1 Reseni homogenni LDR

Definice 3.7 Dvojici funkci 1 = y1(x), y2 = y2(x) nazyvame fundamentdlni systém

) y y
feSeni rovnice ayy” + a1y’ + apy = 0, pokud y1, ¥ jsou dvé netrividlni linedrné nezavisla
feSeni dané rovnice.

O lineédrni nezdvislosti funkci y1, y, které jsou definované na I a maji zde spojitou prvni
derivaci, rozhodneme pomoci Wronského determinantu (Wronskidnu).

W:‘@yg
i ¥
Pokud v néjakém bodé x € I plati, ze W # 0, pak jsou funkce y1, i, linedrné nezavislé na
I.

[ Priklad 3.18 Ukazte, Ze funkce y; = €3, y» = xe3* jsou lineadrné& nezévislé na IR. ]
Resent:
Uré¢ime hodnotu Wronského determinantu:
3x 3x
e xe
W = 3 (&3 + 3xe) — 3xe® = e

"] 3e3 e3* 4 3xe¥
Protoze €% # 0 pro Vx € R, jsou funkce y; = €>*, y, = xe®" linedrné nezévislé na R.
Mgjme zkrdcenou rovnici apy” + a1y’ + agy = 0. UkdZeme, Ze vSechna feSeni takovéto rov-

nice dokdZeme najit bez pouZiti integrace a dokdZeme je vyjadrit pomoci elementarnich
funkci.

Podivejme se na feSeni homogenni linedrni rovnice prvniho fddu s konstantnim koeficien-
tem:

Yy +ay=0
y' = —ay
1dy = —adx
y
7=Ce ™

Regenim je napftiklad funkce ve tvaru y = e'~, kde r € R. Pro rovnici druhého ¥adu hle-
dejme feSeni také ve tvaru y = e’* a urceme, jaké jsou pozadavky pro r. Odhadované
feSeni y = e'* a jeh i a druhou derivaci, y' = re’*, y” = r?e’* dosadime d i
y = e'* ajeho prvni a druhou derivaci, y' = re’*, y’ = r°e’* dosadime do rovnice
axy” + ay’ + apy = 0 a upravime.
/! /
ay” +ay +aopy =0
apr’e’™ + ajre™ + age’™ =0
e (ayr® + ayr +ag) =0
JelikoZ funkce e # 0 pro Vx € R, plati, Ze y = e'* je feSenim, pokud r je feSenim tzv.
charakteristické rovnice (kvadraticka rovnice pro nezndmou r)

a2r2 +air +ag = 0.
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3.1. RESENI HOMOGENNI LDR

Charakteristickou rovnici odvodime snadno ze zadané homogenni LDR, kde misto y" do-
sadime 72, misto y’ dosadime r a misto y dosadime 1.

3.1.1 Nalezeni fundamentdlniho systému feSeni homogenni LDR

Méjme rovnici ary” + a1y’ + apy = 0 a jeji charakteristickou rovnici a,r? + a7 + ag = 0.
Reseni zkracené rovnice zavisi na tom, jaké jsou kofeny charakteristické rovnice:

e ma-li charakteristickd rovnice dva rtizné redlné koteny r1, 7, € R, potom fundamen-
talni systém feSeni je y; = €"1%, y, = €’2* a obecné feSeni je ve tvaru

7= Cre 4 Cre',
kde C,Cp € R,

e ma-li charakteristickd rovnice dvojnasobny kofen r, potom fundamentalni systém fe-
Senije y; = €'¥, yp = xe’* ajeji obecné feSeni je

7 = Cre’™" + Coxe™,
kde C1,Cp € R,

e ma-li charakteristickd rovnice komplexni kofeny r1 , = a £ i, potom fundamentalni
systém feseni je y; = e** cos Bx, y» = e sin fx a obecné feSeni je

7 = C1e"* cos Bx + Cre™* sin Bx,

kde C1,Cy € R.

[ P¥iklad 3.19 Reste diferencialni rovnici Yy’ =3y +2y =0. ]

y' =3y +2y=0
12 —3r +2 =0 ...pislugna charakteristickd rovnice
3£v9-8

7’1/2 r = 2, Ty = 1

Charakteristicka rovnice ma 2 rtizné realné kofeny 1 = 2, r, = 1, tedy feSeni rovnice je ve
tvaru:
7 = Cre®* + Cpe®.

[ Priklad 3.20 Reste Cauchyho tlohuy” — 4y =0, y(0) =1, y'(0) = 2. ]
Regent:
y'—4y=0
r2 —4 =0 ...ptisludna charakteristick4 rovnice
o= +2
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3.1. RESENI HOMOGENNI LDR

Charakteristicka rovnice ma dva redlné koteny r; = 2,7, = —2, tedy obecné feSeni rovnice
yn
je ve tvaru:
7= C1e2x + Czeizx.

Dosazenim potatetnich podminek y(0) = 1, 1/(0) = 2 do obecného Feseni a jeho derivace
ur¢ime konstanty Cq, C.
y = Cre* + Cre ™
y =2Ce* — 2Ce
1=Ce'+Ce’ =C1=1-G
2 =2C1e” — 2Cy€’
2=2-4C; = =0
Ci=1-0=1

Hledané feSeni je ve tvaru:
7 = e

[ Priklad 3.21 Reste diferencialni rovnici y" — 4y’ + 5y = 0. ]

Regent:
y' =4y +5y =0
1> —4r +5=0 ...piisluna charakteristicka rovnice

4+ 16 —20
— 2

o= "o = 241

Charakteristicka rovnice ma 2 komplexné sdruzené kofeny, pficemz o = 2, B = 1, tedy
feSeni rovnice je ve tvaru:
7= C1e% cos x + Cpe** sin x.

Priklad 3.22 Retéz o délce 3 metry klouZe z hladkého horizontélniho stolu. Pfesné pred
tim, neZ doslo k pohybu fetézu ze stolu, visela ze stolu ¢ast fetézu o délce 30 cm. Za
jakou dobu fetéz ze stolu spadne?

Regent:
Pohyb fetézu ze stolu zptisobuje tihova sila ptisobici na ¢ést fetézu visici ze stolu, jeji veli-
kost je
m

F=7ys
kde [ je délka fetézu, m hmotnost fetézu a y je velikost ¢asti fetézu, jiz visici ze stolu,
¢=9,8lm-s2
Vime, Ze podle 2. Newtonova zdkonu je F = mij, po dosazeni a tpravach dostavame dife-
rencidlni rovnici 2. ¥ddu pro neznamou funkci y(#)

mj=Tyg = y—§y=0-
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3.2. RESENI NEHOMOGENNI LDR

= 0 ...pfisludna charakteristicka rovnice

rp = i\/%

Obecné feSeni rovnice je ve tvaru:
f=y= Cle\/?t + Cze_\/?t.
Dosadime pocate¢ni podminky v ¢ase t = 0, y(0) = 0,3 a y(0) =0,
y= Cle\/?t + Cze_\/?t

y=0C \/%e\/?t -G \/%e_\/?t

0,3 = C1e° + Cye’

/9,81 /9
0= ’38 Cleo — ,381 Czeo = CG=0C

0,3=C+C = C=C=0,15

a dostaneme feSeni ve tvaru

y=0,15(eVil+e Vi),

Ukolem je uréit ¢as, za ktery fetéz spadne ze stolu, tudiz je potieba z feeni vyjadfit t.

. "y g . . « . /%
Rovnici vyndsobime ﬁe\/} a dostaneme kvadratickou rovnici proménné eVt

2
e\/% —Le\/?t +1=0 = e\/?t: 1 + 1 2_1.
Yy y Y

0,15 0,3 4.0,15%

Cas musi byt nezdporny, proto ma smysl pouze feSeni eVt = 01?3/ +\/ T 0/1152 y>—1,
do kterého dosadime za y = I a vyjadiime ¢:

I I 1 3 3 3
\£n<0,3+\/4-0,152 ) 9,81 n<0,3Jr 4-0,15% ) /00

Retéz ze stolu spadne za 1,66 sekund.

3.2 Reseni nehomogenni LDR

Méjme nehomogenni LDR
ayy” + my' + agy = b(x),

tj. b(x) # 0.

Obecné feSeni tiplné rovnice je ve tvaru:

y(x) = §x) +v(x),
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3.2. RESENI NEHOMOGENNI LDR

kde 7(x) je FeSeni ptislusné zkrdcené rovnice a v(x) je partikuldrni ¥eSeni tplné rovnice
piislusné pravé strané b(x).

Reseni pFislusné homogenni rovnice § nalézt umime. Partikuldrni feSeni v(x) lze nalézt
pomoci dvou metod:

e Lagrangeova metoda variace konstant - univerzalni metoda

e metoda neurcitych koeficient - metoda pouZitelna pouze v ptipadé specidlniho tvaru
pravé strany

Véta 3.3 (Princip superpozice) Necht' v nehomogenni rovnici ay” + a1y’ + agy = b(x)
1ze funkci b(x) rozlozit na soucet ve tvaru

b(x) = b1(x) +ba(x) + - - - + be(x)
a necht’ v;(x) je partikuldrni feSenf rovnice
ay" +ay' +agy = bj(x), j=1,...,k

pak
0(x) = 01(x) + 02(x) + - + 74()

je partikuldrni feSeni ptivodni rovnice.

| J

3.2.1 Metoda variace konstant

Princip metody je analogicky feSeni linedrni diferencidlni rovnice 1. fadu.
p

Véta 3.4 (Variace konstant pro LDR 2. ¥ddu) Obecné feSeni rovnice
azy” +my' + aoy = b(x)
s konstantnimi koeficienty a, a1, ag 1ze vyjadfit ve tvaru

y(x) = 9(x) +0(x) = 9(x) + 1 (x) [ VvvvlT(xp?dx F0s) | VVVVZ(%) "

kde (x) = Cry1(x) + Caya(x) je obecné FeSeni p¥islugné zkrdcené rovnice, W(x) wron-
skidn jejtho fundamentalniho systému a Wi (x), W»(x) jsou determinanty vytvofené z
wronskidanu W (x) nahrazenim prvého resp. druhého sloupce vektorem pravych stran

(0,b(x)/az).

- J

Uplnou linearni diferencialni rovnici druhého #adu s konstantnimi koeficienty
azy” + ary’ + agy = b(x)
budeme fesit za ptfedpokladu, Ze zname feSeni zkracené rovnice § = C1y1(x) + Coya(x).

Predpoklddejme, Ze obecné feSeni tiplné linearni diferencidlni rovnice druhého fadu bude
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3.2. RESENI NEHOMOGENNI LDR

mit stejny tvar jako feSeni zkracené rovnice, avsak ve vzorci nahradime konstanty C;, Co
neznamymi funkcemi Cq (x), Ca(x). Provedeme tzv. variaci konstant. Hleddme tedy feSeni
ve tvaru

y(x) = Cr(x)y1(x) + Ca(x)ya(x).
Urdéime derivaci odhadovaného feSeni

y' = Ciy1 + Ciyy + Coya + Coy.

Volba novych funkei Cq (x), C2(x) umoziiuje stanovit vhodnou dopliiujici podminku, a tou

je pozadavek, aby
Ciy1 + Chyp = 0.

Dosazenim podminky do prvni derivace dostdvdme

V=Cyi+Cyy a y'=Cyi+Cyi +Coys+ Caya.
Ziskany vztah pro funkci y(x) a jeji derivace dosadime do tplné rovnice a po tpraveé ob-
drzime
Ci(a2y) + my’ + aoy1) + Ca(a2ys + aryy + aoya) + a2(Ciyy + Caya) = b(x).
ProtoZe y1,y> jsou feSeni piislusné zkrdcené rovnice, musi byt vyrazy v zdvorkach rovny
b

nule a dostaneme Cjy; + Chyh = %. Tim jsme obdrzeli druhou podminku pro derivace

2

neznamych funkci C1(x), Co(x) a mtiZzeme Fesit soustavu linedrnich rovnic

C{yl + Céyz =0,

b
iy + Chyp = 2,
a2
Determinant soustavy je wronskidnem funkci vy, 12 (W = z ! 5,2 D, ktery je rtizny od
1. 72

nuly, nebot’ obé funkce jsou podle pfedpokladu linedrné nezavislé. Soustava md tedy je-
diné feSeni, které nalezneme pomoci Cramerova pravidla pro feSeni soustav linedrnich
rovnic

Wi (x) Wa(x)
() — I (y) —
Cl(x) - W(X) ’ CZ(x) - W(X) ’

0 1 1 0
kde Wy = | p(x) ]// aW, = ]// b(x) |-

Tap J2 1 "ap
Po integraci téchto vztahti dostaneme
_ (M) _ [ Wa(x)
Cl(x) = W(x) dx + Cl, Cz(x) = W(x) dx + Cz,

kde C1,C;, € R. Dosadime-li do p¥edpokladaného feseni y(x) = C1(x)y1(x) + Ca(x)y2(x)
a po roznasobeni dostaneme obecné feseni zadané rovnice v poZadovaném tvaru

y(x) = 9(x) + v(x) = Cry1 (x) + Coya (%) +v1(x) / VV\\/;((;C)) dx + y2(x) / WZ((;)) dx.
v) g

4

J/

~"

9(x) v(x

32



3.2. RESENI NEHOMOGENNI LDR

[ Ptiklad 3.23 Urcete obecné feseni diferencidlni rovnice y” +y = 5e?*. ]

Reseni:
Nalezneme feSeni pfislusné homogenni rovnice:

y'+y=0
rP+1=0
2= +i

Charakteristickd rovnice md 2 komplexné sdruzené koteny, pficemz « = 0, p = 1, tedy
feSeni rovnice je ve tvaru:
7= Cicosx + Cysinx.

Provedeme variaci konstant C; = C1(x), C; = Cp(x):
y = Cy(x) cos x + Co(x) sin x.

Pro ur¢eni neznamych funkci C1(x) a C(x) vypocteme p¥islusné determinanty:

cosXx Sinx ’ . 9
W(x) = , = cos” x +sin“x =1,
—sinx cosx
Wy (x) 0 sinx B2t g Wa(x) Ccos X 0 B2t
x) = = —5e“*sinx, x) = = 5e“* cos x.
! 5e%¥  cos x 2 —sinx 5e**
Déle bude
W
Ci = Wl((;c)) = 5e¥siny = (= —S/ezx sin xdx = e*(cos x — 2sinx) + C;,
W,
C) = Wz((;)) =5 cosx = (= 5/er cos xdx = e**(2cos x + sinx) + Co.

Nalezené C; a C; dosadime do y = Cq(x) cosx + Ca(x) sinx
y= (eZ"(cos x —2sinx) + C1) cos x + (ezx(Z cosx + sinx) + C2> sin x,
po tpravé dostaneme obecné feSeni ve tvaru

y = 9(x) +v(x) = Cy cos x + Cy sin x + e*.

Ptiklad 3.24 Urcete obecné feseni diferencialni rovnice y” + 3y’ + 2y =

1+ex

Reseni:
Nalezneme feSeni pfislusné homogenni rovnice:

y//+3y/+2yzo

4+3r+2=0
7’1:—1
1’2:—2
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3.2. RESENI NEHOMOGENNI LDR

Charakteristickd rovnice ma 2 rtizné redlné koteny, tedy feSeni rovnice je ve tvaru:
7=Cie "+ Coe 2%,
Provedeme variaci konstant C; = C1(x), C; = Cp(x):
y = Ci(x)e " + Cy(x)e .

Pro ur¢eni neznamych funkci C1(x) a Ca(x) vypocteme piislusné determinanty:

efx e72x L, 4 L,
Wix) = —e " e 2X =27 t+e T =—e,
0 e 2 o—2¢ e " 0 o
W = e — W = =
1(x) 1 Je 2x 1+ ex’ z(x) _e ¥ 1 1+ ex
1+e* 1+ e
Dale bude
Wi (x) e 2 e~ e”
Cl = — - C:/ dx =1In|1+e¥| +Cy,
1 W(X) (1+ex)(_e_3x) 1_|_ex = 1 1+ex X n| +e |+ 1
Wz(X) e X e2x e2x
— — P - dey=1Inl1 X| _ aX )
=Wy = Arence™ = Tqe = @ Tradr=illiel oG

Nalezené C; a C, dosadime do y = Cy(x)e ¥ + Cp(x)e ¥
y=(In[l+e"|+C)e *+ (In|l+e*| —e' +Cy)e ¥,
po upravé dostaneme obecné feSeni ve tvaru

y=79(x)+0(x) =Cie ™ +Coe > +e *In|l +e*| + e *(In|l +e*| —eY).

3.2.2 Metoda neurcitych koeficientii

Princip metody je zaloZen na odhadu tvaru partikularniho feSeni na zakladé tvaru pravé
strany diferencidlni rovnice. Metodu Ize vyuZzit pouze pro tzv. specidlni pravé strany -
prava strana rovnice je polynom, exponencialni funkce nebo funkce sinus ¢i kosinus, pfi-
padné jejich souciny. Tvar specidlni pravé strany je dan nasledujici vétou.

4 )

Véta 3.5 (Metoda neurcitych koeficient(i pro LDR 2. fadu)
Necht’ m4 prava strana LDR s konstantnimi koeficienty tvar
b(x) = e (pm(x) cos wx + g, (x) sinwx),

kde pm(x), gn(x) jsou polynomy stupiiti m, n a A, w € R. Je-li &islo A + iw k-ndsobnym
kofenem jeji charakteristické rovnice, potom volime partikuldrni integral (feSeni) ve
tvaru

v(x) = x*e (Py(x) cos wx + Qpi(x) sin wx),

kde M = max{m, n}.
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3.2. RESENI NEHOMOGENNI LDR

Koeficienty polynoma Pus(x) a Qp(x) uréime srovnavaci metodou po dosazeni par-
tikularniho integralu do ptivodni rovnice.

- J

(" Poznamka

e specialni pravé strany: sin x, cos(2x) %, 3,e 3%

. il ) . 2
e nejsou specidlni pravé strany: sin x cos(3x), In x, e* 2

| J

Tvar partikuldrniho feSeni odhadneme podle nésledujici tabulky:
- pm(x), Pu(x), Qm(x) jsou polynomy m-tého stupné: A,x™ + --- + Ajx + Ag
-A,BeR

b(x) kofen charakteristické rovnice | v(x)

r = 0, k-ndsobny XK Py, (x)
pm(x)

r#0 Py (x)

— ] ) ko)

o r = A, k-ndsobny Axfe™

r#A AeM*
sin wx r = fiw x(Asinwx + B cos wx)
COS wx r # tiw Asinwx + B cos wx
eMpu(x)sinwx | r = A +iw xe (Qu (x) sin wx + Py, (x) cos wx)
eMpm(x)coswx | r £ A +iw eM (Qu(x) sin wx + Py (x) cos wx)

Pfiklad 3.25 Odhadnéte pro rovnici y” + 5y’ = b(x) tvar partikularniho fegeni
a) b(x) = 5x? d) b(x) = 3xe™>*
b) b(x) = sin(5x) e) b(x) =e *cos2x
) b(x) = 3e> f) b(x) =e"+2
Resent:

Nalezneme koteny pfislusné charakteristické rovnice:
Y/ +5/ =0 = r+5r=0 = r =01r=-5

a) b(x) = 5x? - polynom druhého stupné = tvar partikuldrniho feSeni musi byt tedy
obecny polynom stejného stupné : Ax? + Bx + C (kontrola: po dosazeni konkrétnich
hodnot A = 5, B = C = 0 dostaneme tvar pravé strany)

- v piipadé, Ze na pravé strané je pouze polynom, kontrolujeme, zda je ¢islo 0 ko-
fenem charakteristické rovnice: ano, 0 je jednim z kofenti r; = 0
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b)

d)

f)

- partikularni fegeni bude ve tvaru : v(x) = x(Ax? + Bx + C)

b(x) = sin5x - funkce sinus a konstanta = tvar partikularniho feSeni musi tedy ob-
sahovat funkci sinus i kosinus se stejnym argumentem: A sin5x + B cos 5x (kontrola:
po dosazeni konkrétnich hodnot A = 1, B = 0 dostaneme tvar pravé strany)

- v pfipadé, Ze na pravé strané je goniometrickd funkce, kontrolujeme, zda je ¢islo
+5i kofenem charakteristické rovnice: neni

- partikuldrni ¥eSeni bude ve tvaru : v(x) = Asin5x + B cos 5x

b(x) = 3e>*- exponencidlni funkce a konstanta = i tvar partikularniho feseni musi
byt exponencidlni funkce se stejnym argumentem: Ae>* (kontrola: po dosazeni kon-
krétnich hodnot A = 3 dostaneme tvar pravé strany)

- v piipadé, Ze na pravé strané je exponencidlni funkce, kontrolujeme, zda je ¢islo
5 kofenem charakteristické rovnice: neni

- partikularni fegeni bude ve tvaru : v(x) = Ae>™

b(x) = 3xe™>* - exponencidlni funkce a polynom prvniho stupné = i tvar partikular-
niho feSeni musi byt exponencidlni funkce se stejnym argumentem a polynom stej-
ného stupné: (Ax + B)e™>* (kontrola: po dosazeni konkrétnich hodnot A = 3,B = 0
dostaneme tvar pravé strany)

- v piipadé, Ze na pravé strané je exponencidlni funkce, kontrolujeme, zda je ¢islo
—5 kofenem charakteristické rovnice: ano, -5 je jednim z kofenti r, = —5

- partikularni fegeni bude ve tvaru : v(x) = x(Ax + B)e >*

b(x) = e ¥ cos2x - exponencidlni funkce, konstanta a funkce kosinus = tvar parti-
kularniho feSeni musi obsahovat exponencidlni funkci se stejnym argumentem a obé
goniometrické funkce se stejnym argumentem: e~ * (A cos 2x + B sin 2x) (kontrola: po
dosazeni konkrétnich hodnot A = 1, B = 0 dostaneme tvar pravé strany)

- v pfipadé, Ze na pravé strané je exponencidlni funkce i goniometricka funkce, kont-
rolujeme, zda je ¢islo —1 + 2i kofenem charakteristické rovnice: neni

- partikuldrni feSeni bude ve tvaru : v(x) = e *(A cos 2x + Bsin 2x)

b(x) = e* 4 2 - nejedna se o specidlni tvar pravé strany (mezi konstantou a exponen-
cidlni fuknci neni soucin), ale je dana jako soucet dvou funkci, z nichz kazd4 ma tvar
specidlni pravé strany, tzn. l1ze vyuZit principu superpozice a odhad nalezneme ve
tvaru

o(x) = 01(x) + 03 (x),

kde v1(x) bude odpovidat funkci by (x) = e* a vp(x) funkci by (x) =2

v1(x) = Ae* - exponencialni funkce (1 neni koten)
v2(x) = Bx - konstanta (0 je kofen = obecnou konstantu nasobime x)
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- partikularni feSeni bude tedy ve tvaru : v(x) = Ae* 4 Bx

Nalezeni koeficientt

Po spravném urceni tvaru partikularniho feSeni zbyva dopocitat neznamé koeficienty po-
lynom.

1. odhadovany tvar feSeni v(x) a jeho prvni a druhou derivaci dosadime do ptvodni
(Gplné) rovnice za y, ', y"”

2. dostaneme jednu rovnici pro nezndmé koeficienty polynomi a tu feSime zndmou me-
todou neurcitych koeficientfi, kterd spociva v porovnani koeficientti u jednotlivych li-
nedrné nezavislych funkci na obou strandch rovnice - dostaneme soustavu linedrnich
rovnic, kterou vyfeSime

[ Piiklad 3.26 Reste diferencialni rovnici y' 44y = -2 ]

Reseni:
Nalezneme feSeni pfislusné homogenni rovnice:

y' +4y=0
rP+4=0
2= +2i

Charakteristickd rovnice md 2 komplexné sdruzené koteny, pficemz « = 0, p = 2, tedy
feSeni zkracené rovnice je ve tvaru:

7 = Cy cos 2x + Cy sin 2x.

b(x) = —2 - specidlni prava strana = pouZijeme metodu neurcitych koeficienti
partikuldrni feSeni je ve tvaru (0 neni kofen) : v(x) = A

uréime prvni a druhou derivaci odhadnutého tvaru feSeni: v = 0, v/ = 0, dosadime
do puvodni rovnice y’ + 4y = —2 a dostaneme:

0+4A=-2 = A:—%

partikuldrni feSent je :

obecné feseni rovnice dostaneme jako y = §(x) + v(x):

y=7(x)+o(x) =C COSZX—}-CzSinzx—%
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[ Priklad 3.27 Reste diferencialni rovnici v — 10y’ + 24y = (3x — 1)e>". ]

Resent:
Nalezneme feSeni prislusné homogenni rovnice:
y" =10y +24y =0
r*—10r+24 =0
ry = 4
rp =206
feSeni zkracené LDR druhého fadu bude
7= C1e4x + Cze6x.
b(x) = (3x — 1)e* - speciélni pravd strana = pouZijeme metodu neuréitych koeficientti
partikularn{ feseni je ve tvaru (3 neni koten) : v(x) = (Ax + B)e3*
pfislusné derivace jsou
v/ = Ae® +3(Ax + B)e¥,
v = 6Ae> +9e3* (Ax + B).
odhad feSeni a derivace dosadime do tplné rovnice
6Ae% +9e3* (Ax + B) —10 (Ae3x +3(Ax + B)e3x> +24 (Ax + B) ¥ = (3x — 1)e¥

o —

1 o(x)

v//
po tpravé dostaneme

3Axe™ 4 (—4A + 3B)e* = 3xe®* — %",

3 3

porovname koeficienty u vyrazii xe>* a e>* na obou stranach rovnice

xe3* . 3A = 3

e3x: _4A —|—3B :_1} = Azlale

partikuldrni feSeni je
o(x) = (x+1)e**

obecné feSeni tiplné rovnice md tvar

y =9(x) +o(x) = Cre™ + Ce® + (x + 1) ™.

[ Priklad 3.28 Reste diferencialni rovnici v — 2y’ +y = 2x2 + e — 2. ]
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Resent:
Nalezneme feSeni pfislusné homogenni rovnice:

y' =2y +y=0
r?—2r4+1=0
rp=1

feSeni zkracené LDR druhého fadu je
7 = Cie* + Cxe™.

b(x) = 2x% + ¥ — 2 - neni specidlni prava strana, ale dle principu superpozice lze pravou
stranu rozlozit na soucet funkci

b(x) = by(x) 4+ ba(x) =2x* —2 + €%,
kde by(x) =2x> —2aby(x) = e*

partikuldrni fegeni rovnice s pravou stranou by (x) (y” —2y' +y = 2x? — 2) je ve tvaru
(0 neni koten) : v1(x) = Ax> + Bx +C

pfislusné derivace jsou
v} = 2Ax + B,
o] = 2A.
odhad fe$eni a derivace dosadime do rovnice y"’ — 2y’ +y = 2x2 -2

2A —2(2Ax +B)+ Ax* +Bx +C =2x* -2

porovname koeficienty u vyrazii x2, x! a x° na obou stranach rovnice
x? A =2
xt: —4A+B =0 = A=2B=8aC=10.
x': 2A-2B4+C =2

partikuldrni feSeni je
v1(x) = 2x% 4+ 8x + 10

uréime partikuldrni feSeni rovnice s pravou stranou by(x) (v — 2y’ + y = €¥) je ve tvaru
(1 je dvojndsobny koten) : vy (x) = Ax%e*
pfislusné derivace jsou

vh = 2Axe™ + Ax%e”,

vy = 2Ae* +4Axe* + Ax’e”.
odhad feseni a derivace dosadime do rovnice y’ — 2y’ + y = e*

2Ae" +4Axe* + Ax?e® —2(2Axe* + Ax?e") + Ax?e" = ¢”

po jednoduchych tipravach a po zkrédceni rovnice funkci e* dostaneme

2A:1:>A:%
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partikuldrni feSeni rovnice je
1
vy(x) = Zx%e®
2
obecné feSeni rovnice y"" — 2y’ + y = 2x? + e* — 2 mé tvar

1
y =19(x) +v1(x) + v2(x) = C1e* + Coxe* + 2x2 +8x+ 10+ Exzex

[ Piiklad 3.29 Reste diferencialni rovnici y" =2y + 2y = e*sinx. ]

Resent:
Nalezneme feSeni pfislusné homogenni rovnice:

y' =2y +2y=0
rP—2r+2=0
1’1/2:1:&1

feSeni zkrdcené LDR druhého fadu bude
7(x) = Cre* cos x + Cre* sin x.

b(x) = e sin x - specidlni pravd strana = pouZijeme metodu neur¢itych koeficient(i
partikuldrni feeni je ve tvaru (1 £ i je kofen) : v(x) = xe* (A sinx + B cos x)

pfislusné derivace jsou
v’ = e"(Asinx + Bcos x) + xe*(Asinx + Bcos x) + xe* (A cos x — Bsinx),
v =2e* ((A+ B+ Bx)cosx — (A— B+ Ax)sinx).

odhad feSeni a derivace dosadime do tplné rovnice

2¢* ((A+ B+ Bx)cosx — (A — B+ Ax)sinx) — 2e*(Asinx + Bcos x + x(Asin x
+Bcosx + Acosx — Bsinx)) 4 2xe* (Asinx + Bcosx) = e sinx

po tpravé dostaneme
2Bcosx —2Asinx = sin x.

porovname koeficienty u vyrazii cos x a sin x na obou stranach rovnice

Ccos X : 2B =0 1 .
sinx: —2A :1} = A=-z3aB=0
partikuldrni feSeni je
1 .
v(x) = —5xelsinx

obecné feSeni tiplné rovnice md tvar

1
y=79(x) +v(x) = Cre* cosx + Cpe* sinx — Exex sin x.
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[ Priklad 3.30 Reste diferencialni rovnici v — 8y’ + 16y = 32x cos 4x + 4 sin 4x. ]

Reseni:
Nalezneme feSeni prislusné homogenni rovnice:

y' =8y +16y =0
P —8r+16=0
1’1,2:4

feSeni zkracené LDR druhého f4du bude
7(x) = C1e* + Coxe.

b(x) = 32x cos4x + 4sin4x - specidlni pravé strana = pouZijeme metodu neur¢itych ko-
eficientti

partikularni feSeni je ve tvaru (+4i neni kofen) : v(x) = (Ax + B) cos4x + (Cx + D) sin4x
ptislusné derivace jsou

v' = (A +4D) cos4x + 4Cx cos4x + (—4B + C) sin4x — 4Ax sin4x,
v = (8C — 16B) cos4x — 16 Ax cos 4x + (—8A — 16D) sin 4x — 16Cx sin 4x.

odhad feSeni a derivace dosadime do tiplné rovnice a po tpravé dostaneme

(—8A +8C —32D) cos4x + (—8A + 32B — 8C) sin4x — 32Cx cos 4x + 32 Ax sin 4x
= 32x cos4x + 4sin x.

porovname koeficienty u vyrazt cos 4x, x cos 4x, sin4x a x sin 4x na obou strandch rovnice

cos4x: —8A + 8C — 32D =0
sindx: -8A + 32B — 8C =4 _ A=0, B=-j
xcos4x : — 32C =32 C=-1, D:—%.
xsindx: 32A =0
partikuldrni feSeni je
1 1
v(x) = ~3 cos4x — xsin4dx — 1 sin 4x

obecné feSeni tipIné rovnice ma tvar

1 1
y=79(x)+ov(x)= Cie* 4+ Coxe® — 3 cos4dx — xsin4x — 1 sin 4x.

Ptiklad 3.31 Reste Cauchyho tlohu y"" +y = x%, y(0) = 1, ¥/(0) = 2. Pokud to lze,
pouzijte k nalezeni obecného feSeni obé metody.
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Resent:
Nalezneme feSeni pfislusné homogenni rovnice:

y'+y=0
?+1=0
71,2::|:i

feSeni zkracené rovnice je
7(x) = Cycosx + Cysinx.

1) Metoda neurcitych koeficientt
b(x) = x? - specidlni pravé strana
partikularni feseni je ve tvaru (0 neni koten) : v(x) = Ax? + Bx + C

pfislusné derivace jsou
v =2Ax + B,
o’ =2A.

odhad feSeni a derivace dosadime do tplné rovnice

2 2
2A + Ax +Bx+(;—x

.U// 'U(x)
porovname koeficienty u vyrazii x2, x! a x° na obou stranéch rovnice
x? A =1
xt B =0, = A=1B=0aC=-2

W 24C =0

partikuldrni feSeni je
o(x) =x* -2

obecné feSeni Gplné rovnice ma tvar
y = 1(x) +v(x) = Cy cos x + Cy sinx + x> — 2.
2) Metoda variace konstant
Provedeme variaci konstant C; = C1(x), C; = Co(x):
y = Cy1(x) cos x + Cy(x) sin x.

Pro ur¢eni neznamych funkci C1(x) a C(x) vypocteme pfislusné determinanty:

cosx sinx
W(x) = , =1,
—sinx cosx
0 sinx 5 . cosx 0 5
Wi(x) =| , = —x“sinx, Wa(x) = . ,| = x~cosx.
x° cosx —sinx «x
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Déle bude
W-

C{ = Wl((;)) = —x%sinx = C :/—xzsinxdx:x2cosx—2xsinx—2cosx—|—C1,
W-

Céz WZ((;)) = x?cosx = C = —/ 2cosxdx:xzsilnerZxcosx—ZSinerC?_.

Nalezené C; a C; dosadime do y = Cy(x) cosx + Cp(x) sinx
y= (xzcosx —2xsinx —2cosx + C1) cosx + (xzsinx +2xcosx — 2sinx + C2> sin x,

po tpravé dostaneme obecné feSeni ve tvaru
y= Cicosx + Cysinx + x% — 2.

Dosazenim potatetnich podminek y(0) = 1, ¥'(0) = 2 do obecného Feseni a jeho derivace
ur¢ime konstanty Cy, Co.

y = Cycosx + Cpsinx + x* — 2
y' = —Cysinx + Cycosx + 2x

1=C -2 = (=3
2= G,

Hledané feSeni je ve tvaru:

y =3cosx +2sinx 4+ x> — 2.

[ Ulohy k samostatnému feseni

Reste diferencidlni rovnice:

a) y' —2y =x>+2x f) y' =5y +4y = e"sinx

b) ¥’ — 3y — 4y =3¢* 8) v — 3y — 10y =2(7x + 1)
)y +y —2y=2x h) y" — 5y’ + 6y = 6x* — 10x — 4
d) y" +2y' = 8cosdx i) y’ — 4y =4sinx — cosx

e) ¥y’ — 2y + 10y = 12e* cos 3x

(" Ulohy k samostatnému feseni

Reste Cauchyho tlohu:

a) y' +9y =8cosx, y <§> —0,y <§> _ ?

b) ¥ =5y +6y = (2x+1)e, y(0) =4, y'(0) =2

o v —4y +3y=xe**, y(0)=1, v (0) =4
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