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STOCHASTICKE MODELOVANI TAHOVE PRACOVNI KRIVKY,
PEVNOSTI A TAZNOSTI SVAZKU
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vlaken, tahové pracovni kfivky vladken, napinani idedlniho svazku, tahové pracovni kiivky
definované pevnosti a taznosti)

Napinani, pevnost a taznost svazku napét’ové podobnych vlaken (stiedni sila
ve vlakné, predpoklad soumérnych pevnosti, pevnost a taznost svazku napétoveé podobnych
vlaken, algoritmy vypoctl)

Nékteré jednoduché varianty pevnosti a taZnosti svazku vlaken (vyuziti
substancni taznosti a substancni pevnosti, tahova pracovni kiivka, algoritmus vypoctu, pii-
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Vicekomponentni svazky (tahova pracovni kfivka dil¢iho svazku, pevnost a taznost
celého svazku, ptiklad)

TAHOVE NAMAHANI, PEVNOST A TAZNOST MULTIAXIALNI
TEXTILIE
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sila v multiaxialni textilii, varianta A, pravidelnd multiaxialni textilie, mérna sila soustavy v
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mérna sila multiaxidlni textilie, matematické vztahy, upraveny vztah pro mérnou silu
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Namahani textilie se spojitym rozloZenim sméri vliken v roviné (problém a
idea jeho feSeni, sila od jednoho vlakna, pocet vlaken nekonecné "fidké" soustavy sevieny v
obou Celistech, sila od vlaken nekoneéné "fidké" soustavy, mérna sila soustavy ve varianté A,
tahova sila v textilii se spojitym rozloZzenim smérti vlaken, mérna sila textilie ve varianté A,
meérnd pevnost textilie se spojitym rozlozenim smérd vldken, mérna pevnost textilie ve
varianté A)

Piiklad FeSeni varianty A s modelovym rozloZzenim sméru vliken (zadini
prikladu, matematické vztahy, algoritmus vypoctu, vysledky vypocti)

Multiaxidlni textilie ze staplovych vlaken a dalsi vlivy (staplové vlakna, ptiklad,
nelinearni tahové pracovni kiivky vlaken ¢i velké deformace v Celistech, vliv upinaci délky
vlakna, vliv variability tahové pracovni kiivky vlaken, dalsi vlivy)

KONTAKTY MEZI VLAKNY A STLACOVAN{ VLAKENNEHO
MATERIALU V JEDNE A DVOU DIMENZICH

Teorie kontakti mezi vlikny podle C. M. van Wyka (pojem kontaktu, zdkladni
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Jednodimenzionalni deformace vlakenného materialu (vychozi piedpoklady,
idealizovana strukturni jednotka, energie deformace, vykonana prace, zavislost tlaku na
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Zobecnéna zavislost tlaku na zaplnéni (nestlacitelné granule a idea zobecnéni,
objem granuli ve vldkenném utvaru, zobecnénd zavislost tlaku na zaplnéni, explicitni
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THE IMAGINATION
IS MORE IMPORTANT
THAN KNOWLEDGE
Albert Einstein

Predmluva

Nejprve budiz receno: CO JE UVEDENO V TETO PRACI SE NAUCIT NEDA! Strukturni teorie
textilii je totiz soucasti vedy a zZadnou védu se nelze "naucit”. Védu definuji autori ruzné, lec v jednom
se vSichni shoduji - je to tviirci cinnost, ktera usiluje o lepSi porozuméni svétu kolem ndas. Vse
ostatni, napr. jazyk, matematické obraty, graficka schémata ¢i terminologie, jsou jenom ndstroje
naseho premysleni, zaznamenavani myslenek a posléze porozumeni.

Nécemu porozumeét vsak znamena vytvorit si svou viastni piedstavu, vnimat ¢i primo "citit"
Jjak véci jsou a jak "funguji”. To je cilem jak viastni védeckeé prace, tak i studia kterékoliv vedy.

Véda neni nic mimoradné vzneseného, tajemného ani nepochopitelného. Je to svym zpiisobem
obycejné remeslo, jenomze se déla "primo hlavou". Jako kazdé remeslo vyzaduje i védecka cinnost
Jistou zrucnost. Je to predevsim schopnost myslet - myslet presné, myslet v souvislostech a s
predstavivosti.

Vedecky poznatek si musi kazdy sam pro sebe znovu objevit, prave proto se nedda mechanicky
"naucit" ani ve Skole, ani z literatury. Takové informace jsou jen cosi jako turisticky priivodce a
mapa vedni krajiny. Doporucuji schiidné trasy a zajimavé cile, varuji pred slepymi cestami, vymezuji
mista dosud neznama. Svou cestu si vsak musi kazdy pro sebe objevit a "projit" zcela sam.

Studium veédecké problematiky je docela obtizna prace, pri které vznikaji neviditelné mozoly
kdesi v mozku. Je to soustavné vytvareni individudlné novych predstav a soustavny vnitini dialog, v
nemz si klademe nové a nové otazky jak a pro¢ a promyslime na né odpovédi.

Horolezec na konci uspésné cesty shlédne ze strmého Stitu jedinecné obzory a tento
individualni zaZitek je nesdelitelny a neda se nahradit pouhym ctenim knih o hordach. Také clovek,
ktery uspesné prosel néjakou myslenkovou cestu stane nakonec na vrcholu, z néhoz prehlédne ono
nesdelitelné individualni porozumeni néjaké casti svéta kolem nas. Emocionalni zazitek je pritom
podobny, Fikava se mu radost 7 pozndni. Az k ni dospéjete budete védet, Ze jste Sli spravnou cestou.
Pak budete schopni presné, vécné a spravné vysvétlit poznanou problematiku ostatnim - kolegiim,
jinym odbornikim i svym pedagogum. Budete schopni ne jen otrocky memorovat to co jste precetl,
ale skutecné vysveétlit jak danému jevu pravé vy osobné rozumite, jak si jej presné predstavujete. A to,

vvvvvv

Liberec, zari 1998 Autor



Uvod

VIdkenné utvary jsou ve své stavbé a ve svém chovani plné podiizeny obecnym ptirodnim
zakonlim - témZze zdkontim, které zkoumaji pfirodni védy. Klasicka pFirodni véda se zamétovala
pfedevsim na nejobecnéjsi zakony urcitého typu (napt. fyzikalni, chemické, biologické a j.) a jako
objektim svého zajmu déavala piednost spiSe piivodnim, zdmérnou lidskou ¢innosti nemodifikovanym
materidlim. Moderni pfirodni véda tato omezeni respektuje stdle méné. Svédci o tom rast hrani¢nich
oboril (biofyzika, fyzikalni chemie, ekologie a j.) i zajem o studium struktury a chovani n¢kterych
specialnich, ¢lovékem vytvofenych materiali. Nicméné osobité zvlastnosti urcitého technického
produktu, zejména nemaji-li poznatky o ném pfili§ velkou nadéji na §irsi a obecnéjsi védecky dosah,
nebyvaji v centru pozornosti soudobého piirodovédce.

Vyroba uziteCnych pfedmét z vychozich ptirodnich materialti se dlouho vyvijela empiricky
(ptize a tkaniny byly vyrabény jiz pted 27 tisici lety). Mnohem pozdéji, snad kolem 18. stoleti, zacaly
vznikat nauky o zdkonech, které plati v jednotlivych vyrobnich ¢innostech a nauky o chovani
produkt vyroby. Podle J. BECKMANA se nauky o pfeméné suroviny v "uzite¢né" predméty zacaly
nazyvat technologiemi. Piikladem je technologie textilni ¢i odévni. Soucasti kazdé technologie jsou
poznatky ptirodovédného typu, ale i znalosti jiné (vyrobné technické, ekonomické, sociologické,
estetické a pod.).

Jadro vétSiny technologii tvoii - v dneSnim pojeti - tfi Casti. /) Teorie" technologickych
procesu a 2) teorie) materialii maji pfirodovédny charakter. 3) Nauka o materidlech, vyrobnich
postupech a zarizenich neméa védni charakter, ale s pfirodovédnymi poznatky tzce souvisi -
vypracovava totiz postupy jejich praktické aplikace (napt. "konstrukce" vyrobkul, "projektovani"
vyrobnich procesi, "technologie" vyroby v uzsim smyslu slova, "zkouseni" a "hodnoceni kvality"
vyrobki a pod.)

Teorie procest a teorie materiali jsou exaktni technické védni obory piirodovédného typu.
Pouzivaji stejné typy myslenkovych obratii, stejné typy experimentélnich i teoretickych metod, stejné
typy ndstroji 1 postupil jako pfirodni védy. Od klasickych pfirodnich véd se odliSuji tim, Ze v centru
pozornosti je bud’ urdity technologicky proces (napf. tkani), nebo uréity materialovy objekt (napf.
ptize). Typ studované zékonitosti (fyzikalni, chemicka ¢i jind) a mira jeji obecnosti nejsou podstatné.
Poznatky technickych véd lze soucasné zaradit 1 do piirodnich véd a naopak, zédkony ptirodovédy
jsou soucasti teorie procesti i teorie materidlii v jednotlivych technologiich.

Teorie" textilnich? (vlakennych) materidli® je obvykle délena do ti &asti: /) teorie!
textilnich vlaken se zabyva vnitini stavbou a vlastnostmi vldken samotnych, 2) teorie! textilnich
(vldkennych) utvari® ¢i prosté textilii studuje objekty z vldken vytvotené (rouna, ptize, tkaniny,
pleteniny, textilie netkané, vrstvené a j.) a 3) teorie) experimentalnich metod a zkuSebnictvi
studuje metody, kterymi je mozné skutecné chovani textilii sledovat.

Textilie byvala dfive chapana jednoduse, jako wvnitin€¢ nediferencovany nebo jen malo
diferencovany objekt. Dnes se k ni naopak pfistupuje jako k systému se slozitou vnitini strukturou,

Mrwe

kterd je vysledkem jeji tvorby a spolu s vlastnostmi vldken pticinou osobité¢ho chovani textilie.

~~~~~

vvvvvv

oviem tvoii nazvy védnich oblasti nejéastéji pfiponami a "materialologie" &i "materialistika" se nevzily. Cestina zn4 také
pojem "nauka o ...", ale zejména v technickych oborech jsou "nauky" spiSe soubory pfedpisii, postupt a fakti, urcené
jako "recepty" k praktickému pouzivani.

2) Pojmy "textil", "textilni" vznikly historickym vyvojem, nemaji exaktni definici a je tfeba je chapat jako pojmy
empirické (zalozené na zkusenosti).

3 Postupy praktického vyuzivani poznatkd z teorie textilnich (vlikennych) materiali jsou soudasti nauky
o materialech, vyrobnich postupech a zafizenich a oznacuji se nékdy nazvem textilni materialové inZenyrstvi.

4 Misto "textilni vldkenny Gtvar" ¢i "textilni Gtvar" se Casto uziva kratky tradi¢ni nazev textilie.



Proto se mluvi o strukturni teorii riznych vladkennych ttvari, napf. pfizi, tkanin, pletenin atp.
Soucasné se rozsifuje okruh poznatkt, které jsou mnoha vldkennym ttvardm spolecné. Postupné se
tak vytvari spoleény zaklad strukturni teorie textilii.

Tato publikace je prvnim dilem zamyslené fady monografii, které by ve svém souhrnu mély
predstavit strukturni teorii vldkennych utvart jako svébytnou védeckou oblast. Obsahuje, vedle
zakladnich pojmtl a souvislosti, vybrané partie jiz zminéného spolec¢ného zadkladu strukturni teorie
textilii. Cast A se zabyva matematickym popisem morfologie vlikennych utvar a rozsihlejsi
¢ast B, zpracovana s podporou grantu GACR & 106/97/0372, je vénovana nékterym modeltim
strukturni mechaniky vldkennych ttvara.

Publikace je urCena studentiim inzenyrského studia a studia doktorského a specialistim z
vyzkumné a vyrobni praxe. Aby bylo mozné studované partie promyslet samostatné, a to presné a
dikladné, jsou pouzitd matematickd odvozeni uvedena podrobnéji, nez byvd zvykem v kniznich
publikacich. Také odkazy na pouZivané ptedchozi rovnice jsou disledné a uplné. (Na prvni pohled je
rozsah matematickych vztahti pro ¢tenate nejspiS ponckud "odpudivy". Bliz§im studiem vSak sezna,
ze podrobna odvozeni jsou pro né¢j vyhodnéjsi, nez formulace typu "...z poslednich deseti rovnic
snadno odvodime, Ze plati...", kde hleddnim "snadného odvozeni" stravi étenaf fadu tydni.) Usporné
psana textova Cast objasiiuje pfevazné jen nejnutnéjsi logickou linii problematiky.

Monografie zpracovava fadu témat. Ctenaf sam si jisté vybere pravé ty kapitoly, které ke
svému studiu ¢i praci potiebuje.
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1. VLAKNA

Vlékna jsou zakladni stavebni jednotky vSech textilii. Pojem vlakno je chépan viceméné
intuitivn€; mini se jim obvykle néjaky dostatecné dlouhy a tenky ttvar. Etymologicky vychazi slovo
vlakno ze staroindického kotfene valka.

V textilni praxi se nékdy pouziva pojem textilni vlakno. M4 se tim na mysli vlakno, které se
pouziva v textilnich technologiich. Protoze vSak samotny pojem "textilni" je vymezen jen intuitivné

na zéklad¢ historické tradice, je 1 textilni vlakno tfeba chapat intuitivné.

U textilnich vldken se dle potfeby stanovuje mnoho riznych charakteristik, jako napf. jejich
délka, jemnost, pramér, tvar pficného fezu, mérny povrch, Stihlost, zoblou¢kovani, pevnost a taznost

a pod. N¢které zakladni souvislosti takovych charakteristik vldken jsou uvedeny v nasledujicim textu.

Délka vlaken. V textilni praxi se pouzivaji vlakna bud’ velmi dlouhd, nebo naopak
pomérné velmi kratka. Vlakna, kterd jsou ve skutecnosti dlouhd mnoho metrti oznacujeme jako
vlakna nekonecna. Kratké typy textilnich vlaken, t.j. vlakna dlouha jen nékolik centimetrti ¢i
decimetri nazyvame vlakna staplova. Jednotliva staplova vlakna ve vldkenné suroviné byvaji rizné
dlouha. Samotné rozlozeni délek staplovych vldken, nebo jenom jeho vhodné charakteristiky se
beézné zjist'uji standartnimi metodami. Vyhodnocuje se bud’ tzv. kladeny stapl, nebo vahovy stapl.

V této praci bude znacena stiedni délka vlaken symbolem /.

Jemnost vlaken. Na obr.1 je zndzornéno vlakno délky /; jeho plocha pri¢ného fezu je

s, jeho hmeotnost je m a

A y
Mérma mérna hmotnost (hustota)
Druh vléken hmotnost .
! Ko je p.
| p [kg-m?] , ,
Laboratorni stanoveni
bavina 1520 mérné hmotnosti vlaken neni
S m ‘ vina 1310 snadné. Pro b&zné Gcely vak
)Ig pfirodni hedvabi 1340 postaci hodnoty z tabulky.
L H viskdzova vlakna 1500 Vlastni jemnost
-\ _~ polyesterova vlakna 1360 vlakna se vyjadiuje jeho
polyamidové vldkna 1140 délkovou hmotnosti, t;j.
obr. 1 polypropylenova 910 podilem hmotnosti vldkna ku
vldkna jeho délce.
[ 1 p

V mezinarodni soustavé fyzikalnich jednotek je jednotkou jemnosti 1 Mtex = 1 kgm™. V praxi se

ov$em nejéastéji pouziva jednotky milionkrat mensi a plati 1 tex = 10°Mtex = 1 gkm™.
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U bavinéné suroviny se Casto udava jemnost v hodnotich "micronaire" (tzv. metoda air

flow). Mezi jemnosti vlaken v hodnotéch 7, . a jemnosti dle definice ¢, plati pfiblizn€ vztah
/4

[tex] = tmic/25’4 (2)

Ekvivalentni prﬁmér vlakna. Pokud by vlakno mélo kruhovy priifez s pramérem
vlakna d, platilo by

_nd2 d = /ﬁ: ﬂ 3)
8= 4 T np

Velicina d vSak mlze byt vypoctena z rovnice (3) 1

Beaa | Stfednid | Max.d | Min.d pro vlakno s nekruhovym prifezem. Potom ji
[pm] [pm] [pm] nazyvame ekvivalentnim primérem vlakna.

80's 18,8 - 19,25 U vinénych vldken se jejich jemnost Casto
70's 19,7 19,25 20,20 udava v Bradfordské stupnici. (Napt. 60's atp.)
64's 20,7 20,20 22,00 Veli¢ina jemnosti By, souvisi s ekvivalent-nim
60's 23,3 22,00 24,12 primérem vinénych vlaken 4. V.HLADIK [I1]
58's 24.9 24,12 25,65 publikoval  uvedenou tabulku  vz4jemného
56's 26,4 25,65 28,45 pfifazeni. Vztah lze wvyjadfit také empirickou
50's 30,5 28.45 31,55 rovnici, odvozenou z této tabulky
48's | 326 31,55 33,30 o [18,8— 1,15_4?)'(39’86_01{7?) “
46's 34,0 33,30 35,10 L] 69,66—0,772 - By,
44's 36,2 35,10 37,45 . 1( By, —65.88) v=B, —386 (5)
40s | 387 37,45 | 3920 2
36's 39,7 39.20 ] Po vypoétu d z rovnice (4) se urc¢i jemnost ¢

vinénych vldken (napf. v tex) z rovnice (3).

fj Tvar pi"iéného Fezu vlaknem je znizorndn na obr. 2. Jeho

plocha s je uzaviena obvodem p. Kdyby prifez vlakna byl kruhovy, platilo by
p/ (nd)=1. Ve vsech ostatnich piipadech je hodnota vyrazu p/ (nd)>1.

K. MALINOWSKA [2] proto definovala tvarovy faktor prufezu vztahem

q= % -1 (6)
T
obr. 2
Tvar pii¢ného fezu vlaken | Tvarovy faktor ¢ Odtud plyne pro vypocet obvodu pricného
"kl'llhOV}”" 0az 0.07 Fezu vlakna V}'/raz
; =nd(l+

"trojthelnikovy” 0.09 a2 0,12 p=md(l+q) (7

(idedlné 0,29) Nejbéznéjsi hodnoty tvarového faktoru g dle
bavina stiedni zralosti 0.45 a3 0.50 K. MALINOWSKE [2] jsou uvedeny v tabulce.
nepravidelny pilovity 0,50 az 0,60
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Mérny (makro)povrch vlaken. Rizng velky povrch vliken &asto vyznamné
ovliviluje rGzné vlastnosti (sorbci, omak a j.) textilie. U odévl se vysledny efekt projevi v mife
fyziologického a hygienického komfortu, v pfijemnosti noSeni. Mérny povrch vlaken vyjadiuje

plochu povrchu vldken ve hmotnostni jednotce materialu. Plati

_ pl _ Ttd(1+q) _ 4(1+q) (8)
nd’ nd’ pd
/
4 PP

_4(1+q)_4(1+q)JnT>_ l+g (9)
“TTed T Tt_zﬁﬁ

Podle vypoétu se mérny povrch u béznych vlaken pohybuje fadové v 10> m*kg™". Pokud se
mérny povrch zjisStuje laboratorné metodou B.E.T., jsou namétfené hodnoty podstatné vetsi. (Napf.
pro bilenou bavinu je to asi 6000 az 8000 m’kg'.) Metoda B.E.T. je zaloZzena na adsorbci plynu na
povrch vldken a do velikosti plochy zahrnuje i mikrotrhliny a $térbiny ve vlastnim télese vlakna.
Naproti tomu mérny povrch stanoveny z rovnice (8) €i (9) vychazi pouze z tvarového faktoru prifezu

vlakna. Je proto vhodnéjsi nazyvat tuto veli¢inu ¢ mérny makropovrch vlaken.

Stihlost vlakna. V textilii se ¢asto spoleén& uplatiiuji dvé veliginy - délka vldkna / a

Druh vlaken Stihlost A jeho ekvivalentni primér d. Ma proto smysl zavést
bavina 1500 Stihlost vlakna A vztahem

vlna 3000 A=l/d (10)

len (el térni viikna) 1250 U béznych vlaken je hodnota Stihlosti kolem né-
en (elementarni vlakna

iuta (el térni viakna) 170 kolika tisic, jak ukazuje tabulka.

juta (elementarni vlakna

ramie 3000

Zoblouckovani ¢i navinéni vlaken. Na obr.3 je znazornéno vlakno, nebo usek
vldkna délky /, jehoz koncové body lezi ve vzdalenosti . Miru
zoblouckovani ¢i navinéni lze popsat veli¢inou

{ Z wol=h_ 1, (11)
h h
Bude-li takova veli¢ina popisovat celé¢ vldkno, budeme ji nazyvat
zoblouckovani. Pokud tato veli¢ina popisuje jen cast (Gsek) vldk-na,

obr. 3 bude nazyvéana navlnénim této casti vlakna.

Tahové napéti ve vlakné. ve fyzice je definovano mechanické napéti t jako pomér
sily ku plose na kterou ptisobi. Jednotkou tohoto napéti v mezinarodni soustavé jednotek SI je
IN/Im? = 1Pa. (V praxi byva nejéast&ji uzivana jednotka milionkrat vétsi, totiz 1MPa.) Naproti tomu
v textilnich technologiich se tradicné pouziva textilni napéti o jako pomér sily ku jemnosti (délkové

hmotnosti) textilniho tutvaru. Jednotkou tohoto napéti v mezinarodni soustavé jednotek SI je
IN/IMtex. (Nejcast&ji se uzivd 10° krat vétsi jednotka N/tex, nebo 10° krat vétsi jednotka
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cN/tex = mN/dtex. Plati 1¢N/tex = 0,98 "km trzné délky", coz je star$i zptsob vyjadfovani napéti
v textiliich.) Je-li vldkno napinano silou F, potom plati s uzitim (1)

G J—
r sp p

2. VICEKOMPONENTNI TEXTILNI VLAKENNE UTVARY

Nejobecnéj$im typem mnoziny vldken je vldkenna soustava. Je urCena 1) druhem, 2)
usporddanim a 3) spojenim vldken. Jsou-li vldkna v soustavé navzajem v kontaktu, mluvime o
vlikenném utvaru. Je-li vldkenny tutvar pfipraven textilni technologii, je to textilni vlikenny
utvar. (Pojem "textilni" je tradi¢nim oznacenim, exaktni definice neexistuje.) Je-1i vlakenny utvar
slozen z vice druhd vldken, mluvime o vicekomponentnim vldkenném utvaru. U takového utvaru
se obvykle definuji nékteré stiedni charakteristiky jeho vlaken.

V}"ChOZi Veli(:iny. Uvazujme vlakenny utvar, slozeny z n komponent. Kazdou
komponentu ozna¢me indexem i = 1,2,...,n. Veli¢iny, které se tykaji jedné komponenty budou mit
index i, veliiny celého vladkenného ttvaru budou bez indexu. Vychédzejme z jednotky hmotnosti
(napt. 1 kg) vicekomponentniho vldkenného utvaru a ozna¢me:

[ SR hmotnostni podily jednotlivych komponent, které chapeme jako bezrozmérna

1

¢isla (nikoliv v %; napt. g, = 0,6, nikoliv 60%). Plati z; g, =1. V ttvaru jednotkové

hmotnosti (v 1 kg smési) je g, souasné hmotnosti i-té komponenty,

Pjeeereenees mérné hmotnosti vliken jednotlivych komponent,
b jemnosti vlaken jednotlivych komponent,

[T stiedni délka vlaken jednotlivych komponent,
BT mérny (makro)povrch jednotlivych komponent.

Obj em i-té komponenty v jednotce hmotnosti textilniho vlakenného utvaru je
g‘
v, =20 (13)

Pi
Stiredni mérna hmotnost viaken v textilnim vldkenném utvaru je

1 1 L
R 13
220

DY
i=1 z ( J
Stiedni mérna hmotnost vlaken je vazenym harmonickym primérem komponent.

p

i1 \ Pi

Objemové podily komponent mizeme vyjadtit rovnici
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Vi & P (15)

Souhrnna délka vlaken i-té kOIIlpOIlellty v hmotnostni jednotce smési je
pfimo z definice jemnosti (1) dana vztahem
L=glt (16)

Stiedni jemnost vlaken je popsana rovnici (hmotnost smési je jednotkova)
1 1

t= =
S i@& (a7

i=1 ti

coz je opét vazeny harmonicky prumér.

Délkové podily komponent ize vyjadtit vyrazem

&
L, t, , t
7\‘1': n l = n l :%t:glt_ (18)
L 8 i i
£ 5[]
Z posledni rovnice nalezneme pro L, tvar
L=xY L (18a)
i=1

Pocet vlaken i-té komponenty v hmotnostni jednotce smési je

WYL
Rt W2 (19)

i i i =l

Celkovy pocet vlaken v hmotnostni jednotce smési je

n n 7\4 . n n n 7\’ .
RS WAIE D WA DY E 20)
i=1 i=1 li i=1 i=1 i=1 li
Stiredni délka vlaken ve smési vede k rovnici pro vaZzeny harmonicky primér
L L
ISR |
[=- = L = (21)

t ) 2

Cetnostni podily komponent je mozné definovat vztahem
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ﬁ ( Z L j L
, L\ L (22)

Povrch vlaken i-té komponenty plyne z rovnic (16), (7), (1) a (3)
_gindi(l"'qz‘)_gindi(l"'qz')_ 4(1""]1‘)_
- Comd? % dp, T
7lpi lpl

4
Pouzité veli¢ina a, = 4(1+ q; ) / (dl.pl.) je v souladu s (8) mérnym povrchem i-té¢ komponenty.

4 =Lp, :%[ndi(l+qi)] (23)

i M

Stiredni mérny pOVI‘Ch vlaken vede k rovnici pro vaZeny aritmeticky primér

Zn:Ai n
a=T =3 (ga) el

POdﬂy pOVI’Chlol komponent ve smési je pak mozno vyjadfit vztahem
A 8:4; 84 4a;

l

o.

1

Zn: 4 Zn:(giai) . . 25)

i=1

3. ZAPLNENI A POROVITOST TEXTILNICH VLAKENNYCH
UTVARU

3.1 Zaplnéni textilnich vlakennych utvari

Na obr. 4 je znazornéna Cast textilniho vlakenného utvaru
@ ﬁ ve tvaru hranolu s celkovym objemem V. Uvniti tohoto télesa
jsou useky vlaken s thrnnym objemem vlaken V a plati V<V_.

Rozdil V-V vyjadfuje objem vzduchu mezi vldkny.

density, Packungsdichte, koeficient plotnosti) je ddna vyrazem
“ v u:% we(0,1) (26)
obr. 4

C
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PloSna interpretace zaplnéni.

Na obr.5 je =zndzornén plochy hranol o

rozmérech a, b, h, kde h je velmi malé. Horni

rovinou ab je protindino m vldken ve
v 4 W 4 W /4 £
vySrafovanych  feznych ploskach s;, kde

T Jj=1,2,---,m. Objem jednoho vlikna je s;h,
objem vSech vldken je
obr. 5 V= zjzl(s}‘h) :h-zj_:ls; =h-S.

Veli¢ina S = z:;ls; je souhrnné plocha Fezii vldken. Celkovy objem hranolu je V, =abh=h-S,,,

kde S.=ab je celkova Fezna plocha vladkennym ttvarem. Pro ploSnou interpretaci zaplnéni plyne z
(26) rovnice

V_»hns_S 7)

V. hS, S

C C

Hmotnostni interpretace zaplnéni. Uvazujme, Ze vlakenny utvar ma celkovy
objemem ¥, objem vlaken ¥ a hmotnost M. Mé&rna hmotnost vlaken je p= M/V. Mérnou hmotnost
vlakenného utvaru lze definovat vztahem y = M/V,. Odtud plyne M =Vp=V_y a vzhledem k
definici (26) plati
v ) v (28)

V V p

c c

Rovnice je hmotnostni interpretaci zaplnéni. (Pojeti uzivané napi. v modelech kontinua.)

3.2 Typy struktur podle zaplnéni

Souvislosti n€kterych vlastnosti se zaplnénim nalezneme z modelu hexagonalni vldkenné
struktury. Ten popisuje fez paralelnim svazkem
valcovych vlaken - obr. 6a). Osy vlaken jsou ve
vrcholech  pravidelné¢  Sestithelnikové  sité.
Jednotkou struktury je rovnostranny
trojuhelnik, zvétSeny na obr. 6b). Valcova
vldkna maji primérem d a jsou od sebe vzdalena
d/z h d/z h. Plocha trojuhelniku je
> S, =(d +h)-(d +h)cos30°/2 =(d +h) /3/4.

Vysrafovand plocha vldkennych ftezi tvofii

obr. 6

dohromady polovinu kruhu s primérem d. Jeji
velikost je S = nd? / 8. Zaplnéni této struktury je zaplnénim analyzovaného trojuhelniku.
S nd’ 4 T 1

TS TS (d+h)2ﬁ:2ﬁ(

1+ﬁ

? (29)
i
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Limitni struktura ma vzdalenost # = 0. Vlakna se vzajemné dotykaji. Zaplndni této
struktury je podle rovnice (29)

T
=y = —= 20,907 (30)
p Mhm 2 /3

Kompaktni struktura ma vzdalenost 4 < d/2. Jeji zaplnéni je dle (29)

T 1
T = 0,403
24/3 ( 01/2)2 €2
o

Vlastnosti této struktury plynou z obr. 7.
Vysrafované vlakno se ptisobenim sily snazi
projit fadou vlaken s h<d/2 - obr. 7a).

O

Nestaci vSak odsunout jen jedno vlakno z

rady - obr. 7b), ale dvé nebo vice vlaken -
obr. 7c). Tato "ptesila" (2 ¢1 vice vladken)

prachodu vlakna patrné zabrani. Kompakt-

olojolo
uele

o

ni struktura je typem struktury s omezenym
Q) 2 c)

obr. 7

individualnim pohybem vlaken. Bude

proto pomérné pevna, tvrda a tuha.

Volna struktura ma vzdalenost 4 > d . Jeji zaplnéni je dle (29)
T 1 1
< ~ 0,227 (32)
SN (

d]z T3 (1417
d

Ve volné struktufe muze vldkno projit mezerou v tadé, aniz dojde k posuvim ostatnich vlaken.

1+

Struktura bude proto mékka, splyvava, porézni, ale soucasn¢ malo mechanicky odolna.

Prechodova struktura ma vzdalenost 4 e<d/2; d>. Zaplnéni p e<0,227; 0,403>, jak

plyne z (31) a (32). Jeji vlastnosti budou mezi vlastnostmi struktury kompaktni a volné.

3.3 Porezita a primér mezivlakenného poru

Porezita vyjadfuje podil objemu vlakenného utvaru vyplnéného vzduchem. Vlikenny
utvar ma celkovy objem V,, vldkna v ném maji objem V. Objem vzduchu (pfesnéji objem
mezivldkennych prostorit) je V.-V. Porezita je pak definovana vztahem

V.-V 14
=l L - =1- 33
1\ - - U (33)

C C
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Stejny objem vzduchu vSak mize byt v nékolika malo velkych porech, nebo v mnozstvi

malych pori. Proto je tfeba stanovit stfedni velikost mezivlakennych port.

Obecna geometricka charakteristika
_ objem télesa (34)
povrch télesa

ma rozmér délky, takze popisuje velikost uvazovaného télesa. Napi. krychle o strané @ mé objem o,
povrch 6a” a charakteristiku & = a3/ (6a2) =a/6. Podobné valec o priméru d a délce / ma objem

I-nd’/4, povrch -nd a charakteristiku & =|I(xd” 4)]/(ind) = d/4. Charakteristika & zévisi také na

tvaru télesa. (Pro krychli a vélec jsme nalezli jiny vztah k rozméru a nebo d.) Veli¢inou & lze proto

porovnavat jen velikosti tvarové podobnych téles.

Objem por (tj. objem vzduchu) ve vldkenném utvaru je za uziti (26) a (33)

V I-p
=ov=roy =" =r ok G3)
[ [
Uhrnna délka vSech vliaken ve vlakenném ttvaru je L. Pro objem vlaken plati V:(nd2/4)L a
objem poérti je dle (35)
2 —
y =l (36)
p 4 M

Povrch vlaken ve vidkenném utvaru je pii uziti (7)
A=Lp=Lnd(1+q) (37)

Povrch p(')l’lol lze odvodit z predpokladu, ze tam, kde kon¢i vldkno, zac¢ind vzduch kolem
n¢j. Povrch pori je soucasné povrchem vlaken. (Uvazujeme styk vldken v bodech ¢i v kiivkach.
Pokud by byly v kontaktech mezi vlakny sty¢né plochy, nemohly by byt do povrchu péra

zahrnovany.) Predpoklad I1ze uzitim (37) zapsat ve tvaru
A, =A=Lnd(1+q) (38)

Geometricka charakteristika & pora ma za uziti (34), (36) a (38) tvar
nd’ I I—p

T4 Lnd(1+q) n 4(1+q)

p

&_E 4 8 l—u d (39)

Tvar mezivlzikennych p(’)l‘lol je ve skutecnosti znacné slozity. Pro snazsi feSeni
proto zavedeme nejprve modelovy predpoklad, ze mezivlakenné pory maji tvar kapilar. (Kapilary
nemusi mit kruhovy prifez, ale i tak je zavedeny predpoklad znaénym zjednodusenim skute¢nosti.)
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Pory si 1ze nyni pfedstavit jako "vzduchova vldkna", pro kterd jsou definované podobné veli€iny, jako

u vlaken. Bude pouzivano znaceni:
L, ... delka porovych kapilar ve vlakenném utvaru (analogie uhrnné délky vlaken),

d, ... ekvivalentni primér poru (analogie ekvivalentniho priméru vlaken),

g, --- tvarovy faktor poru (analogie tvarového faktoru vlaken).

Obvod pi"iéného rezu p(’)rem mizeme vyjadfit v analogii k (7) rovnici
p,=mnd (1+q,) (40)

Povrch p(’)rﬁ je v analogii k (37) vyjadien vztahem
AP :LPpP :Lpndp(1+qp) (41)

Objem port je
nd’ , (42)
4 p

Vp:

Geometricka charakteristika & por je uzitim (34), (41) a (42)

ndlf I
‘- Vo a4 4, (43)
4, Lnd(1+q,) 4(1+q,)

Ekvivalentni prﬁmér p(')l'll plyne z porovnani pravych stran vztahii (39) a (43)

l-u d _  d, P =1-|rqp l—ud (44)

u 4(1+q)  4(1+g,) T ltg

Pomér délek vlaken a p(’)l‘lol je mozno urcit ze vztaht (38), (41) a (44).
A_ﬁ.“%_[“%]zl—u (45)
L, d l+gq l+g¢g 1)

Lnd(1+q)= Lpndp(1+qp)

Tvarovy predpoklad - varianta 1. Protoze geometricka charakteristika & zavisi

na tvaru porl, zavadime zjednoduSujici predpoklad, ze pory maji nezavisle na zaplnéni textilniho
vlakenného ttvaru stale stejny tvar. Pro tvarovy faktor poru pak plati g, = konst., tvarovy faktor

vlakna g = konst. a tedy

1+
T k K konst. (46)
l+g¢q
Pro ekvivalentni pramér péru nyni z rovnice (44) plyne
g =k M (47)
1)
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a pro pomér délek vliken a pori, ¢i délku pérovych kapilar plati z (45)

L _,ol-n L=t B (48)

L, 1) k= 1-n
Je dilezité¢ si povSimnout, ze nejen praméer poéru, ale i délka pora zavisi na zaplnéni; ¢im vétsi
zaplnéni, tim mensi pramér poru a tim vétsi délka porovych Kkapilar. (Ve vice stlaceném

materidlu se vzduchové mezery rozdrobi do malych dlouhych pora.)

Idea VélCOVyCh p(')l’lol je zvlastnim pfipadem varianty I, v niz je g, = 0. Pak plati
1

=k (49)
+q
g =1 1"ry (50)
I+g p
L =L(1+q) - (51)
l-p

Napt. savost textilii miizeme pti pouziti vyrazi (50),
(51)  modelovat  prostiednictvim  tradi¢nich
fyzikéalnich vzorch pro vzlinavost ve valcovych
kapilarach. (Skute¢né pory jist¢ nejsou valcové.
Povrchy vlaken, které jsou zdrojem elevacnich sil,
jsou vSak odvozeny spravné.) Vztah (50)

charakterizuje graf na obr. 8

Tvarovy predpoklad - varianta
II. Podle alternativniho predpokladu péry maiji

nezavisle na zaplnéni textilniho vliakenného

utvaru stale stejnou délku. Protoze také thrnna

obr. 8

délka vlaken ve vlakenném utvaru je konstantni, 1ze

2
1+ -
uzitim (45) psat L _| e I=n = ¢, kde ¢ = konst. Odtud
L l+gq n

p

I+q, cp (52)

l+g¢g I—p

Tvarovy faktor péru podle tohoto vztahu roste s rostoucim zaplnénim. Jemné poéry jsou tvarove

v

Clenit&jsi, nez pory velkeé. Pro velmi mala p vychazi dle (52) dokonce hodnota g, <0, a v limitnim
piipadé¢ n—0 a g, —)(—1). To je zdanlivé paradox, nebot’ dle zavedené definice (6) musi byt
tvarovy faktor vzdy >0. Vysvétleni plyne z uzitého ptredpokladu, ze pdéry maji tvar kapilar.
Uvazujme napf. paralelni svazek vldken se strukturou dle obr. 6a). Pak pod pojmem "kapilara"
mezivlakenného péru mizeme chéapat vzduchovy prostor mezi vysecemi vlaken na obr. 6b). Vztahem
(38) byl zaveden piedpoklad, ze povrch vlaken (totiz pouze povrch vlaken) je povrchem pért. Do

povrchu poéri se tedy nezahrnuje styk pori v linii vzduch-vzduch.
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To vsak je styk dvou porti v tiseCce délky 4 na obr. 6b). Takto zobecnény tvarovy faktor poru pak

umoziiuje nalézat hodnoty ¢, > —1.

Z rovnic (44) a (52) Ize vyjadtit ekvivalentni priamér péru

d, = KT el U ol L O
l-p p H

(33)

Varianta II vypoctu ekvivalentniho priméru poru odpovidd spiSe svazklim piiblizné paralelnich

vlaken, které se pouzivaji napt. v procesech ptadelnickych.

Je-1i specialn¢ délka porit je shodnd s délkou vldken (ke kazdému vldknu v pfiblizné
paralelnim svazku vléken ptislusi prave jedna kapilara), pak je L/ L, =c=1az(53)plati

d = [n low, 1wy,
I-p H

(54)

4. SMEROVE USPORADANI VLAKEN

obr. 10

21

4.1 Popis usporadani

Na obr.9 je znazornéno vldkno =z
vlakenného ttvaru. Je zfejmé, Ze intuitivni
chdpani jeho sméru neni jednoznacné. Pojem
sméru je proto tieba néjak exaktné definovat.

Vektor orientace popisuje smér useku
vlakna. Osa vldkna je hladkd ktivka. Smér
elementarniho tuseku vldkna v okoli daného
bodu  popisujeme tenym  jednotkovym
vektorem i,. Pro usek konecné délky / se
obvykle pfijima konvence, ze jeho smér je popsan
jednotkovym vektorem i,, ktery leZi na spojnici
koncovych bodi.

Smérové uspotadani popisujeme
rozloZenim téchto vektorti v prostoru. Je proto
vhodné pripomenout nékteré souvislosti plynouci
z diferencialni geometrie.

Na obr. 10 je v jednotkové kouli zna-
zornén obecny jednotkovy vektor i. Jeho
pravouhlé kartézské souradnice jsou x,, x,, x;,
jeho sférické (kulové) souradnice jsou r, 9, .
Je zndzornén také vektor opacného smyslu -i.

Oba vektory pfitom vyjadiuji tyz smér. Proto



zavedeme konvenci: Smér je popsan jednotkovym vektorem, jehoZ slozka x, > 0. (Koncové body

smérovych vektort lezi v obr. 10 jen na horni polokouli.)

Pravouhlé kartézské souradnice. Z definice délky vektoru plyne

xp+x)+x; =1 Xy, =4 1-x7 —x; (55)

Soufadnice x; je funkci soufadnic x, , x, a smérovy vektor mé soufadnice

iz(xl,xz,x3)z(x1,x2, w/l—xlz—xzz) (56)

Soutadnice x;, e(-1, 1), t,j. x; (0, 1). Z odmocniny ve vyrazu (55) pak vyplyva x; <1-x;,

takze x, e(—\/ 1-x7, \/ 1-x} )*). Oblast ® v§ech moZnych sméri je tedy
x, €(-1, 1)
0={ x e(—\/l—xf, \/l—xf) (57)

_ 2 2
Xy, =4/1=x] —x;

Néjakou funkci u*(xl, Xy, x3) 1ze vzhledem k (57) zapsat tvarem

”*(xl’ X5 x3) = u*(xv Xy \ll_xlz _x22 ) = ”(xl’ xz)
Urcity integral této funkce pres vSechny sméry je vzhledem k (57)
L[ A
[zjju*(xl,xz,x3)dxldx2 :-U“(xlaxz)dxldxz = J Iu(xl’xz)dxz dx, (58)
Q] 0] -1

- lf)cl2

Sférické souradnice. Jednotkovy smérovy vektor i, r = |1| =0A =1, svira s osou x,
Gthel 9. Primét OA' svird s osou x, thel @. Z obr. 10 plyne OA" = OA sin3 =sin3 a mizeme psat
x, = x,(9,¢) = sin9 cos
X, = xz(S,(p) = sinY sin@ (59)
x; = x,(9) =cos9

(Lze se snadno presvédeit, ze |i| = \/ XP X X = \/ sin’9 cos’@ +sin’ Y sin’@ +cos’9 =1.) Vektor i

je definovan pouze pro x; >0, tj. dle tfeti rovnice v (59) pro 8 (0, n/2). V tomto piipadé je

sind > 0, cos3 >0 a ze vztaht (59) lze nalézt

x; +x; =sin’9 cos’@ +sin’Y sin’ sind = /x; +x;
X X

sind \/xlz + xzz

cosp =

*) Pro zjednoduSeni pFipustné intervaly soufadnic jsou zapisovany vidy jako oteviené. UvaZzujeme totiz "rozumné"
spojité rozlozeni sméril, takze v jednom jediném sméru (napi. ve sméru osy X;.) je jen nekonecné malo vldkennych

useku. Proto 1 kdyZ je mez intervalu pfipustna (uzavieny interval), nevznika zadna kone¢né velka chyba.
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Souhrnné plati transformacéni vztahy

: 2 2
9 = 9(x,,x, ) = arcsinq/x? + x

ArCCOS .. x, >0
XD+ x;
0 =0(x,x,)= . (60)
2n— arccosﬁ ..... x, <0
XD+ X,

r=1

Ve sférickych soufadnicich 1ze vymezit oblast ® v§ech moZnych sméri piimo z obr. 10. Plati
9 €(0,7/2)

¢ (0,27)

r=1

If
e

(61)

(Smér je ve sférickych soutfadnicich popsan dvojici soufadnic 3,¢ podobné, jako byl v kartézskych
soufadnicich popsan dvojici soufadnic x,, x,.)

Né&jakou funkci v*(9,,r) lze uZitim (61) zapsat ve tvaru v'(r,9,¢) =v"(1,9,0) = v(9,0). Urtity
integral této funkce pies vSechny sméry je vzhledem k (61)

I=[[v'(r.9.0)d9do = [[(9,¢)d3de = Tﬁtv(s,@)d@}da

0

(62)
Transformace kartézskych a sférickych souradnic. Pro Jakobiin
transformace soufadnic {x,, x,} do {9, ¢ }nalezneme uzitim vztahti (59)
ox, Ox,
89 % cosd cosp —sinY sin@
Jy = = =

Ox, Ox,| [cos9sing sind cose
03 0o

= cos’@(sin® cos9 ) + sin’@(sin cosY) = sind cos9

(63)

ey

Uziji-li se transformacni vztahy (59) jako substituce v integralu (58), potom pii respektovani (63)
1= {[ulx,x,) dvdx, = [[u[x,(9,0),x,(9,0)] Jx d9dp =
. N (64)
= ”u[x1 (8,(p),x2(8,(p)] sind cosY d3de
Necht’ néjaky problém, feSeny v soutadnicich {xl,xz} vede k funkci u(xl,xz) a k integralu /
dle (58). Tyz problém v soufadnicich {9,¢} vede k funkci v(9,¢) a k integralu I dle (62). Protoze

hodnota integralu / musi byt v obou ptipadech stejna, plati
I=[u(x,.x,) dxdr, = [[v(9,0) d3dp (65)

Z porovnani (65) s (64) pak plyne
v(9,09)= u[xl(S,(p),xz(S,(p)] sind cosY (66)

coz je vztah, umoziujici nalézt funkci v pfi znalosti funkce u.
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Pro obraceny vypocet plyne z (60) sind = /x; +x; , cos3 = \/l —sin’*9 = \/1 —x; —x; az(66)
_ V[S(xl ) ): (P(xl » Xy )]
\/xlz+xz2 \/l—xf—xzz (67)

”(xl sxz)

4.2 Model orientace vlaken v roviné

USpOf'fldi’lni vlaken v roviné (napt. v pavugince z mykaciho stroje). Necht' vlakna
lezi v roviné obsahujici osu x, - viz obr. 11. Do této
roviny patii body, jejichz uhel ¢ nabyva jenom dvou
hodnot: ¢@" nebo @'+ . (Parametr ¢ vlastné rovinu

definuje; uvazujeme ¢* (0, 7). )

Dva smérové vektory i, a i, sviraji s osou x,
Ghly 9,a9,, vektor i, ma ¢=¢", vektor i, ma

@=¢ +m. Popis vektoru tedy vyzaduje informace o

obou soutadnicich. Proto je vyhodnéjsi zavést uhel v,

definovany vztahem

9. jelip=¢"+n (68)
ve(-n/2 nl2)

Pak je smér popsan jedinou veli¢inou y.

obr. 11 C v s " . « s
V roviné vlaken oznacime osu x, jednoduseji

jako y. Prlsenici roviny vldken s podstavou x, x, (t].
piimku x, tgo” —x, = 0) ozna¢ime x. Tak jsme zavedli kartézské pravouhlé souiadnice {x,y}av

nich smér vldken popsany (orientovanym) thlem .

VliVy plolSObiCi na vlakna. Na vlikno a na jeho &asti pasobi riznym zptsobem jak
soucasti textilnich stroju, tak i ostatni vldkna v okoli. Smérové uspotfadani vldken je obvykle
nahodné a je popisovano hustotou pravdépodobnosti smérového usporadani f{\y).

Na vlakna obvykle ptisobi dva vlivy. Prvym je ryze nahodny charakter ukladani vlaken. (Sdm
o sobé by zplsobil stejnou cCetnost ve vSech smérech.) Textilni technologické procesy ovSem
soucasné preferuji jeden smér uspoiadani vlaken. (Podélny pfi ¢esani, protahovani, mykani; naopak

pficny napf. pii pneumatické tvorb€ rouna).

Nahradni modelova pf‘edstava. Uvazujme idealizovana vlakna ve tvaru usecky.
Skute¢na vlakna, rlizn¢ zohybana, si predstavujeme myslené rozfezana na velmi kratké tseky. Kazdy
takovy usek ma pfiblizné tvar useCky. NaSe modelové ptfedstava popisuje smérové rozloZeni téchto

kratkych usekii a nepfihlizi pfitom k jejich vzajemnému ovliviiovani.
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obr. 12

Predstava dale zobrazuje redlny techno-
logicky proces modelem ohroceného pruzného
pasu. (Pfedstava je mySlenkovou abstrakci, neni
totozna s redlnym procesem ¢i strojem!)

Z pruzného ("gumového") pasu vycéniva
mnoho jehli¢ek, které nahrazuji ptsobeni okolnich
vlaken - obr. 12. Jedno idealizované vlakno (kratky
usek) je na obr. 12a). Pocatek souradnic O je v
pocatecnim bodu vldkna. Koncovy bod vldkna ma
soufadnice (xo, yo). Smér popisuje orientovany uhel
v,; plati tgy,=x,/y,. Misto koncového bodu
vlakna, je oznaceno na pruzném pasu jako bod A.
Pro néazornost je také vyznaCena cCtvrtkruZnice s

polomérem OA.

Preference jednoho SMEru se modeluje protaZzenim pruzného pasu ve sméru osu y.

Z uspotadani dle obr. 12a) vznikne uspofadani dle obr. 12b). Oblouk kruZnice se stane eliptickym,
bod A na pasu ma nové soutradnice (xo, y), které jiz nejsou totozné s koncem vlakna. V1dkno mezi

jehlickami proklouzne, ale zlstane na pifimce OA. Novy smér vlakna je popsan thlem y. Pro uzity

pritah pruzného pasu plati

c=2 y=0Cy, (69)
Yo
Novy smérovy thel lze z obr. 12b) a vztahu (69) vyjadfit rovnici
X X gy, 70
tgy =-2="0 = (70)
y Gy C
Diferencovanim se ziska
2 2, .2
d\L/ _ dw20 _dy, 1+tg vy, _ dy, 1+ Ctg vy
cos'y  Ccos'y, C C
C C C
Vo=V cos’y(1+ C*tg’y) v cos’y + C’sin’y v cos’y + C* — C*cos’y
C
=d
Ve (- 1eos'y (71).

RyZC nahodnou stranku uspotadani vyjadiime ptedstavou, e ve vychozim stavu

dle obr. 12a) jsou vlakna ve vSech smérech stejné Cetnd. Hustota pravdépodobnosti vychoziho

n/2
rozlozeni fo(\po) je pak konstantni. Podle statistiky I_ ) fo (\I/o) dy, =1 a proto plati

/2

-1/2

.fo(wo):%...konst. (potom _[ fo(w,)dy, = J. %d\uo zlJ

/2

(72)

-1/2
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Elementarni interval uhla (y,, v, +dy,) pFed protazenim obsahuje vlakna,
jejichz pomérna Cetnost je vyjadiena elementarni plochou fo(\po)d\yo pod kiivkou vychozi hustoty
pravdépodobnosti f, (v 0 ).

ProtaZenim se elementarni interval thli (\uo, Wy, + d\vo) ptresune z thlu vy, na novy thel y a
jeho velikost se zméni z dy, na dy. Hustotu pravdépodobnosti smérového rozloZeni vldken po
protaZeni (obr. 12b) znalime f (\y) a odpovidajici pomérna cetnost je f (\u)d\y. AvSak vSechna
vlakna, kterd v elementarni uhlové vyseci lezela pied protazenim, v ni zlstavaji 1 po protazeni. Proto
plati rovnice

Folwo)dy, = f(v)dy (73)

Hustota pravdépodobnosti smérového usporadani viiken po pro-tazeni

je pfipouziti vztaht (71) az (73) vyjadiena rovnici

1 C

dy = dy,=—d
Sw)dy = fi(w,)d, T “’Cz_(cz—l)coszw
1 C

_ 1 (74)
/() n C*—(C*=1)cos’y

Vzhledem k tipravam uvedenym ve vztahu (63) je mozno téz psat
fly) =t ——= (742)

- n cosz\y(l + Cztgzw)

Pro maximum a minimum této hustoty pravdépodobnosti plynou ze (74) vztahy

Jow =f0)=C/n [ =f(/2)=1/(nC) [,/ frsa=C (75)
Vyznam parametru C (modeloveé "pratah" pruzného pasu) mizeme vzhledem k rovnici (75) chapat
obecngji. Je to mira preference (podélného) sméru, vyjadiena pomérem +/ f,  /f. .

Distribuc¢ni funkce smérového llSpOi"i’ldflni vlaken je definovand rovnici
F (\If) = J_W b f (\p) dy . Uzitim (74a) nalezneme vyraz

T 17 C 1 C cos™y
Fly)= dy =— dy =— dx
(v) _;[Zf(\lf) v n_;[zcosz\y(1+C2tg2w) Yo _'[O coszw(1+x2) C
x =Ctgy; dxz(C/coszw)d\y; d\y:(coszw/C)dx
198 de 1 ey 1 1 o
Fly)=— = —[arct = —arctg(Ct ~ - =
(w)=— fw o - larcte ] = —arcig(Clew)+ v E( > 2) 6

Hustota pravdépodobnosti rozloZeni tangent smérovych uhli.

S ohledem na defini¢ni obor proménné y dle (68) se zavadi veli¢ina

t=tgy t e(-o, ®) (77)
Diferencovanim nalézame
di=— dy (78)
cos Y
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Pro hustotu pravdépodobnosti nahodné proménné ¢ plati

o(t)dr = f(y)dy (79)
(Ob¢ strany rovnice vyjadiuji totéz - poméernou Cetnost vldken v elementdrnim intervalu smért.)
Uzitim vztahti (74a) a (78) v (79) nalezneme

1 1 C
t dy =— d
ol )c0s2\|/ A coszw(1+C2tg2\|/) v
1 C
a1 (80)
ol) n (1+ %)

Uvazujme nyni dvé nezavislé, nahodné proménné x a y, které¢ maji Gaussovo normalni
rozlozeni se stfednimi hodnotami x =0,y =0 a smérodatnymi odchylkami o ,c,. Podle mate-

matické statistiky pak ndhodnd proménna ¢ vytvotena predpisem ¢ = x/y ma zobecnéné Cauchyho

rozloZeni s hustotou pravdépodobnosti
o)=L \%) (81)
T c
1+ 2| ¢
.y ' / +(G ]

Tl / A Rozlozeni ndhodné proménné ¢ ve vyrazech (80) a (81) je totozné, plati-li
- ® e o . . . C _ i (82)
[ . v' A . tl Gx
. '.7}/ :': to Tangenty smérovych thll vladken maji tedy Cauchyho rozlozeni. To
./ ’ nabizi alternativni modelovou predstavu o vzniku smérového uspotradani.
// . v Uvazujme "ter¢" na obr. 13. "Prustfely" maji soufadnice x,y a spliuji
’ pozadavky uvedené pied rovnici (81). Kdybychom vlakna kladli do spojnic

"prustiell" s pocatkem, nalezli bychom odvozené smeérové rozlozeni.

obr. 13 (Znézornéné vlakno ma smér spojnice pocatku soufadnic s "prastielem" A.)

Hustota pravdépodobnosti rozloZzeni neorientovanych uhli. Protoze
f (w) dle (74) je funkce sudd, je vyhodné charakterizovat rozloZeni prostfednictvim absolutnich
hodnot thlu . Zavedeme 9 =|y| a dle (68) 9 €(0,7/2). Hustota pravdépodobnosti u(3) této

nahodné proménné je v analogii k (74) a (74a)
u(9)=2 ¢ _2 ¢ (83)
n C*-(C*=1)cos’d 7 cos?9(1+C*tg’9)

(Plati u(8) = ully|) = /() + £ (~y). Vzhledem k symetrii £ (y) = f(-) je u(8) =2 (v).)

Priklad. Na valcovém mykacim stroji byla vyrobend pavucinka z bilych visko6zovych
vlaken s malou pfimési vlaken ¢erné obarvenych. Potom byla pavucinka zprithlednéna ponofenim do
imersni kapaliny (metylsalicilatu) a vyhodnocovalo se smérové rozlozeni tisekli cerné obarvenych

vlaken.
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Na obr. 14 jsou experimentalni vysledky zakresleny histogramy a funkce f (\|1) dle (74) jsou
zobrazeny hladkou kiivkou.

1.5¢ f(}l/)

90 <60 30 0 30 ms’o 80 -90  -60

¥
a)

obr. 14

Pro velmi kratké délky vlakennych usekt (/ = 0,2 mm) je vysledek znazornén na obr. 14a); bylo
pouzito C = 1,85. Rovnici (74) jsme pouzili jako empirickou i pro velké délky. (Model byl odvozen
jen pro velmi kratké tseky.) Pro délku / = 12,8 mm je vysledek ze stejné pavucinky zndzornén na
obr. 14b); bylo pouzito C = 4,28. Piiklad ilustruje pomérné¢ dobrou shodu experimentalnich vysledka
s teorii.

Je zajimavé, Ze s rostouci délkou / vyhodnocovanych vldkennych usekii roste hodnota
parametru C. To znamena, Ze preference podélného uspoiadani vldken v pavucing je vétsi u delSich
usekd. Na kratkych tusecich se zifejmé projevuje zoblouckovani, které dominantni charakter
podélného usporadani potlacuje. V tomto piikladé bylo nalezeno ptiblizné empirické pfifazeni

C=0,2351"%+1,8 (84)

mm)]

4.3 Model orientace vlaken v prostoru

Zobecnéni modelové pf‘edstavy. Sméry vlaken v prostoru je nejvhodné;si
popisovat sférickymi soufadnicemi {9,¢} - viz kap. 4.1. Vyjdeme z analogickych uvah jako v

rovinné varianté. Pfedpokladame tedy, Ze na vychozi ryze ndhodnou orientaci vlaken v prostoru se
aplikuje prutah, ktery zptisobi preferenci sméru osy y = x; (znaceni dle obr. 11).

Sférické soutadnice {9,¢} definuji na povrchu jednotkové koule preferencni kiivky, které
pfipominaji "rovnobézky" (9 =konstanta) a "poledniky" (¢ =konstanta). Elementarni plosku

EFGH na obr. 15 vymezuje "rovnobézka" HG (urcena uhlem 3), "rovnobézka" EF (urCena uhlem
9 +d9), "polednik" GF (uren uhlem ¢) a "polednik" HE (uren tthlem ¢ +d¢). Do ptidorysu se
ploska EFGH promita jako oblast ABCD.

Z geometrickych pomérti na obr. 15 vyplyva
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OE=0F=0G=0H =1,
OA =0OD = OH -sin3 =sinJ,
HG = AD = OA -dp =sinS do, (85)
HE =OH-dS8 =d39,
elementarni plocha EFGH =
=HG-HE =sin3dS3 do

Ryze nahodna orientace
vlakennych usekil v prostoru znamena, ze pomérna

cetnost vektort i, smétujicich do néjaké plochy na

povrchu jednotkové koule, je imérna velikosti této
plochy. (Nezavisi na jejim tvaru a poloze). Oznacme
soufadnice vychoziho stavu §,, ¢, a vychozi

hustotu pravdépodobnosti smérového rozlozeni
Wo(so’(l)o)- Wo(So,(Po)dSO de, pak vyjadiuje

pomérnou cCetnost smérti, které se vyskytuji v
rozmezi uhld (80,80+d80) a ((po,(p0+d(p0).

obr. 15 Pomérna Cetnost je umérna plose, a proto lze uzitim
(85) v analogii k (73) psat
wy(89,0,)d8, do, = ksind, d9, do,
Wo(‘goa(Po):ksmgo (86)

kde k& je konstantou umérnosti. Integral z hustoty pravdépodobnosti pies defini¢ni obor
nahodné proménné je roven jedné. S piihlédnutim k (62) plati

n/2[ 2n
1= J.J.WO(SOa(Po)dsod(Po = J|:IW0(80’(p0)d(P0:|d80 =
® 0

0

m2 2z /2 2n /2
= '[ {JksinSod(po}dSO =k J sinSO[Jd(po}dSO =27tk JSinSO d9, =2mk
0 0 0 0 0

k=1/(2n) (87)

Z (86) a (87) pak plyne
WO(SO’(PO)z S1;80 (88)

T

Preference jednoho smeéru vychazi z predstavy pritahu ve sméru osy y=x,
(analogie kap. 4.2). Predpokladame, ze isek vlakna zistava pri prutahu v pivodni roviné, dané
vychozim vektorem i, a osou y (rovina na obr. 11). Soufadnice ¢, se pak nezméni, tthel 3, vSak
prejde na uhel 3. Predpokladame, ze plati analogické vztahy k (70) a (71).

tg9 = g9,

(90)
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C _ C
cos’9(1+ C’tg>9) C*-(C? - 1)cos’9 O

d9, =d9

kde C je priitah ve sméru osy y. Z rovnice (90) plati téz
sing, = 8% Cted (92)
J1+te?8,  {1+C*tg’9

Hustota pravdépodobnosti smérového rozloZeni vlaken. Mezi vychozi
hustotou pravdépodobnosti w, (SO,q)O) a konecnou hustotou pravdépodobnosti W(S,(p) plati

analogicky k (73) rovnost
Wo (80,([)0)(180 do, =W(9,(p)d9d(p (93)

Kone¢na hustota pravdépodobnosti smérového rozlozeni vznikne uzitim (88) az (92) v (93).

sing,, C
dS [do =wl9,0)d3d
( 21 )(00529(1+C2tg28) ] 0 =w(8,¢)d5dg

W(S ([)) _ SiIlSO C _ L Ctgg C
’ 21 cos’9(1+C’tg’9) 2nm J1+C’tg9 cos’8(1+C*tg’9)
1 Ctg’9 1 1 C’tg’9
W(9,0)= " . (94)

21 (14 C?g9)"” sindcos® 7 (14 ?tg?8) " sin29

Hustota pravdépodobnosti marginalniho rozloZeni nahodné proménné 9
je oznacena u(S) (Pt1 usporadani vlaken v roviné odpovida u(S) rozloZeni neorientovanych thli -

viz napft. (83).) Protoze ¢ € (0, 2n), muzeme psat

i 1 Ctg’9 T 2C*tg?9
M(S‘): J.W(SJ(P)d(p:_ g 32 . J.d(p: g3/2 .
0 n (1+ CzthS) sin29 0 (1+ Cztng) sin2 9 (95)

Distribu¢ni funkce marginalniho rozlozeni U(9) proménné 9 pak je

t t 2C2tg?9 t Ctgd Cd9
U(9)=|u(9)ds = dg = -

! '([(1+C2tg28\)3/2 sin29 '([\/1+C2tg28 c0528(1+C2tg28)

dle (90): 9, = arctg(Cth),

die (92): sing, = 8% ___Cted

J1+tg’8,  |1+Cg’9
C
dle (91): dS,=d98
¢ O ’ c0528(1+C2tg28)

arctg(Cth)
= jsinSO dS,=1- cos[arctg(Cth)]

0

(96)
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Cc=3

_ ror (43)

rov (35)

0 T% %/6 a2 0 76  2rie A2
(307 (60°) A (90°) (30 (60%) (907
a) b)
obr. 16

Graficky pl‘lolbéh funkce u(S) dle rovnice (95) je pro rizné hodnoty C znazornén na
obr. 16a). u(9) ma pfi C<.[3/2=1,225 maximum v bodé 9=9_=m/2. Pro C>./3/2 urtime

maximum 9 z podminky (du/d9) 4_s =0.Oznacime u,, = u(Sm) a z (95) pak nalezneme

9, == 1 ...je-liCS\/E
2 C 2

1

9, =arctg— u -2 ¢ je-liC>\/§ ©7
) (2c2-1) "o T 2

Obecnéj Si rozlozeni smérii vidken byvaji nesymetricka. Hustota pravdépodobnosti

smérového rozlozeni v§ak miva nékdy soucinovy tvar

w(9,0)=v(e) u(9) kde ¢ e<0,2n), 9 <(0, n/2) (98)
kde u(S) a v(¢) jsou vhodna marginalni rozloZeni proménnych 9 a ¢. Rozlozeni u(9) nekdy
vyhovuje rovnice (95), jindy je vhodnad rovnice (83) (napf. pro pramen ze shrnuté pavucinky).
Marginalni rozlozeni v((p) muze byt konstantni, nebo i proménné. Specialnim ptipadem vztahu (98)
je i rozlozeni (94); pro u(S) plati rovnice (95) a v((p) = 1/ (2n) =konstanta.

4.4 Orientace vlaken v Fezu
Pti analyze vldkennych utvarti se neobejdeme bez piedstavy Fezu, a to jak v teoretické, tak v
experimentélni praci. Rezem se rozumi priinik vlikenného ttvaru rovinou. Teorie obvykle uvazuje

mysleny Fez, v experimentech se pracuje s mikroskopickymi Fezy.
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Modelova pl"edstava uvazuje vlakenny utvar (nebo jeho cast) ve tvaru hranolu s
objemem abc, protnuty rovinou PQRS - obr.17. Redlna

b vldkna uvazujeme mysSlené rozdélend na kratké useckoveé

¢asti délky A/ (ndhradni modelové pfedstava v kap. 4.2). V

hranolu je celkem j takovych usekl. Kazdy usek svird s
D B =7 normilou (kolmici) fezné roviny thel 9 (0, 7) Znazornény

e ' e ﬁ usek vldkna na obr. 17 se pravé dotykd fezné roviny.

Vzdalenost jeho horniho konce od ni je

YT r
;sﬁ-— — = Al cos9 (99)
()

Podil protnutych tsekil. Rezna rovina

protne vldkenny usek jen kdyz jeho horni konec lezi ve

/ vzdalenosti 0 az & nad feznou rovinou. Horni konec kazdého
A protnutého tuseku tedy lezi v prostoru s objemem abh.
obr. 17 Predpokladejme, ze horni konce vlikennych tseki jsou

rovnomérné rozptyleny v celém hranolu. Pak podil Gsekt s
hornimi konci ve vzdalenosti od 0 do 4, t.j. podil p(S) protnutych useki, je dan pomérem objemil
abh a abc.

abh h Alcosd 100
pl9)= Lt (100
abc ¢ c

Pocet protnut)"ch usekii. Hustota pravdépodobnosti rozlozeni uhlat 9 je u(9). (Je-li
osa x; =y z predchozich kapitol normélou fezné roviny, pak v rovinném modelu je u(9) dano
rovnici (83), v prostorovém modelu je u(9) popsano rovnici (95).) Pomérna &etnost vlakennych
tsekil v elementarnim intervalu smért (9,9 +d9) je u(9)d9 a jejich poéet je j u(9)d9. Avsak jen
podil p(8) z nich je protnuty. Podet vlaken, ktera leZi v elementarnim intervalu sméra (9,9 +d9) a

jsou protnuta feznou rovinou je pii uziti (100) dan vztahem

AlcosS JAl

dn=[ju(9)d8]p(9)=ju(9)ds = cosSu(9)L=—d9 (101)
c c
Celkovy pocet vsech protnutych vlakennych tseki je dan rovnici
9=n/2 n/2 ]Al ]Al n/2 ( )
n= |dn= | cosSu(9)—d9 ==— | cosSul9)dS
sJ_.o I')- (®) ¢ ¢ ! (102)

Hustota pravdépodobnosti smérového rozloZeni protnutych useki
vlaken je znacena u*(S) Pomérné Cetnost vlakennych usekl v elementarnim intervalu smért je

u*(S)dS, nebo z definice pomérné Cetnosti téZ dn/n. Uzitim (101) a (102) nalezneme

cos9 u(S)]—Al
u'(9)d9 = — = “

n/2

I cos u(9)d9

¢ %

dS
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Po upravé kone¢né nalezneme hustotu pravdépodobnosti
SulS
u'(9)= n/zcos u(9) 9 €(0,7/2)
[ cos8u(8)ds

0
Rozlozeni sméri téch vldkennych tusekl, které jsou protnuty feznou rovinou je tedy jiné, nez

(103)

rozlozeni smért vSech vlakennych tsekt v celém vldkenném utvaru.

Priklad. plati-li pro «(9) rovnice (83) (rovinny model), pak z (83) a (103) Ize vyjadfit

u(9)=2 ¢ _2 c _
n C*—(C*-1)cos’s m C>—(C* -1)(1-sin’9)
2 C 9 <(0,m/2)
S n(C-1)sin®9 +1 Cc>1
/2 /2 Jero
jcosgu(g)dsz j%(cf_csfnczizﬂ :% | C : dzx _
0 0 0 (CZ_I)C;C_+1 Cc -1
sind = cos3dd = dr
-1 -1
> ¢ e 2 Je 2CarctgVC? —1
I T et G e = (104a)

cos9d %

T Cz_(cz_l)coszg VC? -1 cos9
2CarctgyC* -1 B arctgyC?> -1 C° —(C2 —1)00529 (104)
tvC? -1

(Tuto hustotu pravdépodobnosti 1ze oekavat napt. v pfi€ném fezu pramenem, ktery vznikl shrnutim

u*(S):

pavucinky)
4.5 Stredni velikost Fezné plochy
vlakna a soucinitel &, . /@
D é€m7/
Velikost Fezné plochy. Na obr. 18 je re

obecny, t.j. Sikmy fez n¢jakym vldknem. Jeho osa svird s

normdlou fezné roviny thel 3. Plocha s Fezu kolmého k

bglmy

ose vldkna je urCena rovnici (1). Z obr. 18 plyne pro réz
plochu s* Sikmého Fezu vlakna vztah
§ =3 (105)
cos9

obr. 18
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Predpokladejme, ze v Gtvaru jsou vlakna stejného druhu a jemnosti. Podle (1) maji stejnou
plochu s. Maji vSak riizné uhly sklonu 8 a rtzné plochy Sikmych fezii s*. Pro stiedni hodnotu

_* ‘rr/2 * * * . W . W 7
plochy Sikmého fezu plati 5™ = IO s"u"(9)d9, kde u"(9) je hustota pravdépodobnosti smérového

rozlozeni protnutych usekt vlaken. Uzitim vztahti (103) a (105) se nalezne
/2

9)ds
— " W2 cos9u(9) S_[“( )
s :J-su(S)dSZJ- 5 a9 = —; 0 =
0 " Teos9u(8)ds  [cosSu(9)ds
0 0
_ S
o2 9 €(0,m/2 106
[cos9u(9)ds <(0.%/2) (106)

0
kde u(S) je hustota pravdépodobnosti smérového rozlozeni vSech useki vldken v celém vlakenném

utvaru.

Soucinitel & n je pii pouziti (106) definovan jako pomér ploch s a s”.
/2
k, === [cos9 u(9)d9

n T T,
N 0

(107)

1 Z_:’_—,;_—— Priklad. v rovinném modelu je u(S)

99t  déno rovnici (83/3 aze (107) a (104a)
s 108
28! b === [eossu(9)as = (109

0
o7 _ 2Carctgy C* -1
06'--'9%; TE\/C2 -1

’ C - Zavislost ilustruje obr. 19. Pro velké hodnoty C
05 b ey (velky "pritah") se k, — 1; pro mala C je viak
) pilerTamm y "pratah") se £k, ; pro mala C je vsa
1 J ° 0 k<« (limk, =2/7).
obr. 19

4.6 Rezy utvarem s rovinnym usporadanim vlaken

Zobecnéni funkce f (\U) V rovinném uspoiadani vldken (kap. 4.2) jsme definovali

thel y v intervalu (—rt/2, 7/2). Je-li n celé &islo, pak thly  +nm pii n# 0 v definovaném intervalu

nelezi. AvSak pro vSechna n vyjadiuje y+nn fakticky jediny smér. Je proto rozumné rozsifit
platnost funkce hustoty pravdépodobnosti f () pro viechna y predpisem

f(n/2) = wlir}r}zf(w), fly)=f(y+nn), n..celégislo, y e(—o0,0) (109)
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Zobecnéna funkce f (w) je periodicka s periodou n. V rozmezi uhli y e(a, a+ n) (a je libovolné

redlné Cislo) je hustotou pravdépodobnosti smérové rozlozeni vldkennych usekt. Plati
tedyJWt f (\u)d\u = 1. (Libovolné a miizeme totiz vyjadrit vztahem
a=nn+8-m/2, n..celé&islo, &e(0,n)

a pak vypocitat integral

a+m nm+d+m/2 n/2 n/2 n/2-38 n/2
[r(w)dy = [f(y)dy=[fe+nm+8)de=[f(e+8)de= [f(t+8)de+ [f(¢+8)de=
a nn+d-m/2 -m/2 -2 -n/2 n/2-8
Y =t+nn+9d xX=t+9 X=t+d—-m
dy =dr dx =dr dx = dr
n/2 -m/2+8 -n/2+8 n/2 n/2
= [r(x)dv+ [f(x+mn)de= jf de+ [f(x)de=[f(x)de=[r(y)dy=1 )
—/2+8 -2 —m/2+8 -n/2 —-/2 -m/2

Smérové rozlozeni vzhledem k obecné ose. Na
obr. 20 je (shodné s obr. 12b) soufadny systém {x, y} s jednim usekem

vlédkna; vldkno svird s osou y orientovany uhel y. Obecna osa y, svird s
osou y orientovany Uhel a.. Usek vlakna svird s osou y, orientovany thel .
Zvolme uréité o e(-m/2,7/2) a hodnotme rozlozeni smérti vldkennych
" Gsekd vzhledem k obecné ose y,, t.j. prostfednictvim uhli & e(-n/2,7/2).

Pro hustotu pravdépodobnosti rozlozeni uhlt Evldkennych tsek plati

y=a+& oe(-n/2,1/2) &e(—n/2,n/2)}

K -r f(w)=rla+e) (110)
obr. 20 . R
(& je proménna, o je parametr.)
Smér vlakna miiZeme popisovat téZ neorientovanym uhlem S
=lg|  9e(0m/2) (111)
Hustota pravdépodobnosti rozlozeni thlt 3 je logicky dana vyrazem
u(9)=f(a+9)+/(a-9) (112)
Soucinitel &y pro ¥ez kolmy k ose y, miizeme vyjadfit z rovnic (107) a (112).
n/2 /2 n/2 /2
k, = [cos9u(9)d8 =[cosS[ £ (a+9)+f(a—9)]dS = [cos9 f (a+9)dS +[cosd f (o~ 8)d9 =

0 0 0 0

af2 a2 X =-3, cosx =cos9

:ICOSSf(a+8)d8— J-cosxf(a+x)dx dx =-dS

0

Pti pfeznaceni integracnich proménn}'Ich v obou uréitych integralech symbolem & pak

/2
k, = jcoséf(a+&)da+Jcosaf(a+a d = Jcosaf o+E)dg (113)

—n/2 -n/2
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Pocet vlaken v Fezu. Na obr. 21 je znazornén Fez kolmo k ose y  spolecné se
Stérbinou o délce ¢ a velmi malé Sifce oh. Ve

7 ?& Stérbiné je N kratkych usekd vldken s riznym
& v sklonem. Silné¢ vytazené ftezy vldken maji
\@ e plosky s, i=12,..,N. Objem obecného
> © vlakenného useku je s’ -84 (objem Sikmého

vélce) a jeho hmotnost je s; -84-p. Hmotnost

0 L vSech vlakennych usekt ve §térbiné je
N N
dm=Y s 8hp=8hp) s (114)
obr. 21 i=1 i=1
PloSna hmotnost vlakenného utvaru je
N N
Sh pz s N Z s
y = Py NoE L, o (115a)
coh c &h cS"' ¢ N *

Veli¢ina s”je stifedni hodnota iezné plochy vlaken, zavedena v kap.4.5. Veliina n, = N/c

vyjadiuje pocet Fezi vlaken pripadajici na jednotku délky. Pii uziti (113) a (1) plati vztah

/2
no=t= T 2T T feost flave)d o
pst pPSst 1 )

Je-1i znama funkce f (a + &) , 1ze ze vztahu (115) vypocitat n, jako funkci parametru o.

Priklad. Necht f(y)= f(a+&) dle (74) a C>1 (rovinny model). Uzitim (74), (110),

(115) pak nalezneme vztah

/2

Y C
n =+ | co d C>1
’ ti/z Fv T C? - (Cz—l)cosz(a+§) : (116)
Pro neurcity integral ptedchozi rovnice plati
1 CcosEdg C COS(\II - Ot)d\II C [ cosy cosa + siny sina
'[_ 2 2 2 B _J 2 2 2y _J 2 2 2 dy =
n C —(C —l)cos (oH—é) C —(C —l)cosw nd C —(C —l)cosw
E=y—a, d&=dy, C2—(C2—1)C052\|I=(C2—1) sin®y +1,
C cosa J- cosy dy C sina J- —siny dy 3

n J(c>-1)sin’y 11 on e —(c?=1) cos’y

[ 2
x =+ C? —1siny, y= CC_lcosq/,

cd

dr —coswd\y Y = —siny dy
Ve - ’ Jer -1 ’

_ CcosocJ' Csinoc-CI dy _ C cosa J- de
¥+l g2 o1 CP=Cy gt o1 P+

1+y

sinal J’

_ C coso sinol 1

= ————— arctgx —
v C? -1 v C? 2
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C cosa [ sinob 1 T+ C cosy
=————arctg|VC* -1 sin\p]— —In =
nNC? -1 : Ve -1 2 Cc’ -1
1- C cosy

C cosa IO 1 s sina. 1. C+VC*—1cos(a+&)
= ——"— arctg|vC* — 1 sin(a + i)] —In

v C* -1 :
Uzitim posledniho vyrazu ve (116) nalezneme kone¢ny vyraz

/2
nO(:lJ‘cosF,l ¢ dg =

t v nC* - (C l)cosz(oc+§)

/2

i

n/2
l{ sina 1 C+\/C21cos(oc+§)} B

In

WC—12 - -1 cos(a+&) | ,
=lm{arctg[\/ C* -1 sin(a+gﬂ—arctg{\/ C’ -1 sin(a—gﬂ}—

! gC* =1
C+\/C2—lcos(oc+;) C+\/C2—1cos(a—§)
L i “In
PadC -1 C—\/CZ—lcos((erZ) C—\/Cz—lcos(a—gJ

_r _Ceosa rtg[\/C2 lcosa] arctg[ VC? - lcosoc]}

g\ C? -

y  sina C -~/ C? -1 sina C ++/C?* -1 sina
_rosme “In -

1 2| C++/C?*-1sina C—-+C? -1 sina
2
. _ 2_ .

_Y C cosa 2arctg(\/ﬁcosa)—l sinal lln[c C lsmoc] _

t g C? -1 t il C* =12 ( C++/C? =1 sina

2 _ .
S cosa 2Carctg(\/ C* -1 cosa) +sino In C+yC —lsina (117)
! nyC* -1 C-~C? -1 sina

Prisecikova metoda zji§t’0vz’1n1’ orientace. Z rovnice (115) najdeme integraci
(pfi uziti vztahu j “" £(w)dy =1, odvozeného pred rovnici (110))

Tn da = ”cosi f o+ i) da d& = T [ ﬂj-zf((x + &)da} cosEdé =

-n/2 ael-n/2, n/2) —n/2 -n/2

e( n/2, r[/2)
=a+&,dy =da
nj.z n/]j—& J
f d\|1 cos§dg = 1-cosEdg =
—n/Z —7/2+E —n/Z (1 18)

37



Pouzitim vztahu (118) ve (115) vznikne rovnice

2 /2 /2
v 1
=y [eost larg)az= [nda- [eost flare)ar (1192)
) n/2
= Mo _ Icos& fla+&)de (119)
Jnadoc 2
)

Pokud plati pro n, specialni vyraz (117), pak ze (119a) pfi pouziti (118) plyne

/2 [ ~2 _ .
n,=— jnada-; cosa 2Carctg(\/ Cc’ -1 cosa)+ sina In CHyC —lsina
2 5, nC? -1 C—+C?—1 sina

2 VC?* —1si
To  _ ! cosa. 2Carctg(\/ C’ -1 cosoc) + sina In C+vC —1sina (120)
C - C* —1 sina

e

J.nadoc

-n/2

Vliv parametru C na prubéh funkce (120) je
znazornén na obr. 22.

Preferovany smér (napf. u pavucinky
podélny smér jejiho postupu mykacim strojem) se

pii experimentalnim méteni obvykle nepodafi urcit

pfesné. Misto uhlu o pak méfime tGhel o*, pro ktery
plati
a"=0+d, a=a"-8, da=da” (121)

Uhel & vyjadiuje systematickou experimentalni

chybu.
Pocet praseciki n, Ize chapat jako

2
€20 60y (-307) periodickou funkci s periodou n. UZijeme-li vztah

obr. 22 (121) jako integralni substituci, najdeme
/2 /246 /2
Jna do = Jna* do* = Jna* do”
2 245 2 (122)

kde n . oznaCuje pocet prisecikdi 7, na Ghlu a=0a'-8; n_, je funkci méfené¢ho uhlu o. Pfi

experimentalnim méfeni se obvykle stanovuje podet priseéiki N™ na tseCkach, které lezi pod
riznymi Ghly o a maji obecnou délku ¢ # 1. Pak N* =n_,-c a ze (122) nalezneme vyraz

2n, 2na‘ ZCI’la* ZCna* 2N”
/2 = a2 =T = a2 = 2
J.na do Jna*da* c J-na*da* Jcnq*da* JN*doc* (123)
-m/2 -2 —-n/2 -2 -2

Uzitim (121) a (123) v obecném vztahu (119) nalezneme rovnici

# /2
WL = J-cosi f(a*—8+§)d§
TN (124)
/2
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Leva strana rovnice (124) miZe byt uréena experimentalné. (N “je obvykle méfeno jen na
ur¢itych uhlech o’ a integral ve jmenovateli se poéitd z experimentalnich dat numericky.) Pak je
nutno nalézt takovou funkci f, aby pozadovana rovnice byla splnéna.

Experimentalni metody tohoto typu jsou metody prusecikové. Jejich nevyhodou je, Ze malé
zmény funkce na levé strané rovnice (124) (v toleranci experimentu) vedou k velkym rozdiliim v

urceni funkce f. Proto je vyhodné zname-li doptedu typ smérového rozloZeni vlaken.

Priklad konkrétnich vyrazii vychdzi z rovnice (120), t.j. z modelu rovinného uspotadani.

Analogicky k (124) nalezneme vztah

nj_zzN* = n\/ﬁ{COS(a*—S) 2Carctg[\/ C* -1 Cos(oc*—S)]+
N'do”

2 ala —3)1 C+~C? —1sin(a” - 5)
+sm\a — n
C—\/Cz—lsin(oc*—é‘))

Ukolem pak neni nalézt celou funkci f; ale jen hodnoty parametrii C a 8. (Obvykle nelinearni regresi

(125)

s numerickou optimalizaci.) Dva ptiklady vysledki jsou uvedeny v tabulce.

Priklad I Priklad II
Material: 70% PVA, 1,6 dtex, 40 mm, | Materidal: 100% VS, 3,9 dtex, 60 mm
30% POP srazivy, 1,3 dtex, 38 mm Rouno: pneumaticky tvofené, 314 g/m’
Pavucina: valc. myk. stroj, 10,2 g/m’ (analyzovano po vrstvach)
Meéteny || Hlavni smeér: podélny Hlavni smer: pticny
uhel Experiment Vypocet Experiment Vypocet
o’ rov. (125) rov. (125)
N n/22 N* n/22 N* N ﬂ/22 N* n/22 N*
(stfedni J‘N* Ao J'N* da (stfedni J‘N* Ao J'N* o
hodnota) | 7 —n/2 hodnota) | _%- —n/2
-1t/2 (-90°) 14,14 0,5401 0,5357 16,33 0,6238 0,6186
-2711/6(-60°) 15,07 0,5756 0,5755 16,29 0,6222 0,6224
-1t/6 (-30°) 17,50 0,6684 0,6735 16,61 0,6345 0,6404
0 19,20 0,7334 0,7290 17,32 0,6616 0,6543
/6 (30°) 18,37 0,7017 0,6995 16,98 0,6486 0,6508
21/6 (60°) || 15,72 0,6005 0,6065 16,47 0,6291 0,6331
/2 (90°) 14,14 0,5401 0,5357 16,33 0,6238 0,6186
/2 /2
Integral jN*da* =52,36 jN*da* =52,36
/2 /2
Parametry | C=1598  8=0,0848 rad (4,86°) | C=1,093  5=0,1644 rad (9,42°)

(Experimentalni hodnoty N* zméfil A. PTACEK [3]).
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Pro mykanou pavucinku se v p¥ikladu I regresné nalezlo C =1,598, & = 4,86°. Hodnota
8 =4,86° je dobie vysvétlitelna systematickou chybou méfeni. Hodnota C = 1,598 je niz§i nez udaj v
zavéru kap. 4.2 (C =1,85); rozdil v8ak neni pfili§ velky. (C charakterizuje praci mykaciho stroje, na
kterém A.PTACEK [3] pouzil zafizeni pro potlaCovani podélného usporadani.) Hustota

pravdépodobnosti smérového rozlozeni (velmi kratkych) vlakennych usekii (74) ma tvar

1 C 1 1,598 0,50866

fy)= T C —(Cz— 1)0052 v T 1,5982 —(1,5982— 1)0052 v - 2,5536—1,5536c0s" ¢

Pro pneumaticky vytvofené rouno v prikladé II se ziskalo C'=1,093, § =9,42°. Hodnota
8=9,42° sv&d¢i spiSe o geometrii
zafizeni pneumatické tvorby rouna.
Hodnota C —1 ukazuje na téméft
isotropni uspotadani vladken. Hustota
pravdépodobnosti smérového
rozlozeni (velmi kratkych) vlakennych

usekd (74) ma tvar

1 C
Sy)=— =
(v) n €2 —(C?=1)cos’ y
1 1,093 ~
n 1,093 — (1,093 1)cos®
~ 0,34791
+ + + + + - P
e __%,_,_- 3 0 _G'/z: %ﬂ_— I 1,1946 - 0,1946 cos” v Vysledky
(B0 o) €309 (300 (609 (900 ijadi T a 11 dokumentuje vedle
tabulky také obr. 23
obr. 23
5. NAVLNENI VLAKEN

5.1 Fenomenologicky model navinéni
Redlné vlakenné useky jsou pievdzné navinéné, coz je zpusobeno velkym mnozstvim

nejruznéjsich vlivi. Navinéni, definované rovnici (11), je ndhodnou veli¢inou.

Vkladani délkOV)"Ch kvant. Popisovany fenomenologicky model je zalozen na

predstave vkladani jakychsi délkovych "kvant'" do vychoziho, zcela rovného vlakna.
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Ideu charakterizuji schematické obrazky v tabulce.

schéma Map A pc Aac

a) A B _C 0 0 0
| A ~_B ¢ o o | 2
~* a / 21

c) A B c 0 5 | 8
)

V| A —F | 0| 0|3

Pocatecni primkovy usek vlakna AC, pileny bodem B, je na obrazku a). Veli¢iny navinéni
Aap>Apes My Usekit AB, BC, AC jsou vSechny nulové.

Do useku AC nyni ptiddme maly kousek vldkna - délkové kvantum délky 5. Toto kvantum
muzeme ulozit do Gseku AB - obr. b). NavInéni useku AB bude A ,; = 8//, navlnéni celého tseku AC

bude A,. =8/ (21) a navinéni useku BC ziistane Agc =0. Analogicka situace nastane, vlozime-li

délkové kvantum do useku BC - obr. ¢).

Délkové kvantum vSak miize byt ulozeno také do okoli bodu B, kde zpisobi jeho vychyleni
dle obr. d). Useky AB a BC se prodlouzi z délky / na /+8/2. Jejich navInéni ziistane nulové, adkoliv
navlnéni celého useku AC bude A, = 6/ (21).

Predpokladejme, ze uloZeni délkového kvanta je nahodny jev. Pravdépodobnost p, Ze se
délkové kvantum ulozi do useku AB, bude ziejmé piimo umérnd jeho délce /I Stejnou
pravdépodobnost p bude mit také ulozeni do tiseku BC.

Pravdépodobnost ¢, Zze dojde k ohybu podle obr. d), vyjadiime z predstavy, jako by mezi
délkami AB, BC byl vlozen jesté n¢jaky dalsi pomyslny usek délky & - obr. 24. Pak pomyslna délka
celého useku ACje I+k+/=2/+k.Plati2p+q =1, atedy

1
! 2
p= =—=0 (126)
20+k Kk
21
k
k 21
qg=1-2p= = (127)
204k Kk
21
A C
Zietézeni. Lze si dobfe predstavit,
obr. 24 Ze napt. useCka AB je znovu rozdélena na dvé

poloviny. Kvantum délky, které padne do AB,
se analogicky umisti do pravé ¢i levé poloviny, nebo zplsobi vychyleni stiedového bodu usecky

AB.Toto zobecnéni smétuje ke zietézeni zakladniho schématu z obr. 24. Je ukdzano na obr. 25.
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Délka /, je rozdé€lena na dvé délky /, , kazda tato délka je rozdélena na dvé délky /, a kazda délka /, se
déli na dvé délky /.

7, Do délky /; vlozime n,

délkovych  kvant. Kazdé
| kvantum se s
| @ pravdépodobnosti p, umisti
] do délky I, a s
7 ”, pravdépodobnosti g, vytvoii

ohyb ve stfedovém bod¢€. Do

délky I, je takto vloZeno n,

|

) @ délkovych kvant. Analogicky

¥ se kvanta rozlozi az do délek
m, N, P 7, .

Pravdépodobnosti.
7o P % % Délky v obr.25 jsou
G T T 7 TS T 0 T B vzajemné provazany rovnici
fc, /; ’S {; ‘4» {: ‘{; ‘{; l _l 2i
i~ %0
4 4 4 - t i=0,1L (128)
4 4 "
7 = ([, =[2")
3

Také pomysiné délky & patrné
obr. 25 zaviseji na velikosti

uvazovanych tuseklil. Lze

predpokladat, ze pomérny

priristek délky £ je imérny pomérnému prirustku délky /. (To odpovida intuitivni piedstave, Ze

"kdykoli zvétsime / 0 4%, zvétsi se k o B%".) Pfedpoklad je popsan rovnici
dk d/

. s ; s...parametr (obvykle 0 <s<1)

Prostou integraci nalézdme Ink =sInl/+c, k=e‘l’ a oznaCime-li integratni konstantu c=Inr,

muizeme psat
k=rl r,s K parametry
Mezi délkami /; je pak pomyslna délka £,.
k.=rl’ i=0,lL (k,=rl’ m=0,1L)
V analogii k rovnici (126) lze pro pravdépodobnosti v obr. 25 psat

1 1 1 1
pO = 2k pl = 2k p2 = 2k 0becné pi = 2k
1+ 1+ 1+—= 1+
21, 21, 21, 21

S ohledem na (129) a (128) plati
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i=0,1L

(129a)

(129b)

(129)
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ko=ri =r(1,2) =r; 2" (131)

Pak ovsem
1 1 1
2 2 2
D= pa = (132)
1+ ri; 2 1 r r

270 + lé_s oi+lis 1+ 117.5-2(i+1)(17s)+s
0 0
Pravdépodobnost, Ze délkové kvantum, vlozené do délky /, , se posléze umisti ve zvolené délce [, je

(dle pravidla o nasobeni nezavislych pravdépodobnosti) ddna vztahem

1
2 2 5
P=p,-p-po=]1r=11 p (133a)
i=0 i=0 1+
l(;_s 2(i+l)(1—s)+s
Jestlize zavedeme misto indexu i novy index j=i+1, j =1,2,L , potom plati
1 1

> 2 > 2
p=1] —=11 ; (133)
A Ty r 1
lé—s 2](l—s)+s l(;_s 2S 21_S

Schéma na obr. 25 lze dale zobecniovat. Pfedpokladejme, Ze nejvétsi délka je [, , m>1. (Na

obr. 25 je m = 3.) Pravdépodobnost, ze se délkové kvantum vlozené do délky /, umisti pravé do

zvolené délky /; , je v analogii ke (133) vyjadiena vztahem

m 2 1 m 1
p,=11 T = ; (134)
j=1 r 1 2 Jj=1 r 1
1+ l-s qs | Al-s 1+ l-s As | Al-s
[,'2°\ 2" [,72°\ 27

Oznadime-li

el
0, H{Ué_szs = } (135)

1ze pravdépodobnost P, vyjadrit formalné jednoduchym vztahem

j - (136)
2"Q,

Rozlozeni délkOV)”Ch kvant. V jednotlivych tsecich /, se vyskytuje riizny pocet
délkovych kvant n,. Veli¢ina n, je ndhodna veli¢ina z intervalu <0,nm>; n, je pocet délkovych kvant,
vlozenych do délky [ . Predpokladame, ze umistovani délkovych kvant je statisticky nezavislé.
Pak pocet kvant 7, ma binomické rozloZeni

B(n, )= (nj R (1-p )"
n

0

(137)
se stfedni hodnotou
n,=n, P, (138)

a rozptylem
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=n, B (1-P) (139)

Hustota délkovych kvant v vyjadiuje pocet délkovych kvant v jednotce (vychozi) délky.

ul:% 6,:% i=0,1L (140)

1 1

(Pouzijeme-li ve vypoctu stiedni hodnotu 7, , vznikne stfedni hustota délkovych kvant v, .)

Vydélenim rovnice (138) veli€inou /; a naslednou upravou za uziti (136), (128) a (140) se nalezne
- no _n, b n n n, 1 v

m —m m m m m

LV, = = = _—
"1, 4, ,(2m0,) (lmj " L, 0, 0, 141
2 |270.) (141)

Necht m— o, délka [ — oo, pocet vlozenych kvant n,— o a existuje vlastni limita

lim(nm / lm) =limv, =v_, kde v_ je parametr. (Do nekone¢ného vychoziho tseku vkladame takovy

pocet kvant, aby jich na jednotku délky ptipadlo v_.) Dle (141) pak plati rovnice

T, = Vs (142)
0,
kde podle (135) je

o 7 1 J 1 J
O _H[Hl&“?“(?‘“) } Q. ,Z;ln[Hll A (2”) } (143)

Stiredni navlnéni. Na délku [, pfipadd /v kvant. Z tohoto mnozstvi se primérné
[,v, kvant ulozilo dovniti kazdého tuseku délky /, (tabulka - var. b) ¢i ¢)). Zbyvajici pocet /,v, —1,0,
kvant zpisobi oddaleni koncovych bodii usekt (tabulka - var. d). Ma-li kazdé kvantum délku d, pak
stifedni vzdalenost koncovych bodi tGseki vldken s vychozi délkou /, je
h=1+(Lv, —1,5,)8=1(1+v,8-1,5) (144)
Stiedni délka vlakna je v takovém useku vétsi neZ /; a je dana rovnici
I=h+(15,)8=1,(1+0,8-0,8)+1,0,8 = I, + [,v, 8 =1, (1+v,8) (145)
Navlnéni je definovano rovnici (11) a obr. 3. ProtoZe / i 4 jsou ndhodné, je také navinéni
nahodnou veli¢inou. Urc¢it jeho rozlozeni a odtud stfedni hodnotu je vSak obtizné. Snazsi je pouzivat
vyznamov¢ blizkou veli¢inu r=1 / h —1,kde [,h jsou stanoveny rovnicemi (144) a (145). Budeme ji
nazyvat stfedni navinéni. Plati vztah

I W0+v8) 1408 O (146)
h I,(1+v,8-71,3) 140,85 -1,8 140,85 -1,8

Jestlize [, — oo, pak postupné uzitim (143) a (142) vznikne

l})l_r)l;lo(an = llm{z 11'1|:1+ ll o (211s jj :|} Zl%len;lo{ln|:1+ lO 2° (2115 ]j :|} B

—th{ln[l+0} th{O} 0 0<s<l1

th =1 (147)

ly—>o

A=
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lim v, = lim Do o Do _Yo_ v, (148)
ly—o ly—o ro lllm Q 1

Stfedni navinéni Gsekid velmi dlouhé vychozi délky /, ma po dosazeni (148) do (146) tvar

lim 7% = lim — 200 LN (149)
ly—>© h—>* 14+v_ 06— 08 l1+v_0-v,0

je navinénim nekone¢né dlouhych usekii. Stfedni navinéni nalezneme

Zavedeny symbol A
pouzitim (149) a (142) v defini¢nim vyrazu (146).

Yy g L
Xz B08 — Qoo — Qoo — 7\‘00
I+v,8-v,0 I+v, —D—“’S 1+7»w—kf°° Q@(1+7m)—7\w (150)

0 o0

Protoze veli¢ina Q, klesa s délkou vlakenného tseku, stiedni navinéni s délkou roste.

Vypoéet Qoo. Veli¢inu Q_ lze z vychoziho tvaru (143) upravit uzitim (145) a (149)

= r ' = r 1Y
Qoo _H_l—’_lé—szs(zl—s) :|_H 1+( Z_ jl—szs (Zl—sj

[ r(0,8)” 1 Y] ] ) oy
:H 1+ l-lfszs (21S) ]_H 1+ 2sl‘17s (lej (151)

Zavedeme-li veliéinu a ve tvaru
Cr(ten,)” (152)

2sl_lfs
7]

muzeme vztah (151) zapsat ve tvaru
Y
nQ, ZIn1+a( j 21n1+a( J ZIn1+a( j uz0
j=u+1

r(1+a,)"” -
l+a
Q H[ 2 ll s (21 s ) :l H|: (
kde u je celé, nezaporné Cislo, které rozdéluje sumaci ve vztahu (185) na dvé ¢asti L, a L,.

u 1 /
L = Zln|:l+a(2l_s ) }
j=1
j
z In 1+a( j
(Pro u>1 je vyznam ¢lend L, a L, evidentni. Pro u =0 roz$ifime béZnou operaci s¢itani clent

J=u+1
nekonecné posloupnosti { fj}, j=12,L , zavedenim konvence Z?zl ]j =0. Prakticky vyznam a

(153)

- >
nQ, =L, +L, u>0 (154

uréeni u popiSeme pozdé&ji.) Pro ¢len L, zavedeme novy index g = j —u, takze plati
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” Zln{na( 1 )} zh{u (21” (155)

Hodnotu u zvolme tak velkou, aby pro vSechna ¢ =1,2,L platilo (a/ A ”)-(1/ 21_5)(1 <1. Protoze

Z h{ua(

J=u+1

uvazujeme 0 < s <1, staci, kdyZz plati vztah

a 1 l_ a 1 (156)
NEAPE —2(1_s)(u+1)<

Po splnéni této podminky lze na vyraz L, ve tvaru (155) pohliZet jako na piipad fady funkci typu
In(1+x), 0<x<1.Kazdou takovou funkci je mozno rozvinout Maclaurinovou fadou do tvaru

(14 x) = Zn:[(—l)H xﬂm

i=1

(157a)
" ”l' xn+1 ; xn+1

R. =(-1 . =(-1

" =1 (lJr\‘}x)"+1 (n+1)! =1 (I’l+1)(1+\9)C)n+l

n>1 9e(0,1)

kde R ., je zbytek rozvoje v Lagrangeové tvaru. (Skutecnou hodnotu zbytku nezndme. Vime jen, Ze
uréité existuje n&jaké 9 €(0,1) pro které je R ., pravé zbytkem rozvoje.) Zvolime-li specialné n =1,

pak ze (157a) plati
2

(14 x) = i[(—l)i_l —}+R e eI (157)

pr 2(1+ 9x)*
L, ve tvaru (155) miZeme nyni chépat jako fadu funkci typu 1n(1+x), 0<x<1. Pii splnéni

podminky (156) je tedy mozné rozepsat fadu (155) uZzitim vztahu (157).

2
|: - ( 1 )q:|
(l—s)u 1-s
0 a 1 q 0 a 1 q 2 2
L2=§ln[l+—(—) }:Z ( j _ _
(1-s)u I-s (1-5)u I-s 2
2o 2o 2[1+3 —a (LY
q 2(1—5)14 21—5

(211) 8 <(0,1)

g 4 1 q 2 q
1+ 8“1 ) 2(1—s)u (zlsj

kde 8, ,9=1,2,L jsou (neznémé) hodnoty parametrit 3 ve zbytcich rozvojt. Pfi oznaceni

(158)

(159)

1Y
()
2(1-s) u+1 z Sq 6(0’ 1)

2
q=1 a 1Y
|:1+ Sq '42(1—5)11 (21‘9 ) :|

lze vyjadfit L, formaln¢ jednoduchym tvarem
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L, =4, — 4, (160)
Pro soucet ¢lenti geometrické posloupnosti {t”l}%l , 1 €(0,1), plati Z; t* =t/(1-t). Proto

i=

miizeme A4, z vyrazu (159) zapsat ve formé
1

a & 1Y a gl=s a 1

A = - = = 161

I 2(1—s)u ;(21—3 j 2(1—s)u (1_ 1 ) 2(1—5)11 (21—s _ 1) ( )
21—s

Ve vztahu (159) je €len A4, > 0. Je ur€en fadou zlomkd, z nichZ kazdy mé jmenovatel vétsi nez 1.

Nejmensi mozna hodnota jmenovatele, a tedy nejvétsi hodnota kazdého zlomku nastane v piipadé,
kdy se 8, — 0. Plati relace (pouzit soucet Clent geometrické posloupnosti)

1Y
a2 ) (21s ) a2 0 1 2q
O < AH - 22(17s)u+1 z < z 2175 =

- ; { ¢ TP 22(1—s)u+1 pr
1+8q- i) 1
2 =S)u 2 =5

1
a3 1Y) =) g? 1
= 22(1—s)u+1 ; 22(14) - 22(1<)u+1 1 - 22(1<)u+1 [22(14) _ 1]
N 22(1—5)
a’ 1
A
0< 4, < 22(1—S)u+1 [22(17s) . 1] (162)
Pouzitim (161) a (162) ve (160) 1ze pro L, psat
a 1 a’ 1 a 1
- <L,<

2(1_S)u (Zl_s _ 1) 22(1—s)u+1 [22(1—s) _ 1]

a ze vztahu (154) uzitim (163) pak nalezneme

u J
InQ, =L +L,= Zln|:1+a[2%) ]+L2

J=1

ilnlJra 1j+a L _ a’ 1 <
= s 2(1—s)u (2l—s _1) 22(1—s)u+1 [22(1,5) _1]

u 1 J a 1
<InQ, < Z;ln[Ha(F) +2(1_S)u (21_S _1)

u Y ) - , | (164)
H 1+a( ) exp a exp| — a <
i ol 2(l—s)u (2l—s _ 1) 22(l—s)u+1 [22(1_5) B 1]

T (IS [ E——

207 (2 1) (163)
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Pfi oznadeni

o 1Y a 1
Qoomax :{H 1+a(2lsj }exp 2(1—s)u (2l—s _1)

o[ 1 Y] a 1 a’ 1 (165)
Qoomin = 1+ a ( s j exXp exXp| —
];l[ 21 s | _2(1—S)u (21—s _ 1)_ 22(1—s)u+1 [22(1_S) B 1]
a’ 1
= Qo OXP| o 21=s)u+1 [22(14) _ 1]
také
Qoomin < Qoo < Qoomax (166)

Pouzijeme-li pro odhad veli¢iny @, hodnotu O, .. , pak se dopoustime pomérné chyby A,
(vyjadiované %). Uzitim (165) Ize pro ni psat vztah
AQ — 100 Qoomax B Qoo S 100 Qoomax B Qoomin — 100 |:Qoomax _ 1:| —

0 comin oomin

a’ 1
=100| exps — S [22(1_S) B 1] -1 (167)

Chceme mit jistotu, ze skute€na pomérna chyba A, je mensi, neZ zvolena maximalni pripustna

pomérna chyba A,. Proto musime volit u tak, aby s ohledem na (167) platilo

a’ 1 .
AQ < 100 exp _22(173‘)”_*_1 [22(1—5) ~ 1] _1 S AQ (168)
Z druhé nerovnosti nalezneme
A 2 A 2
In| —Ct > 1‘) 222 1| 1|z T
100 2 [22 s _1] 100 2=

22 1| B )@ 2 > a
100 - 2(17‘9)14 - ) A*
2[22(H —1]1n 20
100
. A
lna—lln 2[22(1_°)—1]1n 2 1
2 100

>
! (1-s)In2 (169a)
nebo vyjadienim a z rovnice (152)
1+, )" A’
1nr(__j°)—11n o[22~ 1| =2 41
2°01 2 100 (169)

(1-5)In2

48



Nerovnost (169) umoznuje zvolit nejmensi vhodnou hodnotu .
Ma vsak byt dodrzena také podminka platnosti vztahu (156). Z néj plyne pozadavek

I
2(1_3<u+1> <1 Ina < (1-s)(u+1) In2 u>(1_1;ﬁ—1 (156a)

V meznim pfipad¢ se shoduji pravé strany nerovnosti (169a) a (156a). Pak zvolend hodnota
maximélni pfipustné pomérné chyby A}, pravé vyhovuje vztahu

. Y
L 2[22(“’ —l]ln(9+lj
Ina 1= Ina 2 100

(1-s)m2 ~ (1-s)ln2 (1-5)In2
A*
T 222 1] inf — 41
2 100 , A
1= 21 = o[22 1] =241
(1-s)In2 100
A* 2(1-s)
In| -2 +1]|= 2 = !
100 o[22 -1] 21—/
A, =100 < exp . -1
o 2[1_1/22(14)] (170)
Pro uvazované hodnoty parametru s € <O, 1) se z rovnice (170) vypocte
A, >100 1 ex SN S —1:=100<ex 2 -1 A, 294,77 %
0= p 2[1_1/22(1_0)] Pl 3 o =7H 70 (171)

Prakticky se maximalni pfipustnd chyba voli vzdy mensi, nez 99,77 %. Pak nerovnost (169) ¢i (169a)
vyzaduje vEési u, nez nerovnost (156). Staci proto volit u jen z podminky (169). Hodnoty u urcené

vyrazem (197) charakterizuje nasledujici tabulka

Minimalni u dle nerovnosti (169a) pii zvoleném A}, = 0,5%
(12,)" §= s = s= s = §= §= §= s= s = s=
@=— g 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
0,1 -08 |1 -0,7 ] -0,6 | -0,5| -03 | -0,0 0,5 1,6 4,1 13,8
1 2,5 3,0 3,5 4,2 5,2 6,6 8,8 12,7 | 20,7 | 47,0
10 5,9 6,7 7,7 9,0 10,8 | 13,3 | 17,1 | 23,7 | 37,3 | 80,2
100 9,2 104 | 11,8 | 13,7 ]| 163 | 199 | 255 | 34,8 | 54,0 | 113
1000 12,5 ] 140 | 16,0 | 185 | 21,8 | 26,6 | 33,8 | 459 | 70,6 | 147
10000 158 | 17,7 | 20,1 | 232 | 274 | 332 | 42,1 | 57,0 | 87,2 | 180

Vypoctené hodnoty musime ovSem zaokrouhlit nahoru na nejblizsi celé nezaporné ¢islo (u je séitaci

index).

49



Hodnoty Q, .. ,Jjimiz nahrazujeme O, , jsou v nasledujici tabulce vypoctené ze (165).

@ S=0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0.01 | 1.010050 1,.,011613 1.013585 1.016142 1.019580 1.024436 1.031793
0.02 | 1.020201 1.023362 1.027354 1.032544 1.039543 1.049469 1.064597
0.03 | 1.030455 1.035246 1.041311 1.049211 1.059897 1.075114 1.098444
0.04 | 1.040811 1.047269 1.055457 1.066147 1.080649 1.101385 1.133367
0.05 ) 1.051271 1.059431 1.069795 1.083356 1.101808 1.128298 1.169400
0.06 | 1.061837 1.071735 1.084328 1.100843 1.123381 1.155869 1.206579
0.07 | 1.072508 1.084181 1,099059 1.118612 1.145377 1.184114 1.244939
0.08 { 1.083287 1.096772 1.113989 1.136668 1.167803 1.213049 1.284520
0.09 | 1.094174 1.109510 1.129123 1.155016 1.190668 1.242691 1.322412
0.10}1.105171 1.122395 1.144462 1.173660 1.213981 1.270021 1.363762
0.20 | 1.215688 1.253031 1.301785 1.367856 1.456766 1.594592 1.828907
0.30 | 1.336109 1.392634 1.472371 1.582751 1.738496 1.986430 2.430245
0.40 | 1.458826 1.545866 1.663281 1.821858 2.061545 2.454733 3.195015
0.50 | 1.593490 1.711481 1.865360 2.093648 2.436030 3.017792 4.160623
0.60 | 1.736942 1.882681 2.091237 2.388769 2.865120 3.677961 5.372060
0.70 | 1.882789 2.071779 2.337737 2.722467 3.343154 4.465603 6.893997
0.80 | 2.042356 2.274666 2.596983 3.092489 3.895264 5.380674 8.767342
0.90 | 2.211374 2.492080 2.885438 3.491417 4.521093 6.463122 11.09492
1.00 | 2.390235 2.724789 3.198113 3.939515 5.211765 7.727539 13.95519
2.00 | 4.780470 5.989490 7.974129 11.49915 18.78107 37.31186 104.7370
3.00 | 8.581191 11.68246 17.14493 28.14059 54.61872 138.1893 557.4440
4.00 | 14.34141 20.85640 33.37406 61.19663 137.6709 428.5372 2358.942
5.00 | 22.70458 35.06771 60.53055 122.3896 312.9113 1169.000 8461.699
6.00 | 34.32476 56.18760 103.8144 229.1898 658.3791 2897.906 26763.08
7.00 | 50.30930 86.29610 169.7160 405.7433 1300.777 6629.324 76763.58
8.00 | 71.70705 128.7351 268.0730 689.8926 2433.115 14263.55 202517.1
9.00 | 99.83307 186.9709 410.5600 1131.427 4369.740 29105.52 500209.6
10.00 | 136.2275 265.4105 612.4384 1799.310 7564.677 56610.46 1163785
20.00 ( 1498.502 3949.965 13300.67 63290.88 508736.7 9429236 7.6E+08
30.00 | 8194.586 26670.63 116845.9 780328.9 9850074 3.4E+08 7.1E+10
40.00 | 31468.55 120773.9 648110.6 5658081 1.0E+08 5,8E+09 2.5E+12
50.00 | 96388.95 424173.9 2709381 2.9E+07 7.1E+08 6.1E+10 4.9E+13
60.00 | 254032.2 1257472 9307376 1.2E+08 3,8E+09 4.6E+11 6.3E+14
70.00 | 597990.7 3283210 2.8E+07 4.3E+08 1.7E+10 2.8E+12 6.0E+15
80.00 1290211 7772824 7.3E+07 1.3E+09 6.2E+10 1.4E+13 4.%E+16
90.00 2587397 1.7E+07 1.8E+08 3.7E+09 2.1E+11 5.9E+13 2.8E+17

Uzitim (152) ve (165) vznikne vhodné vyjadieni Q_ . (Misto nekone¢ného soucinu ndsobime jenom

u Cinitell.)

O =111

u

2 1-s

(172)

Uréeni parametrﬁ. Kromé stfedni délky / zavisi stiedni navinéni A na parametrech
r,s, A, . Lze je urCit z experimentalnich vysledkid méreni stiedniho navinéni Xl, Xz, E na tfech

riiznych stiednich délkach 7, 1,, I, vlakennych tisek.
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Uvazujme ve shod¢ s rovnici (152)
r(1+koo)H r(1+7»00)H r(1+7»w)H
a = s7l-s a, = s71-s a; = s71=s
2% 2%, 2%,

=~
\Y
N
\Y
S

a zaved’'me

- N\1-s - \1-s
o _[h) _. a4 _[(h) _.
a, L, a, L

o [ 1Y
0. =11 1+”1(2”j }

~,
I

Z rovnice (150) mizeme vyjadiit

o ] el

Protoze A je spoleCnym parametrem vSech tfi méteni, plati

1 1
K:&:_kl K*:&:_Xl
O _L—i-l Qws _i+1

A, Ay

(173)

(174)

(175)

(178)

Veliginy /, / L, 1 / 1_3 a K, K* vyjadiime z experimentl. Parametry r, s, A uré¢ime nasledovné:

a) Vypodteme hodnoty /,/,, 1,/1; aze (178) hodnoty K, K" .

b) Numerickym feSenim soustavy rovnic (176) nalezneme hodnoty dvou neznamych s a a,

¢) UZitim s a napf. a, vypocteme ze (175) Q,,. (Radé&ji uZijeme odhad QO

ocomax

dle (165). a je

nyni a, , u je nejmensi nezaporné celé ¢islo, vyhovujici nerovnosti (169) resp. (169a).)

d) Z obecné platného vyrazu (177) v tomto piipadé vypocteme

A, = Qw/[(%+1)—Qw} a tedy také A, = QQI/KXI-HJ_QM}

e) Z defini¢niho vyrazu pro a, , t.j. z prvé rovnice (173) kone¢né vypocteme
r=(a, 2*‘1’1‘”)/(1 +a,)
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Tabulka hodnot K, K* vypoétenych z rovnic (176) pti /,/l, =5, 1/, =25

na,

$=0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

-4.500
-4.375
-4.250
-4.125
~4.000
-3.875
-3.750
-3.625
-3.500
-3.375
-3.250
-3.125
-3.000
-2.875
-2.750
-2.625
~-2.500
-2.375
-2.250
-2.125
-2.000
-1.875
-1.750
~-1.625
-1.500
-1.375

=1.250

0.957839
0.790671
0.952361
0.767062
0.946191
0.741344
0.939249
0.716323
0.931443
0.686887
0.922677
0.655396
0.912843
0.621927
0.901826
0.586614
0.889503
0.551713
0.875742
0.513729
0.863889
0.474709
0.847706
0.435024
0.829859
0.395099
0.810241
0.356646
0.788757
0.317816
0.768226
0.280181
0.743456
0.244203
0.716775
0.210303
0.688197
0.178839
0.657776
0.150725
0.627836
0.124919
0.594536
0.102104
0.557778
0.081961
0.521674
0.065020
0.484744
0.051009
0.447328
0.039296
0.411541

0.029816

0.959087
0.807219
0.953767
0.785121
0.947775
0.760962
0.941030
0.734665
0.933445
0.709203
0.924924
0.679177
0.915363
0.647092
0.904648
0.613037
0.892657
0.577158
0.879263
0.541976
0.867527
0.503554
0.851712
0.464166
0.834254
0.424204
0.815046
0.384106
0.793986
0.345829
0.773847
0.307098
0.749509
0.269694
0.723254
0.234078
0.695089
0.201343
0.665057
0.170532
0.635601
0.142524
0.602636
0.117482
0.565977
0.095084
0.530050
0.076324
0.493216
0.060196
0.457509
0.046758
0.420186
0.035766

0.960284
0.822469
0.955116
0.801822
0.949294
0.779174
0.942739
0.754433
0.935367
0.730129
0.927082
0.701594
0.917783
0.670949
0.907359
0.638244
0.895689
0.603580
0.882647
0.569296
0.871037
0.531670
0.855581
0.492809
0.838504
0.453064
0.819696
0.412844
0.799053
0.374137
0.779302
0.334577
0.755391
0.295994
0.729561
0.258878
0.701809
0.224462
0.672169
0.1916689
0.643212
0.161530
0.608506
0.133821
0.574034
0.109579
0.538301
0.088738
0.501584
0.070585
0.466145
0.055293
0.427231
0.042491

0.961432
0.836490
0.956410
0.817225
0.950751
0.796031
0.944379
0.772799
0.937211
0.747440
0.929153
0.722637
0.920107
0.693462
0.909962
0.662168
0.898602
0.628816
0.885901
0.595561
0.871725
0.558900
0.859317
0.520768
0.842612
0.481472
0.824197
0.441383
0.803964
0.402508
0.784593
0.362391
0.761105
0.322891
0.735697
0.284513
0.708358
0.248628
0.681282
0.214016
0.650668
0.181856
0.616145
0.151898
0.581947
0.125841
0.546423
0.102489
0.511708
0.082229
0.473158
0.064756
0.435553
0.050326

0.962532
0.847151
0.957650
0.831399
0.952149
0.811591
0.945952
0.789813
0.938980
0.765962
0.931141
0.742315
0.922338
0.714616
0.912463
0.684768
0.901401
0.652795
0.889028
0.620673
0.875213
0.585112
0.862924
0.547880
0.846582
0.509239
0.828551
0.469516
0.808719
0.430722
0.789722
0.390313
0.766652
0.350162
0.741663
0.310777
0.714737
0.273659
0.688181
0.237421
0.655947
0.202765
0.623624
0.171264
0.589710
0.1431312
0.556192
0.117580
0.520101
0.095159
0.481413
0.075557
0.443796
0.059422

0.963587
0.859395
0.958840
0.842229
0.953489
0.825922
0.947462
0.805533
0.940678
0.783136
0.933050
0.758626
0.924480
0.734420
0.914865
0.706029
0.904090
0.675475
0.892034
0.642792
0.878566
0.610205
0.866405
0.574014
0.850417
0.536204
0.832761
0.497056
0.813323
0.458571
0.794693
0.418125
0.772035
0.377586
0.747461
0.337454
0.720945
0.299355
0.694918
0.261713
0.662924
0.225250
0.630941
0.192390
0.597319
0.161706
0.564279
0.133986
0.526618
0.109016
0.489560
0.087839
0.451952
0.069504

0.964599
0.870540
0.959981
0.854617
0.954775
0.836926
0.948910
0.820024
0.942307
0.799018
0.934881
0.775961
0.926537
0.752896
0.917171
0.725955
0.906673
0.696835
0.894922
0.665539
0.881791
0.634104
0.869764
0.599066
0.854121
0.562233
0.836831
0.523841
0.81777%
0.485869
0.799509
0.445621
0.777256
0.404948
0.755092
0.3€5416
0.729072
0.325510
0.701492
0.286700
0.669731
0.248622
0.638092
0.214120
0.606685
0.181474
0.570516
0.151194
0.534537
0.124759
0.497591
0.101165
0.461613
0.080757
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-1.125
-1.000
-0.875
-0.750
-0.625
-0.500
-0.375
-0.250
-0.125
0.000
0.125
0.250
0.375
0.500
0.625
0.750
0.875
1.000
1.125
1.250
1.375
1.500
1.625
1.750
1.875
2.000
2.125

2.250

0.373237
0.022200
0.336777
0.016323
0.301404
0.011861
0.267484
0.008466
0.236281
0.005954
0.206304
0.004126
0.177835
0.002808
0.152467
0.001890
0.129584
0.001261
0.109598
0.000827
0.091666
0.000536
0.075753
0.000342
0.062305
0.000217
0.050855
0.000136
0.041352

8.5E-05
0.033308

5.2E-05
0.026560

3.2E-05
0.021112

1.9E-05
0.016685

1.1E-05
0.013117

6.8E~-06
0.010304

4.1E-06
0.008004

2.4E~06
0.006210

1.4E-06
0.004799

8.1E-07
0.003696

4.7E-07
0.002848

2.7E-07
0.002182

1.6E-07
0.001661

9.0E-08

0.381517
0.026828
0.344795
0.018942
0.309072
0.014556
0.275754
0.010463
0.243254
0.007407
0.211894
0.005146
0.183552
0.003546
0.157606
0.002402
0.134648
0.001605
0.113729
0.001059
0.094878
0.000687
0.078754
0.000443
0.064849
0.000282
0.053188
0.000177
0.043185
0.000110
0.034683

6.8E-05
0.027761

4.1E-05
0.022084

2.5E-05
0.017531

1.5E-05
0.013804

9.0E-06
0.010773

5.3E-06
0.008397

3.2E-06
0.006517

1.9E-06
0.005057

1.1E-06
0.003899

6.3E-07
0.0062986

3.6E-07
0.002287

2.1E-07
0.001747

1.2E-07

0.389760
0.032232
0.352798
0.024159
0.317860
0.017770
0.283260
0.012867
0.249333
0.009138
0.218237
0.006431
0.189342
0.004448
0.163435
0.003031
0.138990
0.002030
0.117483
0.001345
0.098460
0.000882
0.081831
0.000570
0.067734
0.000364
0.055270
0.000229
0.044891
0.000143
0.036205

8.9E-05.

0.029103
5.4E-05
0.023191
3.3E-05
0.018305
2.0E-05
0.014413
1.2E-05
0.011291
7 .1E-06
0.008836
4.2E-06
0.006868
2.5E-06
0.005296
1.4E-06
0.004082
8.3E-07
0.003137
4.8E-07
0.002412
2.8E~-07
0.001839
1.6E-07

0.397958
0.038631
0.361967
0.029101
0.325786
0.021574
0.289737
0.015682
0.256235
0.011289
0.224635
0.007980
0.195933
0.005555
0.168346
0.003797
0.143754
0.002564
0.121684
0.001714
0.102466
0.001127
0.085348
0.000732
0.070253
0.000467
0.057552
0.000297
0.046794
0.000186
0.037923
0.000116
0.030333

7.1E-05
0.024175

4.3E-05
0.019153

2.6E-05
0.015143

1.6E-05
0.011882

9.3E-06
0.009243

5.5E~06
0.007182

3.2E~-06
0.005558

1.9E~06
0.004303

1.1E-06
0.003299

6.4E-07
0.002529

3.7E-07
0.001933

2.1E-07

0.407355
0.045871
0.370179
0.034845
0.332545
0.025949
0.297100
0.019127
0.263167
0.013838
0.231954
0.009853
0.201373
0.006883
0.173751
0.004762
0.148592
0.003238
0.126420
0.002171
0.105987
0.001430
0.088340
0.000932
0.073029
0.000602
0.060106
0.000383
0.048811
0.000240
0.039454
0.000150
0.031673

9.3E-05
0.025350

5.7E-05
0.020054

3.4E-05
0.015816

2.1E-05
0.012408

1.2E-05
0.009720

7.3E-06
0.007563

4.3E-06
0.005839

2.5E-06
0.004506

1.5E-06
0.003476

8.5E-07
0.002667

4.9E-07
0.002034

2.8E-07

0.415708
0.054122
0.377088
0.041321
0.340249
0.031213
0.305376
0.023136
0.271149
0.016871
0.237853
0.012061
0.207388
0.008536
0.179770
0.005932
0.154099
0.004060
0.130473
0.002728
0.109828
0.001818
0.091954
0.001192
0.075951
0.000769
0.062380
0.000492
0.050843
0.000312
0.041272
0.000195
0.033091
0.000120
0.026424
7.4E-05
0.020972
4.5E-05
0.016606
2.7E-05
0.013007
. 1.6E-05
0.010164
9.6E-06
0.007907
5.7E-06
0.006147
3.3E-06
0.004734
1.9E-06
0.003642
1.1E-06
0.002794
6.5E-07
0.002145
3.8E-07

0.422629
0.063228
0.384997
0.048974
0.348969
0.037220
0.312112
0.027740
0.277406
0.020377
0.244416
0.014771
0.214152
0.010506
0.184927
0.007331
0.158665
0.005062
0.135312
0.003435
0.114151
0.002297
0.095159
0.001510
0.078884
0.000985
0.065070
0.000633
0.052980
0.000400
0.042921
0.000252
0.034530
0.000156
0.027692
9.6E-05
0.021943
5.8E-05
0.017333
3.5E-05
0.013659
2.1E-05
0.010658
1.3E-05
0.008297
7.5E-06
0.006432
4.4E-06
0.004984
2.6E-06
0.003827
1.5E-06
0.002937
8.7E-07
0.002254
5.0E-07 |

53




Nejobtizng&jsi je numerické feSeni soustavy rovnic (176). Jsou-li pfedem znamy poméry /,/1,,
I,/ je vyhodné uzitim (176) vypocitat ke kazdé dvojici ¢isel a,, s hodnoty K, K"a tabelovat je.

(Nekonecné souciny prakticky nahradime odhadem Q

comax

.) Pro ptiklad je uvedena vypocetni tabulka
pro /I, =5, /I, = 25; hodnoty K jsou napsany normalnim typem pisma a hodnoty K~ kurzivou. V

prvém sloupci jsou logaritmy hodnot a,, v hlavi¢ce jsou hodnoty s .

Priklad. Bylo nam&teno A, =0,15 (15%) pro [ =12,5mm, A, =0,05 (5%) pro
1_2 =2,5mm a X3 =0,005 (0,5%) pro 1_3 =0,5mm. Potom podle bodu a) nalezneme:
1/l,=12,5/2,5=5, 1 /I,=12,5/0,5=25,
K=(35+1) /(55 +1)=0,365, K" =(gts+1) /(555 +1)=0,0381.
Pro vyhledani hodnot a, a s pouzijeme tabulku. Vypoctené hodnoty K, K se pohybuji mezi
nasledujicimi ¢tyfmi kombinacemi parametrt a, a s,

vybranymi z vypocetni tabulky.

Ina, s=0,30 s=0,35
Ina, = | ...| K=0,377088 | K=0,384997
-1,000 K*=0,041321 | K*=0,048974
Ing, = | ...| K=0,340249 | K=0,348969
0,875 K*=0,031213 | K*=0,037220

Nejvhodnéjsi  feSeni je interpolacni. Poloha

hledaného bodu je znazornéna v grafu se

soufadnicemi K, K* na obr. 26. Odtud interpola¢né
najdeme Ina, =-0,95, (q, =*"=0,387), s=0,31.

(Déle snadno postupujeme dle bodi ¢), d), e).)

5.2 Vztah mezi orientaci a navinénim vlaken v roviné
M¢jme soustavu staplovych vldken s rovinnym uspotfadanim (napi. pavucinku). Intuitivné
vime, ze navinéni vlakennych tseki souvisi s orientaci; souvislost vSak neni obecné jednoznacna.

Jednoznacné ptitfazeni je specialnim ptipadem, ktery vSak je blizky redlnym textilnim Gtvartim.

A pr . Predpokiladejme, 7e existuje nahodna stacionarni funkce
Modelova predstava. Predpokiad t hodna st funk
x=x(y), v e(—o0,) takova, Ze (staplova) vlakna, ktera tvoii vlakenny utvar, jsou nahodné&

vybrané useky této funkce, posunuté (ne vSak pootocené) v roviné textilie. Na obr.27a) je
nahodna funkce x = x(y) s nékolika ndhodné vybranymi tiseky & 1 az 9. Obr. 27b) ilustruje vysek

vlakenné struktury, tvofeny pravé témito vlakny. Udaje o vldkenné struktuie 1ze odvodit z vlastnosti
funkce x = x(y).
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Kiivku x = x( y) uvazujme rozdélenou na tuseky konstantni délky I Useky odislujme
poradovymi &isly i =1,2,L . Cast kiivky s Gseky i-1 a i je na obr. 27¢c); i-ty usek je vyznaden silné.
Spojnice koncovych bodii A., A, méa délku A, a svira s osou y neorientovany thel 9. €(0,7/2).

i+l

Navlnéni i-tého useku je z (11)

/ /
A=—=1 h= 179
/ 7 o "o EREYS (179)
\ X Pro délku a, primétu tsecky A, A,,, do

osy y plati

8 f &L

s 33} a;, =h. cos9, (180)

/ Uvazujme n po sob¢ jdoucich
4

6
}3 -\ Usekt délky I, oznadenych indexy

L i=12L ,n, které dohromady tvoii jeden
b / dlouhy tsek délky /”; Gsek zacina v A, a
? kon¢i v bodé A, ,,. Délka tohoto dlouhého
\ useku je
o =l (181)
Velikost jeho priimétu do osy y je
S » A4’+4 LY n
\\-,‘ < . 4 a =Zal_ =Zhl.00581.=
6 N
7 b / Zl fjsf - ;Cl"sf (182)
1}# Usecka A A, ., spojujici koncové body
8 J Z dlouhého useku svird s osou y thel 9" a
9 Qé { S pro jeji délku % musi analogicky ke
\ A;.q ¢  vztahu (180) platit
— Ry Z a*=h"cosd”
a ) C ) h = a’ (183)
cosd”
obr. 27 Pro navinéni A" pak plati z rovnice (11)
pii uziti (181) az (183)
k*:}ll_i_lz nf _1- nfcosSS* _1- cos9” = _1 (184)
a cos 9, cos
cos 9" l;l+% 7214—?&

Nekonec¢ny usek je vytvoren z nekonecného poctu usekt vychozi délky [/ (plati n — o). Pro
stacionarni funkci x = x( y) plati, ze uhel 97, ktery svird tsecka A A, ., s osou y konverguje pro
n — oo k nule.

lim 9 =0 lim(cos9*) =1 (185)

n—»0 n—»0
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Podle (181) pfi n — oo se také hodnota [ = n/ — oo. NavInéni takového nekoneéného tuseku bylo v
pfedchozich kapitolach znaceno A . Z rovnice (184) pak plyne

. limcos 9"
h, =lim}" = lim 1‘20533 B R e i 1 e
n—s>® n—® cos 9. " cosS. ", COS I,
— l lim ’ lim| — ’
l’l;l-i-}\,i n_)w(n;1+}\‘[j "—m(n;l+ki)
S (186)
P cos 9,
1+,
9. [T 9, ) ) . 9.
Vyraz E CO8Y; | lim —ZCOS ~ | vyjadfuje stifedni hodnotu veli¢iny kil , stanovenou ze
1+, oo\ i 1+ A, 1+2,

vSech usekd vychozi funkce x = x( y). (E je operatorem stfedni hodnoty.) Stanovit tuto stfedni
hodnotu je ovSem obtizné. Pro pfiblizné vyjadieni lze vSak vyjit z predpokladu, ze stfedni hodnota

podilu se prili§ nelisi od podilu stfednich hodnot. Oznac¢ime-li

E(cos9,)=cos9 E(1+x,)=1+E(L,)=1+1 (187)
1ze ptedpoklad vyjadrit pribliZnym vyrazem
g cosd, _ cosg (188)
1+A, 1+ A
Podle (186) pak B _
A, = ! -1= 1 —lz—ﬂ—l ﬂ:cosS (189)
I cos 9, cos 9 cos 9 I+A,
1+, 1+

Jednotlivé vlakenné tuseky délky / sviraji s osouy neorientované uhly 9,, i=1,2,L (viz

obr. 29¢). Cetnost jejich vyskytu je charakterizovana hustotou pravdépodobnosti smérového
rozloZeni vlakennych tsekl u(S), 9 e (0, n/ 2). Stfedni hodnota kosinu je pak dana vztahem

/2
cosd = J-COSS u(9)ds (190)
0

Vztah (189) spole&né s vyrazem (190) pfifazuji hustotu pravddpodobnosti smérového rozlozeni u(9)

a stiedniho navinéni A vlakennych tsekl délky /. Plati-li model rovinného usporadani, pak pro
u(9) plati rovnice (83), plati i vypodet (104a) a z vyrazu (190) Ize nalézt konkrétni vztah

/2 n/2 T
cos9 = IcosS u(9)d9 = IcosSg ¢ d9 = 2CarctgvC” —1  (191)

0 0 7tC'Z—(C'z—l)coszé) T C? —1

kde C je charakteristickym parametrem smérového rozlozeni. (Z porovnanim vztahti (107) a (190)

vyplyva, Ze zavislost mezi cos3 a C je shodna s pribehem funkce na obr. 19.)

Pro dals$i uvahy zaved'me dva ptedpoklady. Podle predpokiadu I pro stiedni navinéni
vlakennych usekl plati zobecnény fenomenologicky model z predchozi kapitoly. Podle
predpokladu 2 sttedni délku / , ke které je vztaZeno stiedni navinéni L, lze (ptiblizng) ztotoZnit s

délkou /, ke které je vztazeno smérové usporadani vlaken.
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Pak ze vztahii (189) a (150) nalezneme

X=(1+7»x)c058—1= }b“’) kw(i+l}0058—l= !
0.(1+2.)-7 2 Qw(;+1)—1 (192)

0

o0

Ozna¢me pomocnou veli¢inu
1 1

x=—+1 A, = x>1 (193)
A x—1

Z ptedchozich dvou rovnic postupné nalezneme

cosd—-1= ! xcosd—x+1= x-1
x—1 0.x-1 0,.x-1

[veos8 —x+1)(Qx-1)=x~1 [1—(1—0059)x](wa—1) —x—1
0,5-0,(1-cos8)x* ~1+(1-cos)x—x+1=0
0,.x-0,(1-cos8)x* +(1-cos8)x—x =0

0, -0, (1-cos8)x +(1-cos8)-1=0

x:Qw+(1—cos8)—1_ 0. —cos$ (194)

Qw(l —COSS) - Qw(l — cosS)

Urceni parametrii. Raznym (sttednim) délkam £, /, piisluseji stredni navinéni A,, A,.
K hodnotam Xl , Xz patii téz jisté hodnoty O, ,, O, ,, nebot’ ze (150) plyne
1
=+1
- A 1 1 1 x
A= = - —+1=0,| —+1 =—— (195
0.(1+x,)=2, 1 yHime (xw J O =7 (199)
0. T“ -1 I

© o0

Vldkenné useky délky /, maji smérové thly popsané ndhodnou proménnou 3, , tseky délky I,
proménnou 9,. RozloZzeni popisujeme hustotami pravdépodobnosti ul(Sl), uz(Sz). Stfedni hodnoty
kosind jsou k /,,1, ptifazeny vztahem (190). (Podle predpokladu 2 piiblizné [, =1, a I, =1,.)

/2 /2

cosd, = JcosSl u,(9,)d9, cosd, = jcosSz u,(9,)d9,

0 0
Jsou-li hustoty pravdépodobnosti ul(Sl), uz(Sz) znamé (napi. experimentalné), 1ze stiedni

hodnoty kosinil cos$, a cos S, vycislit. UZitim vyrazu (194) mizeme déle psat rovnici

rol - COSSI QooZ - COSSZ
x: =
le(l—cosé}l) sz(l—c0382)
1 B cos 9, B 1 B cos 9,

1—-cos9, le(l—M) 1-cos9, sz(l—cos\‘}z)

1 1 cos 3, 1 cos9, 1 0 (196)

1—c0581_1—cos82 B (1—00581) Qoo1+ (1—cos92) 0., )
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Hodnoty vyrazii v hranatych zavorkach posledni rovnice jsou znamé. Pro zbyvajici veli¢iny
0.,,0,, byl odvozen modelovy vztah (175), v némz je pouZito znaceni veli¢in dle (173) a (174). Po

jejich dosazeni do vztahu (196) vznikne rovnice

cosJ, cosd,

1 1 } ‘I—Mi il—cosSzj
- +

1—cos81_1—cos82 °° 1 Y| = i1V
H[Hal(z”n H[Hal(l’]] (2”]
Jj=1 Jj=1 2

=0 (197)

Tato rovnice obsahuje (pfi znamém [, cos9,, cos9,) dvé nezndmé a,,s. Proto je tieba
(experimentalné) stanovit jest¢ hustotu pravdépodobnosti smérového rozlozeni ]‘3(93), vlakennych

usekt na dalsi délce /. Analogicky ke (197) musi také platit vztah

cos, cos 9,

1 1 } ‘I—COSSIj (l—COSSJ

—_ —+ =
l-cos®, 1-cos9 ® 1Y > 7\ i
1 3 H 1+a1( “‘j H 1+al({1j [ 11_ )
J=1 2 Jj=1 13 27

Ze soustavy rovnic (197) a (197a) jiz 1ze neznamé a,,s vypocitat. (Nekone¢né souciny vyjadiuji

(197a)

veli¢iny Q0,,,0,,,0.,; jejich numerické vyjadieni popisuje pfedchozi kapitola.) Zbyvajici parametry
A, a r lze nyni stanovit znamym zpusobem, popsanym v bodech c), d) a e) za rovnici (178).
Pfipomenme, Ze tento postup umoziiuje stanovit konkrétni model navinéni ze znamého smérového
rozloZeni vldkennych tseku tfech riiznych délek.

Je mozné feSit i ulohu obracenou - uréovat smérové rozloZeni ze znamého navinéni
vlakennych usekl. Necht’ plati: a) rovinny model smérového uspoiadéani vldken, a tedy rovnice (83) i

(191) a b) model navinéni, a tedy rovnice (151). Do prvniho vztahu ve (192) lze dosadit za cos$
vyraz (191) a za Q, tvar (151). Tak vznikne rovnice

— A
1+A 9-1= ~
(b Jeosd 1= 0w,
(1+k )2Carctg\/C2—1_1= A (198)

2 1-s i
el ﬁ[ljtr(lf}_hlw') [ 11)]] (1+x,)-n,
i 201 27
(Podle 2. piedpokladu se k délce [ =/ se vaze jak stfedni hodnota navInéni, tak i hustota
pravdépodobnosti smérového rozlozeni.)

ProtoZe navInéni je znamé (zname parametry s,7,A,), miZeme pro kazdé [ vypoéitat z
posledni rovnice nezndmou C. Ke kazdé délce vlakennych Gsekl pak vztahem (83) urc¢ime konkrétni

hustotu pravdépodobnosti jejich smérového rozlozeni.

Pi"iklady. Prvni ptiklad byl zminén jiz v zavéru kapitoly 4.2. Vyhodnocovalo se smérové

rozlozeni v pavucince z viskdzovych vlaken bavinatského typu. Experimentalné nalezenym hustotam
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pravdépodobnosti smérového rozlozeni na tfech rtznych délkach vldkennych tsekdt vyhovovaly
vztahy typu (83). Postupem popsanym v piedchozim textu byly pak vypocteny parametry modelu
navinéni s =0,32,7=2,22 mm, A =0,322.

Druhy pfiklad se tykd pavucinky vyrobené z viskoézovych vldken vlnafského typu.
Experimentalné nalezenym hustotdm pravdépodobnosti pro rizné délky vldkennych useki
vyhovovaly rovnéz vztahy typu (83). Podobné jako v pfedchozim piikladé byly vypocteny parametry
modelu navinéni s =0,15,7=3,72 mm, A_ =0,365.

Z parametri navinéni bylo nyni mozné vypocitat zavislost mezi délkou vlakennych tsekt /
(ptedpokladame /=) a parametrem C ("obracena tloha" popsand v predchozim textu). Tato
zavislost byla vSak empiricky vyjadiena nezévisle na modelu navinéni, ptimo pfi vyhodnocovani
vysledkli méfeni smérového uspotfaddani. V prvém prikladé (pavucina z bavlnaiského typu vldken)
byla nalezena jiz uvedend funkce (84), ve druhém piikladé (pavucina z vlnatského typu vldken) byla

nalezena analogicka funkce

C=0,114 ;"% +1,6 (199)
Porovnani charakterizuje tabulka.
Hodnoty parametru C
Material pavucina VSs - bavlnarsky typ pavucina VSs - vlnaisky typ
(0,16 tex) (0,50 tex)
s 0,32 0,15
r [mm] 2,22 3,72
A, 0,322 0,365
Il funkce (198) empiricky funkce (198) empiricky
[mm] vztah (84) vztah (199)
0,1 1,85 1,83 1,62 1,61
0,5 1,89 1,92 1,63 1,65
1 1,99 2,03 1,67 1,71
2 2,22 2,25 1,82 1,86
4 2,67 2,65 2,19 2,18
6 3,08 3,03 2,58 2,52
8 3,46 3,41 2,95 2,89
10 3,81 3,77 3,33 3,28
12 4,15 4.14 3,69 3,68

Z tabulky je patrna shoda vyslednych ktivek vypoctenych z empirickych vyrazi a kiivek, které byly
ziskany opakovanym feSenim rovnice (198) pro mnoho riznych délek /. Empiricky stanovené rovnice
(84) a (199) tedy vlastné¢ zjednodusené¢ vyjadiuji souvislosti mezi navinénim a smérovym

usporadanim vlakennych usekl rizné délky.
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Tuto shodu ilustruje graficky také obr. 28.

rovnice (198)

smsesmm— empirickd
funkce (84)

0 5 0 ! [mm]
obr. 28
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STRUKTURNI
MECHANIKA
VLAKENNYCH
UTVARU
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1. STOQHASTIQKE MODELQVANi PEVNOSTI VLéKE’lN
A DELKOVYCH TEXTILII PRI RUZNE UPINACI DELCE

1.1 Obecny model nezavislych pravdépodobnosti pretrhu

PI‘anéPOdObHOSt pl“'etrhu. Pozorujeme, Ze pevnost jednotlivych vldken (¢i délko-

vych textilii), vyjmutych z jedné suroviny, je nahodna proménna, kterd souvisi s plisobicim taho-

vym namahanim a také s velikosti upinaci (namahané) délky. Pravdépodobnost, Ze se usek vlakna
délky / pretrhne tahovym nam#hanim P (napétim &i silou) budiz F(P,/). Funkee F(P,I) €(0,1),

je vzhledem k P a / neklesajici” a ma vyznam distribu¢ni funkce rozlozeni pevnosti P pii upinaci

délce /. Pravdépodobnost, ze se Usek vldkna délky / pisobenim napéti P nepretrhne je pak

1-F(P,1).)

P

P
obr. 1

Nezavislé pravdépodobnosti. Uvazujme vlikenné useky
namahané stale stejnym napétim P. Pak F(P,l) zavisi jenom na délce /.
Vychozi upinaci délku / rozdélme dle obr. 1 na n usekt délky /,.

[ =nl, n=1/1, ...ptirozené &islo (1)
Kazdy tusek /, je zatizen stejnym napétim P, takze pravdépodobnost jeho
pretrhu je F (P,lo) a pravdépodobnost, ze se nepietrhne je 1 - F (P, ZO).

Casto Ize piijmout nasledujici predpoklad nezavislych pravdépodob-
nosti: Pravdépodobnost, Ze se dany tsek pretrhne nezavisi na pravdépo-
dobnostech pretrhu jinych useki.

Nema-li se pretrhnout tsek / na obr. 1, nesmi se pretrhnout Zadny z
jeho n tseka délky /, (tzv. princip nejslabSiho ¢lanku). Pravdépodobnost
ptetrhu délky / je pak souc¢inem nezavislych pravdépodobnosti ptetrhu délek

l,.

1-F(P,l) = [11212(5,510)115 2[141_517(413211%)]: [1-F(P.1,)] =[1—F(P,IO)]Z> (2)

Odtud plyne

[1-F(P.0)] =[1-F(P.L,)]"

1

celkem 7 Cinitelt

1
0

(2a)

Platnost zobecnime zavedenim zobeciiujiciho prredpokladu, e pomér n =1/, miZe byt libovolné

realné kladné ¢islo (nejen Cislo ptirozené, jak bylo ptivodné zavedeno).

") VEtsi napéti P spis vlakno pietrhne. Ve vétsi délce [ se s vétsi pravdépodobnosti vyskytne malo pevné misto a proto je

pravdépodobnost pietrhu vEtsi.
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1
Podle (2a) se hodnota [1 -F (P,l)]7 nezméni, uzijeme-li misto délky / jinou, nezavisle zvole-

1
nou délku [, =1/n (njsme volili nezavisle). Funkce [1— F (P,Z)]’ je tedy pouze funkei P.
1
F(P,l) e<0, 1> je vzhledem k P neklesajici a proto [1—F(P,l)]7 e<0, 1> je nerostouci. To umoziuje
vyjadiit funkei (2a) ve tvaru (3), kde R(P) e<0, oo> je vhodna neklesajici funkce, obvykle nazyvana
rizikova funkce.

[1- F(P,l)]% =[1- F(P,IO)]; —e " R(P) €(0,0) (3)

R(P) —%111[1 -F(P.1)]= —liln[l— F(P.1,)]

0
Je ziejmé, ze ji lze ur€it ze znamého rozlozeni pevnosti pii jediné upinaci délce (napf. /,).

(3a)

UvaZzujme, Ze pevnost kazdého vlakenného tseku je alespot P, (minimalni pevnost). Pak
pro distribu¢ni funkci plati F(P< P_ ,I)=0. Obdobn& uvazujme, e pevnost zadného tseku neni

min ?

(maximalni pevnost). Pak plati F (P >PpP I ) =1. Z (3a) plynou nasledujici vlastnosti

veEtSi nez P, )

max

funkce R(P).
R(P) (0, 0)K neklesajici funkce

R(P < I)min) = R(Pmin) = 0 (4)
R(P2 P, )=R(P,,)=

Z (2a) lze vyjadrit distribuéni funkci pevnosti ve tvaru
i
F(P,1)=1-[1-F(P,1)]o (5)
nebo z (3) v Castéji pouzivaném vyjadieni
F(P,)=1-¢""" (6)
Distribu¢ni funkce F (P,l ) tedy nemtize byt volena libovolné, ale musi vyhovovat rovnici (6), v niz
R(P) splije vztahy (4). Pribéh F(P,[) souhrnné charakterizuje tabulka.

10 1€(0,) [
{’%59 F(P,l)= Jim F(P,l)= fl_l)? F(P,l)=
e k0 =R p(p, )=
=1-e"=0 =1-¢™=0 =1-¢" neuré. vyraz
lim F(P,1)= F(P,1)=[1-"""] lim (P, 1) =
PelBus P | = F(P.0)- F(P.1) <(0.1) = F(P.o)=
—1-e " = neklesajici v Pani v/ I
f;}p F(P,l)= Jim F(P,1)= f’}? F(P,l)=
T k(e0)- = F(Fon) = ~ F(By0) =
=1—e* neurd. vyraz =l-e'" =1 =l-e"" =1
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Hustota pravdépodobnosti /(P,!) je derivaci distribu¢ni funkce. Z (5) nalezneme

_oF(P.1) LidF(P,) 1 NG
~ﬂPJL=—E;——ZP—FUUQL —TE——_ZfUUJP—FUUQb
nebo uzitim (6)
F(poa)= P AR iy ®)
oP dp

1.2 Peirceova varianta nezavislych pevnosti.

Gaussovo normalni rozloZeni na upinaci délce /. Rizni autofi zkoumali

pevnost riznych materidld a podle svych zkuSenosti pak navrhovali rtizné tvary funkce R(P).
F.T. PEIRCE [4] vySel z predpokladu, ze na jedné urcité (velmi kratké) upinaci délce /, ma pevnost
Gaussovo normalni rozloZeni. (Pfedpoklad tedy pfipousti i zaporné hodnoty pevnosti; P, — —© a

P — 0.V tomto smyslu je jen aproximativni.)

Hustota pravdépodobnosti proménné u s normovanym normalnim rozloZenim je

olu) = Ji_n exp(—”;—Z] ©)

a jeji distribucni funkce je

u/v2

®(u) = _j;(p(v) dv = ﬁiexp(—%] dv = ﬁ :[Oexp(—tz) dt
v =42 t; dv= V2 dt

(Pro odliseni horni meze od integracni proménné jsme preznacili u v integrované funkci na v. Obecny

(10)

integral tohoto typu se nazyva Laplace-Gaussiiv; nema analytické feseni.)
Pevnost P pfi upinaci délce /, méa dle pfedpokladu obecné normalni rozloZeni se stfedni

hodnotou P, a smérodatnou odchylkou c,. Hustota pravdépodobnosti je dina vztahem

—\2
! (P-R) | 1 (P-PR
P, )=——o _— = —2
I ey O 2w GO("( 3 j a
kde P, a o, jsou parametry. Distribuéni funkce m4 tvar
‘ 1t [ (e-R)
F(P,l,)= ,1,)d0 = exp| — dQ =
( o) __[Of(Q 0) 0 \/%00_'[0 p : 0

1% v? P- 1_30
ol oo Y i

(Pro odliseni horni meze integralu od integracni proménné jsme P v integrované funkci preznacili na

Q)
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RozloZeni pevnosti pFi obecné upinaci délce. Dosazenim (12) do (3a) nalez-

neme pro rizikovou funkei vyraz

R(P)z—llln[l—F(P,lO)]=_llln[1_q)(P—Z_JOH (13)

Gy

Dosazenim vztahu (12) do rovnice (5) ziskame distribu¢ni funkeci

F(PJ)=1—{1—®(P;P°HO (14)

Hustotu pravdépodobnosti vyjadiime po dosazeni (11) a (12) do (7) vyrazem

f(p,z)=lif(p,zo)[1_F(p,zo)]zi“:lii(p(P PJ{l_cp(P‘EH’il (15)

0 0o Oo Oy Oy
Tedy pro ! # [, rozloZeni pevnosti neni Gaussovo; Gaussovo rozloZeni pevnosti je pouze na délce
=1,

Transformovana pevnost u je definovana pro kazdou upinaci délku / vztahem
P-F,

Gy

u= P=c,u+P, dP =oc,du u e(—o0, o) (16)

Distribuéni funkce G(u,!) rozlozeni transformovanych pevnosti vznikne dosazenim (16) do (14).
!
Gu, 1) =1-[1-@(u)]t (17)
Pro hustotu pravdépodobnosti g(u,l ) nahodné proménné u musi platit g(u,l ) du=f (P,I ) dP. Uzitim
(16) v (15) nalezneme

o) du=f(P,1)dP ="+ 1@[13 P]{l d)(P_ﬁHlOldP=

lo Gy Gy

:égioq) [1 D(u ]Ln c,du
()=o) [1-o{u)]- 18)

0
(Stejny vysledek nalezneme téz derivovanim funkce (17) podle u.)
Po dosazeni (9) a (10) do (18) Ize téz psat

2 1 & 2 é_l
glu,l)= l\/_exp( “2]{1—E‘[0exp(—%)dv} (18a)

Pro vlastni vypocet této funkce je nutno zvolit né¢jakou numerickou metodu; vyraz (18a) totiz obsahu-
je Laplace-Gaussuv integral, ktery nema analytické feSeni.

Je vyhodné, Ze rozloZeni transformovanych pevnosti u, popsané hustotou pravdépodob-
nosti g(u,l), nezavisi na parametrech £, a ¢, ale jen na parametru /, a na upinaci délce /. (Je-li

=1, je G(u,lo) = d)(u), g(u,lo) = (p(u) a rozlozeni transformované pevnosti # je normované nor-

malni. Je-li / # [, rozloZeni normalni neni.)
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1 £/f =1000

27 i/8 =300
gz(wj 5) 1+ g8 =100

T 6/1 =30
0BT 4
0BT =3

1 £/ =1
047
0.2} )“

o b AV AC

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 B
obr. 2

u" = Ju”’g(u,l) du

Po dosazeni (18a) do (19) vznikne tvar vhodny pro numericky vypocet..
i

-1

i A u’ 1§ v’ b

u" = |u" ——exp| —— || 1 ——— | exp| — | dv du
'[o lo V2w p( 2]|: ‘Vznj;o p[ 2) :|

Pribéh hustoty pravdépo-
dobnosti g(u,/) dle rovnice

(18) resp. (18a) charakteri-
zuji kiivky na obr. 2.

Statistické cha-
rakteristiky. Obvyk-
lymi charakteristikami roz-
loZzeni jsou obecné a cent-
ralni momenty. m-ty obecny
moment transformované

pevnosti u je

(19)

(19a)

Obecny moment pro m =1 je stfedni hodnota # transformované pevnosti u.

i=u = Ju g(u,1) du

m-ty obecny moment pevnosti P je
P’ = j“’ P"f(P,1)dP

(20)

21)

Lze jej upravit dosazenim rovnice (15), integralni substituci (16) a uzitim rovnic (18) a (19).”
!

oL oA

o Oo Gy G,

P=c,u+P, dP=oc,du

0

1
odP:

= T(GOM +P, )m Zi(p(u) [1 - CI)(u)]li_ldu = I(Gou +P, )m g(u,l) du =

—© 0 -0

N—
~.

(22)

m c R m
*) PH Gipravé se uziva také vzorec (¢ £5)" =3 (£1)'|  |a" b’ kdepro m=0,1,2,L plati 0 =1.
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Odtud pro m =1, 2, 3, 4 plati

- (22a)

_2 < I 2 2-i p T 2_2 =7
P = fo] -1 1 u -1 =c’u +20 P L_I+P

;):_ l'} o 0 070 0 (22b)
— 3113 e o o B B
P =% .]Gf{’ ' |=ocou’ +36 P u* +3c,P) u+ P

oLV (22¢)
— a4(a o . . o - B
P4 :Z ]Gglljol u4*l — Ggu4 +4631)0 1/[3 +6G(2)})OZ uZ +4601303 I/_l+P04

ol (22d)

(Prvy obecny moment je stiedni hodnota pevnosti, znacena P.)

m-ty centralni moment transformované pevnosti u je vyjadien vztahem

o <elecor )=l (oo -Eloo ()i

Jj=0 Jj=0

(E je operatorem stfedni hodnoty.) Pro m = 2, 3, 4 odtud plyne

2 (2Y——_. | — —
(u—LT)2 =G, :Z{(—l)]( .)uz” ﬁ’}zuz —2ut+ut=ut—u’
J

Jj=0 (23a)
K rozptyl transformované pevnosti
3 (3\——_. | = .~ —-
(u-7) = Z[(—l)" [ ] Wi } =0 30+ 30— =t - 3t + 20
=0 J (23b)

(u—i)" 24:[(—1)"[4,) ut E’} — it — 40T+ 6uPi — 4T+ =
J

=0

~

- |

=u* —4u’u + 60> — 30 (23¢)
(Rozptyl transformované pevnosti u jsme oznatili 7; veli¢ina 6, =/c_ je pak smérodatna od-
chylka transformované pevnosti u.)

Pro m-ty centralni moment pevnosti P plati pouzitim vyrazi (16), (22a) a (23)
(P=P)' = E{(P-P)'} = E{[(ou+ B)~(oii+ B)]'| -

- El{[ou-o,]"} = ot E\(u-a)"} = oy (u-)" 24)

Pro m =2, 3,4 pak uzitim (23a) az (23¢) v (24) nalezneme
m —cl=c(u-u) =c? (u_2 —~ LTZ) = o, o. K rozptyl pevnosti (24a)
(P-P) =0 (u-1) =3 (i - 327+ 27 (24b)
(P-P) =oi(u-1) =ot(u —4uw'n+6u2i® - 30 (24c)

(Rozptyl pevnosti P jsme oznadili 65; veli¢ina 6, = /o5, je smérodatna odchylka pevnosti P.)
Je ziejmé, Ze obecné i centrdlni momenty pevnosti P, stejné jako centralni momenty transfor-
mované pevnosti u, Ize vyjadfit jako funkce obecnych momentti u”, které nezavisi na parametrech P,

ao,.
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Prabéh hustoty pravdépodobnosti byva charakterizovan také poméry mocnin nékterych mo-

mentil. Nejcasteji se vyjadiuje variacni koeficient. Zavadime

vy = 90| var. koef. pevnosti pfi / =/, (v,K parametr) (25)
0

v =2%L var. koef. transformované pevnos (26)
u

v, = G—I_:L var. koef. pevnosti (27)

(V praxi byvaji variacni koeficienty jesté ndsobeny 100 a udéavaji se v %. V teoretickych pracich jsou
Cast¢ji zavadény jako prosty pomér.) Uzitim (24a), (22a) a (25) v (27) 1ze odvodit vztah

o S, S,
S & _ GOcu _ 0 u _ u _ vu (28)
p=—= = — = — = — =
P ocu+F F, P 1
0 0 0 0 -
G, +— 1+7_ 1+ —
u Cou Vol

Dale zavedeme koeficient Sikmosti (asymetrie) a a koeficient Spicatosti e. (Gaussovo nor-
malni rozloZeni méd a = e = 0. U jinych rozloZeni, je-li a > 0, je hustota pravdépodobnosti "protéhle;j-
$i" vpravo, je-li a < 0 je "protéhlejsi" vlevo. Je-li e > 0 je rozlozeni "méné Spicaté", je-li e < 0 je "Spi-

catéj$i" nez rozlozeni normalni.) Pfi uziti (24a) az (24c) plati

(p-?)  (p-P) ol -3wae2) 7

[ R o M

(P—F)4 (P—F)4 Gg(u_4—4u3t7+6uzﬁz —354)
e=——-3=——"—-3= -3=

[ 0w —a)

o —dw 6w =3t
- (—2 _, )2 (30)
u —u

Protoze a a e jsou funk-
cemi jen obecnych momentt u”,

nezavisi na parametrech £, a G,.

Zavislost statistickych cha-

charakteristika

rakteristik na upinaci délce

ilustruji grafy na obr. 3.
Ciselné hodnoty statistic-
kych charakteristik uvadi nasle-

dujici tabulka.

obr. 3
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Centralni momenty ' aZ u* vypoéteny numerickou integraci z (19a)

Veli¢ina: u G, v, a e
Vypocet: 7=u rov. (23a) rov. (26) rov. (29) rov. (30)
Vyznam:|  zrov. (22a) zrov. (24a) z rov. (28)
__P-F _Op 1 - -
u= C,=—_~ v, =V, 1+—
I, o o ‘%“J
0.1 2.338 1.894 0.810 0.037 -2.690
0.2 1.849 1.654 0.895 0.117 -2.497
0.3 1.334 1.480 1.110 0.179 -2.138
0.5 0.704 1.247 1.772 0.135 -1.289
0.7 0.342 1.117 3.268 0.071 -0.504
1.0 0.000 1.000 too 0.000 0.000
2.0 -0.564 0.826 -1.463 -0.137 -1.577
3.0 -0.846 0.748 -0.884 -0.213 -2.401
5.0 -1.163 0.669 -0.575 -0.303 -2.802
7.0 -1.352 0.626 -0.463 -0.357 -2.898
10.0 -1.539 0.587 -0.381 -0.410 -2.946
20.0 -1.867 0.525 -0.281 -0.501 -2.981
30.0 -2.043 0.496 -0.243 -0.546 -2.989
50.0 -2.249 0.464 -0.207 -0.597 -2.994
70.0 -2.377 0.447 -0.188 -0.627 -2.996
100.0 -2.508 0.429 -0.171 -0.655 -2.997
200.0 -2.746 0.401 -0.146 -0.703 -2.998
300.0 -2.878 0.387 -0.134 -0.726 -2.999
500.0 -3.037 0.370 -0.122 -0.751 -2.999
700.0 -3.138 0.361 -0.115 -0.762 -2.999
1000.0 -3.241 0.352 -0.109 -0.766 -2.999

S uzitim této tabulky lze pfi znalosti parametra /;, I_’O o, urCit statistické charakteristiky rozloZeni

pevnosti P na libovolné upinaci délce /.

Aproximaéni Vztahy. Numerické vypocty byvaji nepraktické. F.T. PEIRCE [4] proto

navrhnul aproximacni vztahy pro vypocet stfedni hodnoty a smérodatné odchylky.

o, L -1/5
= 10
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Porovnani ¢, a u dle (23a) a (20) s

3T
21 original aproximaénimi vyrazy (31) a (32)
i aproximace je na obr.4. Pro />, je shoda
L
2 ziejma.
I
L - Zaved’'me parametry
I
I

| . AZE)—4,2GO (33)
100 ¢/f 1000 B=o,°
(Znamou stfedni hodnotu, sméro-

datnou odchylku a upinaci délku

uzijeme jako P, G,,1,.)
i Z rovnic (31), (32) a (33)
- obr. 4 nalezneme pro prakticky vypocet
vztahy
l -1/5
c,~x0,| — —c P17V = g1
P 0(10 ] 0%0 (34)
/ -1/5
P=P, +4,200[(—j —1} =
lO
(35)

=(P,-4,26,)+4,26,1/51"° = 4+4,2B1"° = 4+4,2¢,
Uzitim (25) v (33) mzeme vyjadiit parametry 4, B téZ ve tvaru
A=P —-4,26,=P, —4,2v,P, = B,(1-4,2v,) (36)
B= Gol(;/5 = Vopol(;/5

Varia¢ni koeficient pevnosti je pak dle (27) pfi pouziti (34) a (35) urcen rovnici
BI'” 1
s
A+4,2B1 211/5 +4.2 (37)

Opr ~
3 2 VPZ?:

15 Priklad. Popsany model je mozno

a2 oveéfovat u vlaken 1 u jinych typt délkovych

textilii. (F.T. PEIRCE [4] pivodné odvodil za-

kladni vztahy pro ptize.) Experimentalni vy-
sledky, nalezené u jedné viskdzové piize bavl-
a1 nafského typu (rotorova typu BD 200, jemnost
= los 19,2tex, zakrut 784m™, z vlaken 0,162tex,
o 39,2mm) jsou na obr. 5 porovnany s vypocte-
! nymi kiivkami (parametr A=0,606Nmm™",
parametr B = 0,806N).

————= g (N}

100 600

g.

—— { {mm)

obr. 5
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1.3 Nezavislé pevnosti s Weibullovym rozloZenim.

MOdGlOV}? pf‘edpoklad. Jiny typ modelu nezavislych pravdépodobnosti pretrhu vy-
chazi z empirického predpokladu, ze rizikova funkce R(P) ma tvar

R(P)= P= P P &( Py )
0 P. >0, 0>20, c#0 K parametry (38)

Jeji derivace je
dR(P) E[P_Pmin]c_l

o\ ¢Q (39)
Pro dalsi upravy je vhodné vyjadfit t¢Z parametr upinaci délky g ve tvaru
0
q=1 (40)

RozlozZeni pevnosti. Pii obecné upinaci délce / je distribucni funkce rozloZeni pev-
nosti P dle (6) za uziti (38) a (40) vyjadiena tvarem

—1_ 7IR(P)= _ _ P_Pmin ) —1— _ P_Pmin '
F(P,l)—l e 1 exp{ l[—Q ]] 1 exp[ (—q )] @1

a hustota pravdépodobnosti rozloZzeni pevnosti je dle (8) za uziti (38) az (40)

) A itk ]H x —1(—P_Pmi“ ] =
S8 Q[ 0 ep[ 0

_(ij pl(ij } )
q q q

Rozlozeni ndhodné proménné P, které je popsané rovnicemi (41) ¢i (42) zavisi na 3 parametrech (zde
znaenych ¢, P, q). Je to tzv. Weibullovo rozloZeni.

Transformovana proménna. Zavedme dile transformovanou proménnou u.

u:(ﬂ) ue<0,oo)

q (43)

P=qu’+P

min

Pro hustotu pravdépodobnosti vy(u) této veli¢iny musi platit y(u)du = 7 (P,1)dP, takze
el (P-Pun) 1 1
lwau= s (pap= [ =B | ) gp o2 (D [,
q q q ¢
(44)

y(u)=e

Proménnd u ma tedy exponencidlni rozloZeni se stfedni hodnotou i rozptylem rovnymi 1. (Je-li
c=1, P, =0agqg=1,potomje u = P arozloZeni F(P,1)=wy(u).)
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Ptiklady charakteristickych pribéha funkci hustoty pravdépodobnosti dle rovnice (42) jsou

znazornény na obr. 6.

1

jQ.1(P, ) RELeR{GA)

c= c=2

a
o
81 8
74 7
61 6
51 5
43 4
33 3
21 2
¥ 1 1=0.1
0 % 5 o 25 3
(P—P )/Q
107 107
o g__Q.f(P, )
ot gf c=10
7 7%
61 6t
5% 5%
4% 4%
3 3t
2% o}
1% 11
0 ; j | O . ! . ‘ |
o 05 1 15 2 25 3 o 05 1 15 2 25 3
(P—P )/Q (P—P )/Q
obr. 6

(Poznamenejme, ze pfi ¢ =1 je rozloZeni exponencidlni a hustota pravdépodobnosti je v celém rozsa-

hu klesajici.)

Statistické charakteristiky. Obvyklymi charakteristikami rozloZeni jsou obecné a

centralni momenty. Obecné momenty transformované pevnosti 1ze uzitim (44) vyjadfit tvarem

u' = Tuxw(u)du = Tu”‘e"”du = F(x + 1) X € <0,oo) (45)

apro x >0 téz tvarem
u' = xF(x) X e(O, 00) (45a)

(V matematice popsana funkce gama I'(x) = Jju""le"”du je jednou z vysSich transcendentnich funk-

ci. Nemd analyticky tvar, jeji vypocet se provadi numericky. Pro celd nezdporna n vSak plati
I(n+1)=n! apro x>0 plati t6z T(x+1) = xT'(x).)

Obecné momenty jsou definovany pro x =0, 1,L . Rovnice (45) a (45a) vsak plati i pro ostat-

ni redlnd nezaporna x.
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Obecné momenty pevnosti P lze vyjadfit uzitim (42), substituci (43) a tipravou dle (45)"

P TP'"f(P,l)dP= T ng(ﬂyle(f’—;ﬂ .

Frin Frin q

c 1
P-P, L
uz( m‘“j , P=qu”+P,_, dP=1u(C )du
c

IR A | R AR 5 o S
_P:[ Z(z) Pl edu=) (zj P J.u e "du |=

=0 Prin

mi

=i(m)q”“ﬂgm ) =i[[ﬂq””%ﬂr(mc_i+1” m=0,12,L (45

i=0 | \ ! i=0

Pro m=1,2,3,4 zptedchoziho vyrazu konkrétné¢ najdeme

P =P= qF(l+lj+PmmF(1) qr(ljJerm K stfedni pevnost (46a)
C C
- 2 2 P
P’ =q2r(3+1)+2qpmmr(l +1]+F(1)Pnfm _24 (3] ?" min F(I] + p2 (46b)
C C C C C

F=q3l“(3+lj+3q P F(2+ j+3q mml“(l+l)+l“(1)Pn§m =
c

3q F mm F + mln F 1 + P3 (46C)
C c min
Pt = q4r(i+ 1)+4q3Pmm1"(§+ 1]+
C C
2 3 1 4
+6q mm —+1 +4qf)mmr —+1 +F(1)Pm1n =
C C

4 2 3
_44q (4) 12¢° Py, F(3j 12¢° Py, F(Z] 44P F(l] Pt (46d)
C C

o

C C C C C C
(Prvni obecny moment je stiedni hodnotou pevnosti P, ozna¢enou téz zvlastnim symbolem P.)
Lze vyjadfit také centralni momenty pevnosti P. Za uziti operatoru stfedni hodnoty E a vzta-
hti (43) a (46) mizeme psat

m _ E{(P—F)m}= E{[(qul/" ‘P ) (qul/c + P )]m} = E{[qul/c _qﬁ]m} _
areflut ) | S () ) |

=0 J

*) Dy « wrox ; m ifm m—ig i | m
) Pii Gpravé se uZzivé také vzorec (a + b) (il) |a™'b" ,kdepro m=0,1,2,L plati 0l” 1.
i
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(7 =0 S0 (") =0 S [)e{ =)o L) -
: , c ¢
~o S [7r( L e () @7
- C
Pro m = 2, 3, 4 nalezneme z ptedchoziho vztahu

7o oS [ ()

j=0 ¢
=4’ r(z“)ﬂ(l+c)—2r(1“’jrl(”—cjﬁ(l)rz(”cﬂ=
i c c c c c
(2 a1 121])-
L ¢ ¢ ¢
- 47
=q> gr(%]_%rz(lﬂ L rozptyl pevnosti e
c
(3 r(3—j+cjrj(l+cj:
J c c
e )
c c c c

) -

+6r(220)r2(1 Cj—4r(120)r3(120)+r(1)r4(lzcﬂz
BB 2]

(Druhy centralni moment je rozptylem 67, a 6, =4/ je smérodatnou odchylkou pevnosti.)

Vztahy je vhodné déle upravit. Z rovnice (46a) za uziti (40) postupné¢ nalezneme

PP _ 1r(1) (48)
q c \c
1
Pop i Qr(lj (48a)
min c c

Podobné¢ uzitim (47a) za uziti (40) postupné nalezneme

Sp _ zr(z)_irz(g (49)
q c \c) ¢ c
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G,= 17% Q\/%F(%j—cizfz(%) (49a)

Prabéh hustoty pravdépodobnosti byva téz charakterizovan poméry mocnin nékterych mo-

mentil. Tak napt. z (48) a (49) najdeme vyraz

fr)er(y
cp _ V¢ \c¢ c c
P-P. 1F(1j

c c

Tento pomér zavisi pouze na parametru c. Vyznamové¢ blizky je tzv. variaéni koeficient pevnosti

v, =G,/ P, ktery lze vyjadtit uzitim (47a) a (46a) ve tvaru
oerlelarle) erlt)erle
» Ve \e) ¢ ¢c) \e \c) ¢ c (51)
P
c \c c \c q

(V praxi byvaji variacni koeficienty jesté¢ nasobeny 100 a udavaji se v %.) Ze vztahu (51) je ziejmé,

Q

P=

~|

ze variacni koeficient zavisi na vSech tfech parametrech, totizc, P, ,q .
Dale vyjadiime jesté koeficient Sikmosti (asymetrie) a a koeficient Spicatosti e. Pti uziti vzta-
ht (47a) az (47¢) plati

o e S G
(p-P)
e a i) -

(53)

Jak je zfejmé, koeficienty Sikmosti a SpiCatosti zavisi pouze na parametru c.
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Porovnani modeli. Je zajimavé porovnat tento Weibullovsky model s aproximacnimi

vztahy Peirceova modelu z ptredchozi kapitoly. Uvazujme zvlastni pripad, kdy plati rovnice

Llr(ljz er(z)_irz@ (54)
4,2 ¢ \c c \c¢) ¢ c

Jejim kofenem je ¢ = 4,8. Uzitim (54) v (50) téZ nalezneme o, /(P - B,,,) = 1/4,2 = 0,238. Pro tento

zvlastni pripad zaved’'me nésledujici parametry:
4= P, (55)

B=LQFK1J=QJEF(3)—%F2(1J (c=4,8)
4.2 ¢ c c \c c c

Pak z (49a) nalezneme

1
cp=1l° QJEF(E]‘%FZH _ Bl (36)
C C C C
az(48a)
. <0 (1 57
P=P, +I c—F(—j=A+4,ZBll/4’8=A+4,2(5P (57)
C C

Rozdil v exponentech (5 proti ;) je z experimentélniho hlediska nevyznamny; posledni dva

vyrazy je proto mozné povazovat za prakticky shodné s Peirceovu aproximaci popsanou vztahy (34)

a (35). (Rozdily nalezneme aZ u koeficientu Sikmosti a Spicatosti.)

Ciselné hOanty pro Weibullovsky model charakterizuje nasledujici tabulka

Hodnoty funkce gama vypocteny numerickou metodou z rovnice F(x) = J: u e du
P - P, Op Sp a e
c q q P- B
z rov. (48) Z rov. (49) z rov. (50) zrov. (52) z rov. (53)
0.5 2 4.472 2.236 6.619 84.72
1 1 1 1 2 6
2.0 0.886 0.463 0.523 0.631 0.245
3.0 0.893 0.324 0.363 0.173 -0.29
4.0 0.906 0.254 0.280 -0.08 -0.24
4.8 0.916 0.218 0.238 -0.23 -0.11
5.0 0.918 0.210 0.229 -0.26 -0.07
6.0 0.928 0.180 0.194 -0.38 0.085
7.0 0.935 0.157 0.168 -0.47 0.206
8.0 0.942 0.140 0.148 -0.54 0.334
10.0 0.951 0.114 0.120 -0.64 0.579
50.0 0.989 0.025 0.025 -1.03 1.975
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c=1{cbe kriviy)

charalkteristilca

100

obr. 7

Ze (40) nalezneme pro parametr Q hodnotu
Opamsry = 41" = 0,431:0,5'%7 = 0,3877GPa

— (PP )/Q

Pribéhy dvou charakteristik
( )/Q a 6,/0, které zavisi na
upinaci délce / (viz (48a) a (49a) ),

jsou znazornény na obr. 7.

P-P

min

/Q

Priklad. Rozlozeni pevnosti
hedvabi z cediCovych vlaken, 283tex
(40 vldken v prifezu), zkoumali
J. MILITKY a V. KOVACIC [5]. Ovéfili,
ze plati Weibullovo rozlozZeni s para-
oo Mewy
| [ =0,5m (upinaci délka),
P. =0,5327 GPa,

g =0,431 GPa,

1/6,547
mY

(1)

Z rovnic (48), (49), (50), (52), (53) za uziti numerického vypoctu potiebnych gama funkci a pfi uziti

(40) nalezneme potiebné vztahy, umoznujici predpovidat hodnoty statistickych charakteristik

rozloZeni pevnosti pro rizné upinaci délky.

5_p p_p_ p_p_ PB,1-05327
Pl 20,932 (num. vgp)  ©mn = e O 0,93
! o/~ 03877/
By = 457 0,932-0,3877+0,5327 = [ 1657.0,3613+0,5327 (if)
Or _ 0,167 (num. vyp.) Sp_ Sp _ O plaPa] _0.167
¢ T g QI 03877/p5 7
S ory = Y +0,167-0,3877 = f,1°*7-0,06475 (i)
O _0,179 .
-1/6,547 .
b _On__ T 006475 I
PTP 03613405327 5,579 +8,22701)5 ©
a=-0,43 “
e=0,151 (vi)
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1.4 Zavislé pevnosti jako Markovsky proces

Pevnosti jako nflhOdn)” proces. Uvazujme (nekone¢né) vlakno, které je mySlené
rozdélené na useky délky /, podle obr. 8.

Usek ¢.
Pevnost B

ly
Vzdale-
nost x od
1. useku k-1)1,

obr. 8
Useky ozna¢me poradovymi Cisly i=1,2, --- k, ---. Na kazdém i-tém tseku nalezneme

néjako hodnotu pevnosti P (zjiStovanou pii upinaci délce /,). Tento postup muzeme nezavisle
opakovat také na jinych vladknech z téze suroviny. Kazdé takové opakovani je realizaci nahodného
procesu. Cast jedné realizace je schematicky znazornéna na obr. 9. Hodnoty pevnosti jsou

vyneseny v zavislosti na pofadovém
¢isle useku i. Pfi jinych realizacich
vSak nalezneme v Usecich stejného
pofadového ¢isla jiné hodnoty.
Pevnosti usekt P, i=1,2,--- jsou

pevhost P

tedy nahodné veliciny.
P muzeme téz chapat jako

funkeci, pfifazujici poradovym cislim

' usekii hodnoty pevnosti. Protoze
i kazd¢ P je wveli¢ina nahodna,

1

e nazyvame funkci P ndhodnou

al 11 21 3II 4I| SII 6I| 7I| SII SII funkei - v tomto piipadé funkci
vzdalenost x diskrétniho argumentu i, nebo
obr. 9 Castéji nahodnym procesem s

diskrétnim argumentem ;.

Obecny usek je uren také svou vzdalenosti x od useku ¢.1. Vzdalenost tsekl na obr. 8
pfitom chapeme jako vzdalenost odpovidajicich si bodi - napt. levych konct tsekt. Z grafického
znazornéni plyne

x:lo(i—1)10>0,i:1,2,-~- (58)
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Uvazovany ndhodny proces miize byt pak chapan téz jako ndhodny proces s diskrétnim

parametrem x. (Pro takto definovany ndhodny proces plati druha abscisa v obr. 9.)

Operator hustoty pravdépodobnosti. Rozlozeni nahodnych proménnych byva

popisovano hustotou pravdépodobnosti. V uvazovaném piipadé ma svou jednorozmérnou hustotu
pravdépodobnosti kazdd nahodnd proménna P, i=1,2,---. Pfi realizacich vzniknou také

uspotadané dvojice hodnot proménnych P, P

1> Tita

(parametr a=0,1,2, --- vyjadiuje rozdil indext).

RozloZeni téchto dvojic je popsano dvourozmérnou hustotou pravdépodobnosti. Mizeme
popisovat i rozloZeni posloupnosti proménnych F,F,,.F,, . -F,, (parametry a, <a,<---<a, ).
Rozlozeni popisuje vicerozmérna hustota pravdépodobnosti.

Vsechny hustoty pravdépodobnosti vyjadiime operatorem hustoty pravdépodobnosti f.
Uved’'me n¢kolik ptikladi: 7) f ( 17) je hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné P.. 2) (P ( ) je
hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné P. Funkce obecné zavisi na zvoleném i; pro dvé rizné
hodnoty i mohou byt f (B) dvé naprosto odlisné funkce. 3) f( P ( ) je dvourozmérnd hustota
pravdépodobnosti dvojice nahodnych proménnych P, F. 4) f(P ( 2, H3) je dvourozmérna hustota
pravdépodobnosti dvojice ndhodnych proménnych E,Pl.+3. Pro riznd i to mohou byt zcela rizné
funkce. 5) (P, ( 0> B 4+a) je dvourozmérnd hustota pravdépodobnosti dvojice ndhodnych proménnych
B,,B,,,- V zavislosti na tom, jaky rozdil indexii a zvolime, najdeme rizné funkce hustoty
pravdépodobnosti. 5) f ( P, ,Pk) je k-rozmérnd hustota pravdépodobnosti rozlozeni prvni k-tice

nahodnych proménnych.

Stacionarni nahodny proces. Obvykle je mozné vychazet z predpokladu, ze

uvazovany nahodny proces je (v uzsim slova smyslu) stacionarni’. To znamend, Ze rozloZeni
posloupnosti pevnosti P,P, ,P --P, . je pro vSechny indexy i stejné. (RozloZeni zavisi na

i+ta)® " ita,?

hodnotach a,,a,, ---, ale nezdvisi na tom, kterou promé€nnou zvolime jako prvni.) Pak také hustoty
pravdépodobnosti f(P), P (Pmm,Pmm) jsou pro vSechna i=1,2,--- stejné funkce. Odtud

vyplyva
- stiedni hodnota E(P)= j ™ P f(P)dP, = P je konstanta pro viechna i =1,2, -

- rozptyl D(P)= E[(B -P) ]: JP (P—P)’ f(P)dP = o> je konstanta pro viechna i =1,2, -,

- smérodatna odchylka /G, =G, je konstanta pro viechna i =1,2, ---.
(Symbol £ je tradi¢nim operatorem stfedni hodnoty, D je operatorem rozptylu.)

Z ptedpokladu stacionarity vyplyva, Ze také dvourozmérné hustoty pravdépodobnosti
f(B P, ) jsou pri daném £ stejné funkce pro vSechna i=1,2, -

1+

*) Pesnou definici lze nalézt v literatufe z oblasti teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky. Pfipomefime jen, Ze
dalezité¢ vysledky, které dovozujeme ze stacionarity v uz$im smyslu, plati i pfi méné striktnim piedpokladu tzv.

stacionarity v §ir§im smyslu. (Odvozeni je ovSem méné nazorné.)
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Pak ovsem

Pmax Pma

- kovariance E[(P, - P)(P,, -P)]= [ [(P-P)(P,-P)f(P,P,)dPdP,, =

i+k
P=Py B =P,

min min

=cov(P,P,, ) je pii daném k konstanta pro vSechnai=1,2,L

(Pro k =0 je kovariance cov(P,, P, ) = E[(P, - P)(P, - P)] E[P P ] c2.)

i+k

i i itk

- korelaéni koef. cov(P, P.,, )/GP =p(P,P,,) je pti daném k konstanta pro viechna i =1, 2, ---

Ergodicky nahodny proces. Vychizejme z predpokladu, e uvazovany nahodny
proces je ergodicky”. Pro stiedni hodnoty a korelace (a také rozptyly, smérodatné odchylky a
kovariance) pak staci znat jen jednu realizaci (napf. pevnosti P, naméfené na jediném, dostate¢né

dlouhém vlékng). Pti jedné realizaci ma kazdé P, jedinou hodnotu a plati

- stiedni hodnota P = lim— Z P

k—)w

- rozptyl 7, = llmézk:(fj - 13)
A=
k
- smérodatnd odchylka o, = lim %Z(PI ~P)

i=1

- kovariance cov(P,P,,)= limlzk:[(ﬁ -P)p,, - I_’)]

- korela¢ni koef. p(P,P,,) = M;P”k) = limlzk:[(Pl. -P)(P,, - F)]/limlzk:(P[ -pP)
Gp i=1 i=1

(Ergodicka vlastnost je vyhodna pti urCovani statistickych charakteristik z experiment.)

Markovsky nahodny proces». Pro snazsi formulaci zaved'me nejprve nasledujici
umluvu: vyrokem typu "pevnost je P" nebo "pevnost ma hodnotu P" mame na mysli, Ze hodnota
pevnosti i-tého useku lezi nékde v diferencialnim intervalu (E, P +dR). Podobné¢ vyrokem typu

P n

i+k

"posloupnost pevnosti je P,P,,,---,P,, " nebo "posloupnost pevnosti ma hodnotu P, P,

i27 i+l +1°

mame na mysli, ze prvky této posloupnosti lezi nékde v diferencialnich intervalech (R, P +dR),
(Pots Byt dBy), ooy (Bogs B+ dB.y).

i+1° % i+l i+l i+k > T i+k

Nezname-li dosud zadnou pevnost, pak pravdépodobnost, ze v tiseku ¢. 1 nalezneme urcitou
pevnost P, je dana vyrazem f (Pl)dP1

Uvazujme dale, ze jiZ zndme hodnoty pevnosti B, P, ---, P prvych i iseki a zkoumejme jaka
je pravdépodobnost, ze pevnost nasledujicitho useku ¢. i+1 bude P,,. Kdyby pevnost Useku
nezavisela na pevnosti usekt jinych, byla by hledana pravdépodobnost f ( Hl)dP a jednalo by se o

i+1

pripad nezavislych pravdépodobnosti, feSeny v kap. 1.1 az 1.3.

") Piesnou definici pojmu ergodicky proces a Markovsky proces lze nalézt v literatufe z oblasti teorie

pravdépodobnosti a matematické statistiky.
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zavisi na vSech predchozich hodnotach F,P, ---,P.

Obecné pravdépodobnost pevnosti P, P,

i+1
(Obvykle, kdyz pfedchazejici mista jsou nadprimérné pevnd, je znaéné pravdépodobné, ze také P,
bude hodnota nadpriimérna - a naopak.) Casto vsak byva splnén piedpoklad, e pravdépodobnost
pevnosti P, ovliviiuje jenom piedchazejici hodnota P, zatimco hodnoty FB,P,---,P, ji
(bezprostedn€) neovliviiuji. (Napft. proto, ze tseky €. 1 az i —1 se s tsekem €. i + 1 pfimo nestykaji a
zpusob ovliviiovani "na dalku" neni mozny.) Néhodny proces spliujici tento ptedpoklad je
Markovskym procesem.

VSechny dalSi avahy budou zaloZeny na predpokladu, Ze pevnosti usekd vliken

odpovidaji stacionarnimu, ergodickému a Markovskému nahodnému procesu.

Rozlozeni dvojice pevnosti P.,P. .. Nejprve zaved'me pojem podminéné
%7 i+l
hustoty pravdépodobnosti. Nepodminéna hustota pravd&podobnosti f(P 1+k) vyjadiuje rozdéleni

pevnosti P,, bez ohledu na pevnosti v jinych Usecich. Ze vSech realizaci pevnosti P,, vSak miZeme

i+k

vybrat jenom takové, kterym predchézela v i-tém tseku predem dand hodnota pevnostl P. Rozlozeni
takto vybranych pevnosti P,, je popsiano podminénou hustotou pravdépodobnosti (P(I)i+k|1)i)'

Symbol ¢ je operatorem podminéné pravdépodobnosti. Prvni veli¢ina v zavorce je nahodna
proménna, které se rozloZeni tyka, druhd veli€ina je chépana jako parametr. (Potadi symbolil proto

nelze zaménovat.)
Pravdépodobnost, Ze pevnost i-t¢ho useku je P je f(P ( )dP Podminéna pravdépodobnost,

ze pevnost useku €. i+1 je P,, za predpokladu, Ze pevnost i-t¢ho useku je P je (p( H1|P)

i+l

Konec¢né pravdépodobnost, Ze i-ty tsek ma pevnost P a soucasné usek €. i+1 ma pevnost P, je
flP ( 2, P, ) dPdP,,. Podle pravidla o ndsobeni pravdépodobnosti pak plati

f(B,B,)dBdP,, = f(R)dB-o(B,|B)dP,, (59a)

1(B.R,)=f(R)o(R.|R) (59)
a odtud také

o(B,|B)=r(B.R.,)/f(B) (59b)

U stacionarniho procesu jsou obé funkce na pravé stran¢ posledni rovnice stejné pro vSechna i. Proto
také podminéna hustota pravdépodobnosti (p( |P) je stejna pro vSechna i.

1+1

RozlozZeni peVHOSti Pl -, P itk Pravdépodobnost, ze v tsecich €. i az i +k jsou
pevnosti P az P,, je dana vyrazem f(P P, ,P,)dPdP,dP

i 1+l’ i+2° i+l i+2

--dP,,. Jiny zplsob

vyjadieni plyne z Markovského charakteru ndhodného procesu. UvaZujme nejprve k=2.
Pravdépodobnost, Ze Useky €. i, i+1 a i +2 maji pevnosti P, P,,, P,, je f(P P,P,, ,+z)deP dP,

i+l i+2°

Tutéz pravdépodobnost Ize vyjadiit také souCinem dvou dil¢ich pravdépodobnosti: 1)
pravdépodobnosti, ze useky €. i a i +1 maji pevnosti P, P, a 2) pravdépodobnosti, ze usek €. i +2

i2 7+l

ma pevnost P, za predpokladu, Ze pevnost pfedchoziho useku ¢. i+1 je P,. Prva

i i+1°

pravdépodobnost plyne z (59a), druha je (p( l+2| 1+1) P.,,.
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Vysledné pravdépodobnost tedy je dle pravidla o nasobeni pravdépodobnosti je
S(P. P,y P.,)dPdP, dP., =[f(R)dP (P, |R)dP, | {o(P.,| P, )dP,, | =
= /(R)o(B.|R)o(P.,|P.,)dRdP, dP,, (602)
Nyni Ize analogickou tvahu postupné opakovat pro k=3, poté pro k=4, atd., az pii poslednim
opakovani nalezneme
f(R’PHl’PJrza”"PH )dPidP

i i+l

. dP.
= [f(Pz)sz '(P(BH( i)dPi+1 '(P(Pi+2 (Pi+1)d w2 '(P(Pi+k—1 (Eark—z)dpwk—l]

i+2 " itk

.dP,, =

=/ (B)o(P.(R) (P (Puy) - @(Pus (P ) dPAP, dP,, - dP,, (60b)
2

k .
f(P.P,, Py Py )= f(P)o(Py(B)@(Py(Pa) - 9( Py (P ) =
(60)

Vsechny funkce na pravé strané rovnice (60) jsou u stacionarniho procesu stejné pro vsechna i, a
proto také hustota pravdépodobnosti /(P,P,,P,,,---,P,,) je stejna pro viechna i.

Rozlozeni dvojice pevnosti Pi ’Pi + + Pravdépodobnost, Ze i-ty Gsek ma pevnost

P, a soudasné Gsek &. i+k ma pevnost P, je f(P,P,,)dPdP,,. Tuto pravdépodobnost miizeme

vyjadfit téZ soucinem dvou pravdépodobnosti: /) pravdépodobnosti f (E)dE, ze prvy usek ma

pevnost P a 2) pravdépodobnosti, ze Usek €. i +k ma pevnost P,, za predpokladu, Ze prvy Gsek ma

pevnost P. Tato podminéna pravdépodobnost je (p(E+k|E)dPi+k, kde (p(E+k|B) je podminénou

hustotou pravdépodobnosti. Podle pravidla o ndsobeni pravdépodobnosti plati

f(P.P.,)dRdP,, = f(R)dR-¢(R..(P)dP., (61a)
f(B.B)=f(R)o(R.(R) k=12, (6)

Pravdépodobnost, ze prvy usek ma pevnost P a soucasné usek €. i+k ma pevnost P,, lze

vyjadrtit také jinym zplisobem. Z teorie pravdépodobnosti nalezneme pti nasledujicim uziti (60) vztah

Rnax Pmax Rnax
F(BR)= [ [ o [ F(RPa Py Py By
F=Fuin Bio=Foin B =Fuin
'dBHdPHz e T
Frax Frax Frax [ ]
= _[ j I f(Pz) | I(P(E+j (Pi+j—1) dPi+1dPi+2"' k-1 —
EH:Rnin E+2 :Pmm E+k—1:Pmin L J=1 -
Frax Frax Frax M ]
:f(Pz) _[ I I | I(P(E+j (Pi+j—1) dPi+1dPi+2'“dPi+k—1 (62)
E+1:Rniu Pz"+2:Rnin E#cfl:Pmm - J=1 .

k=23, -



Porovnanim rovnic (61) a (62) mizeme vyjadiit podminénou hustotu pravdépodobnosti (p(B+k|P)

vztahem

Froax Fax | Proax k
= f(Pz) J‘ j J: {H(P(Ew (P )}dffﬂd&z dPH—k 1
Proax
(P(Pi+k (Pz) = J J‘ J: {]ﬁq)(Pl+j (Pl+j 1):|dR+1sz+2 dPH—k 1 (63)

k=23, -

Pti stacionarnim procesu jsou integrované funkce a meze integralii stejné pro vSechna i. Proto také
podminéna hustota pravdépodobnosti (p(Pi+k|E) je stejna pro vSechna i.

Statistické charakteristiky U staciondrniho Markovského procesu lze vyjadiit pro
vSechna i=1,2,--- a k=1,2, - hustotu pravdépodobnosti f ( 2, Hk) a podminénou hustotu
pravdépodobnosti (p(E+k|Pl.) z rovnic (61) a (63). Pro konkrétni vypocet je nutno znat jen dvé
funkce (stejné pro viechna i): hustotu pravdépodobnosti f(P) a podminénou hustotu

1

pravdépodobnosti (p(P |P) Z vlastnosti stacionarniho procesu pak nalezneme stfedni hodnotu

P=E(P j P f(P)dr (64)
rozptyl
o} =E|(R-P)|=["(n-P) f(R)an (652)
o} = E|(P - F)] E(Pf—2E_+1_’2)=E(Rz)—21_’E(E)+I_’2=

a smérodatnou odchylku

o, =0l (66)

Déle vyjadiime kovarianci

cov(P.P,)=E[(P-P)E,-P)]= | [(R-P)P,-P)s(p.P.)drdp,, ©T
P=Poin Py =Py
cov(P.P,,)=E[(P - P)(P.,, - P)|=E(PP., - RP-PP,, +P*)=
=E(RP)-PE(R)-PE(R,)+ P =E(RP,)-P - P +P’
Pmax Pmax
-E(PP,)-P>= | [PP,f(P,P,)dPdP,, - P 67)
B=Puin Boix=Fu
Pojem kovariance je rozSifovan i pro k£ = 0 a plati
cov(P.P)= E[(R~P)(B~P)]= £ (R~ P) | o} (670)
Korelaéni koeficient je pak dan vyrazem
(B, P, )=cov(P,B,)/o} (p(P,B)=cov(B,P)[o} =1) (68)
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Linearné transformovany nahodny proces. Nahodné proménné 0,
i=1,2,---, definuyme linearni transformaci proménnych P.
QO =aP+bi=12,---a#0,b...konstanty (69)

Stiedni hodnota téchto proménnych je
Q:E(Q):E(aPl.+b):aE(Pi)+b:a13+b (70)
Rozptyl a smérodatnou odchylku je mozno vyjadfit tvarem

o3 =D(0)=E{[0 -0 } = E{[(ap+b)-(aP+b)] } -
:E{[a(g—ﬁ)]z}zazE{[R ﬁ]}:azci (71)

= oy =\a’o} =[a[o, (72)

Pro kovarianci a pro korelaéni koeficient plati

cov(0,,0.4) = E[(0. - 0)(0., - 0)]=
_ E[ {aB +b}~{aP +b})({ap,, +b}—{a13+b})] = E[az(pi ~P)p, - 13)] _

ZazE[(P —P)(P - ]Za cov(P,P.,) (73)
0.0..)= cov(Q,,0.,) _a’ covEP,; P _ cov(P,; P _ o(P.PL)
GQ a Gp Cp (74)

Protoze vSechny vyrazy na pravé strané rovnic (70) az (74) jsou stejné pro vSechna i, jsou také
0,6,a6,,c0v(0,0.,) ap(0.0,,) stejné pro viechna i. Stejn& jako néhodny proces P, také

nahodny proces O, je stacionarni, ergodicky a Markovsky.

Centrovany nahodny proces. Nejcastéji se pouzivaji dva typy linearnich
transformaci: centrovany ndhodny proces a normovany nahodny proces. Centrované nahodné

proménné jsou dany vztahem

BGZB_Fizlazﬂ'“ (75)
V porovnani s rovnici (69) je zde a=1 a b=-P. Z rovnic (70) az (74) nalezneme statistické
charakteristiky
P°=P-P=0 (76)
2 2
G0 =0p (77)
0,0 =0p (78)
coV( B, B, )= cov(P. B, (79)
o, B2 ) =p(B.P.,) (80)

Normovany nahodny proces. Obvykle se zavadi normované nihodné proménné

vztahem B 3
_A=P_ 1, P (81)

V porovnani s rovnici (69) je zde a =1/, ab=~-P/c,.
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Z rovnic (70) az (74) nalezneme statistické charakteristiky

U =(1/s,)P-(P/s,)=0 (82)
oy =(l/o,) o} =1 (83)
5, =4fo) =1 (84)
cov(U,,U,,,.)=(1/s,) cov(P.P,,)=p(P.P,,) (85)
p(U.U,.)=p(R.P.,) (86)

Pfipomenme, Ze stejn¢ jako ndhodny proces P, také centrovany nahodny proces a normovany

nahodny proces jsou stacionarni, ergodické a Markovské.

Soucet nékolika nezavislych Markovskych procesd. Uvazujme, 7ze
ndhodny proces P je souftem dvou stacionarnich, ergodickych, Markovskych a vzijemné

nezavislych nahodnych procest (l)B a (Z)B. (U vsech veli¢in ptislusnych k danému procesu budeme

uvadét index tohoto procesu vlevo nahote v zavorce.)

B:(I)E_'_(Z)B (87)
Pak pro kazdé i =1, 2, --- je stiedni hodnota
P - E(7)= E(0R+R) (0} + E(08) - TP+ @

Protoze s¢itané nahodné procesy jsou nezavislé, plati pro kazd¢ i=1,2,--- a £=0,12, ---

stiedni hodnota sou¢inu je L
O TR B ¥ P e 5 2 L R

Rozptyl a smérodatna odchylka jsou s vyuzitim (65), (88) a (89)
_ 2] _
o2 = E[ 2] P =E[(“)P,- +2 p) }_Pz _g(Vp2420pPp @ pr)_pr -

- £("p2)+2
- (")
[er - o] -

GP:\/:;: /(I)Gi’+(2)ci 91)

S vyuzitim Vztahﬁ (67), (88) a (89) nalezneme pro kovarianci vztah
cov(P,P.,,)=E|[(P-P)(P, - P)|=E(RP.,)- P =

l+k i+k

+26("p)E(PR)+ E(¥R?) - (TP +PP) =

1

+20p®py g(Wp2)_(0p) —20pep_(@p) = 90)

- (onson)(p 0, )] P -
= B[RO+ RO+ RO+ RO, |- P =

e(080n, ) £(0rr, ) (08, ) (2, )-(Tp 4 T -

60800, )+ £(0R)e(*r, ) (e 07, )1 (0, )-(T 4 T

_p(0pp, )+ Tp TP Tppy g(@pep, ) (M) 4+20pTp_(@p)
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cov(P. P, )= [E(“’P‘”m) (W))Z}{E((”P<”3+k) (Wﬂ:

- COV( p Wp

i+k

)+ cov(Pp, 2P, ) (92)

a pro korela¢ni koeficient vztah

COV(R ’Pi+k) COV( (I)R 5 (I)RJrk ) + COV(( )P; 5 (Z)PHk)
p(R’PHk) = 2 = 2 -
Cp Cp

(1)02 cov(()E , (I)PHk) (2)02 cov(( )R , (2)P,+k)

S =

(1) 2 (2) 2

_ czp p( Wp (I)E+k)+ ‘ZP p(mpﬂ (2)E+k) (93)

G G

Protoze vyrazy na pravych stranach rovnic (87) az (93) jsou nezavislé na indexu i (s¢itané procesy

jsou stacionarni a Markovské), jsou také charakteristiky na levych strandch nezavislé na i. Tedy
soucet dvou vzijemné nezavislych, stacionarnich, ergodickych a Markovskych procest (I)Pl. a

(2)Pi je stacionarni, ergodicky a Markovsky proces P.

Ke scitané dvojici ndhodnych procesit bychom nyni mohli pficist dalsi ndhodny proces a

nalezli bychom analogické rovnice. Obecné pro soucet M nezavislych nahodnych procest

P i mp (94)
naleznemen;:tlf'edni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku z rovnic
_ M
P MZ;; m p 95)
2 = i (m)ci, (96)
m=1
5, = i g2 97)

a pro kovarianci a korela¢ni koeficient plati

cov(P,P.,) ZCOV( P, (m) Hk) (98)

TSI CEREIXN) )

Také v tomto piipadé plati, ze soulet vSech nezavislych, stacionarnich, ergodickych a

(m)

Markovskych procesi "'P je proces stacionarni, ergodicky a Markovsky.

Simulace. Néhodny proces P zname, zname-li hustotu pravdépodobnosti f(P ) a

1

podminénou hustotu pravdépodobnosti (p(

,+1|P) kazda z téchto funkci je stejnd pro vSechna i. Na

zaklad¢ funkci f a ¢ mlUZeme na pocitai gemerovat ndhodné proménné s témito rozlozenimi;
pfislusné programy jsou generatory nahodnych proménnych. (Generator f nezavisi na zadném
parametru, generator ¢ musi znat hodnotu parametru P.)
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Realizaci nahodného procesu P je mozné simulovat na poditaci. Lze postupovat
nasledujicim zptisobem:
1) Generatorem f vygenerujeme hodnotu, kterou povazujeme za hodnotu P,
2) Do generatoru ¢ vloZime jako parametr hodnotu P, (ur¢enou v piedchozim bod¢€) a
vygenerujeme hodnotu P,. (Tato hodnota byla tedy vygenerovana z podminéné
hustoty pravdépodobnosti (p(P2 |P1 ) )
3) Do generatoru ¢ vloZime jako parametr hodnotu P, (uréenou v pfedchozim bod¢) a

vygenerujeme hodnotu P,.

i) Do generétoru ¢ vlozime jako parametr hodnotu P_, (ur¢enou v predchozim bod€) a

vygenerujeme hodnotu P.

Takto simulovand realizace nahodného procesu ma stejné vSechny pravdépodobnostni a
statistické vlastnosti, jako realizace nalezena experimentalné. (Simulované hodnoty ovSem potidime
mnohem rychleji a v mnohem vét§im rozsahu, nez experiment. Musime ovSem znat funkce f'a ¢.)
Pokud je simulovany proces souctem nékolika nezavislych procest dil¢ich, 1ze simulovat kazdy dil¢i

proces samostatné a vyuzit pak vztaht (94) az (99).

Korelaéni a normovana korelaéni funkce. Kovariance cov(PP,,) i

korelaéni koeficient p(E.P ) jsou stejné pro viechna i. Maji v8ak roizné hodnoty pro riizna

i+k

k=0,1,2,---.; jsou to funkce (pouze) argumentu k. Funkce
cov(BE+k)=c0VP(k) (100)
argumentu k byva nazyvana (nenormovand) korela¢ni funkce nahodného procesu. Funkce
p(PP,)=p,(k) (101)

argumentu k byva nazyvana normovana korela¢ni funkce ndhodného procesu. PovS§imnéme si, Ze

argument £ je vlastné rozdil poradovych c¢isel useki vlakna.

Vzdalenost jako parametr nahodného procesu. Vzdilenost i-tého tseku
od 1. tseku ma dle (58) hodnotu lo(i—l). Vzdélenost tseku €. i+4k od 1. Gseku je analogicky

l (i+k- 1). Vzdalenost tuseku €. i + k& od i-tého tseku je pak

x=1i+k-1)-1(i-1)=1k (102)
Korela¢ni a normovanou korela¢ni funkci miizeme tedy vyjadrit také jako funkci vzdalenosti x mezi
useky; tyto funkce oznac¢ime symboly cov P(x) ap P(x). Protoze k=0,1, 2, ---, mohou vzdalenosti
nabyvat jenom diskrétni hodnoty x=0,/), 2/, ---. Obvykle se vSak vysledky zobecnuji zavedenim

predpokladu, ze vztahy odvozené pro diskrétni vzdalenost plati i pro obecné chapanou realnou
vzdilenost x €(0,).
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1.5 Zavislé pevnosti jako proces Gaussovsky a Markovsky.

Vychozi hustoty pravdépodobnosti. Pevnosti vidken i jinych typti délkovych
textilii ¢asto vyhovuji ndhodnym procesim popsanym v predchozi kapitole. K jejich iplnému popisu
sta¢i znalost dvou hustot pravdépodobnosti f'a ¢. Né¢kdy je mozné popsat tyto funkce normalnim
Gaussovym rozloZenim pravdépodobnosti. To znamend, Ze meze pevnosti P, =—-o, P =0,

pro rozloZeni pevnosti P, plati hustota pravdépodobnosti

—\2 —_
1 (P,- -P ) P...stfedni hodnota
P)=——expy—-F+— aramet
7(£) \J2nG, P 267 | ©5...1r0zptyl ® ) (103)

a pro podminéné rozloZeni pevnosti P, za predpokladu, Ze predchozi pevnost je urcita hodnota

P, plati hustota pravdépodobnosti

— — 2
1 P,—-|P+r|(P-P (104)
(p(BH(Pi):—ZCXp —< : |: > E . ):|)
V2nopVl-r ZGP(I r )
r= p( EPM) ...korelacni koeficient mezi P a P, (r... parametr) (105)

Podminéné hustota pravdépodobnosti je téz normalni, ale jeji stfedni hodnota je [F + r(R - 1_3)] a
rozptyl je 67, (1 —r? )
Hustotu pravdépodobnosti dvojice P, P, vyjadiime z (59) pii uziti (103) a (104).

— _ 2
f(P )= ! exp —(Pi_l_))z . ! exp —(EH_[P-FF(B_P)]) =
N \/%GP 263} \/ﬂﬁp 1_ 2 26@(1_72)
1 (Pl—}_j) (EH_[I_)'H’(Pi_ﬁ)])z
= expy — > — > > =
2n6A1-7? 205, 205\1=7 )
I (p-P)(1-r*) ([P -P]-r(R-P))
= expy — — =
2neyNl-r’ 2(5;(1—7’2) 263,(1—7’2)
I (R-P) -r*(p-P)
= exps — —
2noyN1—r? 203,(1—1/2)
(P..=P) -2r(R-P)(R, - P)+r*(R-P)
20?0(1—1”2)
p-P) -2¢(P-P)P, -P)+(P, -P)
f(])l.,PHl): 2 1 2 eXp _( i ) 7"( i - )(_1 12 ) ( i+l ) (106)
2nopNl—-r 2GP(1 r)

(Posledni vyraz je zndmym vztahem, uvadénym pro dvourozmérné normalni rozlozeni v ptiruckach
statistiky.)
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Rovnici (81) se obvykle zavadi normovany normalni proces U,, ktery se nyni pohybuje v

mezich U, =-oa U, =.Pro hustotu pravdépodobnosti f pak ze (103) plati

min

_(p)dE 1 /R P S /s (107)
1) 1(2) o= el -0, e

P-P — dpP
! P=c,U,+P —==0,
G, du,

U, =

Podobné pro podminénou hustotu pravdépodobnosti ¢ ze (104) nalezneme

dP
( 1+1|U) ( l+1|P) t =

du,,,
P-P —
U, =— =c,U,+P
GP
P, ,-P dP
Ui+1: Hl Pi+1:GPUz+1+P —IH:GP
Gp du,,,
— — — 2
1 ( LU +P- [P+r(oPU,.+P—P)])
= exps — ‘G, =

20?,(1—1’2)

V2no V-7’

1 (GP Ui —0p rUi)z (Um -1y, )2
=—— — ¢eX _
i T 262 (1o m,/—l s I ey S ()

a hustotu pravdépodobnosti dvojice U,,U,,, vyjadiime z (59) pfi uziti (107) a (108)
(U,

1 U? 1 i —rU;)
F(0.0.) = 1(U)olU,,|U,) = ﬁex}p{_?}'\/z—— hexp{jl—zf}‘
nNl—r -r

1 Jwler) )]
o147 201-r2)  201-r2) |

1 { U’ -r’U;? Ulz+1 2rUUH1+rU}
ex

ZZTC\/? - 2(1—r2) 2(1—r )

1 { U} - 2rUUl+1+Uf+l}
eXpy —

(109)

s 212

(Také tento vztah je bézné uvadény v piiruckach statistiky.)
Rozlozeni proménné U,,, za podminky, ze v i-tém Useku je dand hodnota U, je popsano
podminénou hustotou pravdépodobnosti (p(U ik |U ; ) Dle (63) a (108) je

0

z+k I I J. |:]j(p(Ui+j (U,-f,-_1 )}dUﬁldUi+2 dU,,, =
s

Uiyy=—0 Upyy=—0 Uippy=—0

< k (U[+j _rUH;zl )2
- AU, dU,,, dU, =

0 1 e e

kde k=2,3, -+ (110)
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Matematické vztahy. Pro analytické feseni pravé strany rovnice (110) musime
nejprve zformulovat nékteré obecné platné matematické vztahy.

Uvazujme, ze x, y, z jsou redlné proménné. Z matematické analyzy je znamo, Ze plati

0 0
2.2 2.2 TT

Je“‘ Ydx = ZJe‘“ Tdx=— a>0 (Laplace-Gausstiv integral)
2o 0 a (111)

Ve shod¢ se zvyklostmi déle oznacime

e dy

ﬁj (112)

S ohledem na (111) plati téz

erfc x =

) 2
e dy= 2T g
A (112a)

ydy:O

erfc

ri

erfc = lim

im = [

S pouzitim ptedchozich vztaht déle nalezneme

2 a*x? +bx L b2 —bz 2 —(ax—i]z Lz % dy
252 4h - - 3 2 3 .2
Je””dxzj 4 g 4y = gt J-e @ dx = et _[ e’ —=
a
: : : el

y:ax—i dy=adx
2a

L i rfc(ag_i):ﬂewerfc(ag-ij (113)
a 2 2

a 2a a

b’ b? b?
J’ —a’xeb g \/_64" erfc( )=ﬂeW2=ﬂeW (113a)
- 2a 2a a
Nyni definujme pomocnou funkci
(y=r"x) (114)

1
P, (y,x)= exp| —
V21— 2(1-r)

(Porovnanim vyrazii (108) a (114) nalezneme o(U,,,[U,) = p,(U,,,,U,).)

i+1°

Bude téZ nutné znat analyticky tvar integralu j p,(y,x) p,(z,y)dy. Uzitim (114) mizeme

—00

o) 52

tento integral zapsat tvarem

LpnyX)pl(Zydy I\/_W (e )\/ﬁx/l——

r=rx) (z-mf

- _1_ — J’ex BT (e R ey dy (115a)
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Vyraz v hranaté zavorce lze upravit
(y—an)2 (z—ry)2 (l—l” )(y —2r"xy +r*"x )+(1 r )(22—27y2+r2y2)

2= (i) 2A1-r)1-r2) )

y:=2r"xy +r2x? =yt 20" xy — x4 2 = 2ryz 4ty =2 4 20 =y

- (1= )(1-77) -

2x2(1—r2)+22(1—r2")+y2(1—r )
2(1-r2")(1-12) B

2xz(l—rz)+22(1—”2")+J’2(1—V2"+2)—Zry[r”’lx(l—ﬁ)+z(1—r2”)]_
2(1-r)(1-72) -

xer”(l—r2)+z2(1—r2”) yz(l 2”) y2r[r x(l r)+z(1—r2”)]

2n+2)_Zry(+rn—1x_rn+1x+Z_r2nZ)

- - (115b)
2(1-r)(1-17) 2(1-r)(1-17)
Oznaéime-li
1 — 22 r[r"‘lx(l—r2)+z(l—r2” )]
a’ = b=
2(1—r2” )(l—rz) (l—rzn )(l—rz) (115¢)

muzeme vyraz (115b) vyjadiit ve tvaru
O e roe (e R
201-r") 2(1-12) 2(1-r2")(1-12) o (115d)
a integral (115a) lze za uziti (115d) a (113a) vyjadtit rovnici
(r=rx) (z=n)
dy = - d
Lp -x) (=) dy = 21— 12 Jl L { 20-r) 2] 7
1 < r”(l—r )+z (1—1/2")
B 2aN1—r" 1= Lexp{ 2(1—r2" )(1—r2) —a2y2 +by}dy—
~ 1 s 1—r2)+22(1—r2")_ K e
IEENIEN I eXp_ 21=r)(1-r7) _jwe o
N e e
Cani e | 2= )1 a eXp(4a2J (115¢)
Z rovnice (115¢) vsak plyne
b2 rz[r"_lx(l—rz)+Z(1—r2”)]2 2(1 rz")(l—rz)

4a° (1—}”2”)2(1—1’2)2 4(1 2 +2)
~ xzrz"(l—r2 )2 + 2xzr 2"(l—r2 )(l—rzn)+zzr2(1—r2") (1151)
- 2(1_r2)(1_r2n )(1_r2n+2)
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Dosazenim (115¢) a (115f) do (115¢) kone¢n¢ vznikne vztah
[P, (v.x) pi(z,9)dy = 1 exp b)) \/EeXp( g }:
< 21— N1-r? 2(1-r>)(1-12)
~ 1 2r2”(1—r2)+22(1—r2")
B 2aN1=r*" 1-7? P 2(1—1’2”)(1—1"2)

\/_\/_,/1 P2 A1 — 2 x2r2”(1—r2)2+2xzr2”(1—r2)(1 r2”)+zzr2(1—r2")

N1 —pm? 2(l—r2)(1—r2")(1 r? +2)

xzrzn(l rz)(l_rzmz +Z2(1_r2n)(1_r2n+2)
2(1-r2)(1-r2)(1=r22) B
-x’r’ (1 r2)2—2xzr ( )(1 r ) zzrz(l—rz")
- 20— 1) (1)

Analyticky vyraz v predchozim vztahu je hledanym feSenim integralu. Jeho tvar je vSak moZno

podstatné zjednodusit. Vyraz v hranatych zavorkach lze totiZ upravit
2_.2n 2 2n+2 2 2n 2n+2
xXr (l—r )(1—r )+Z (l—r )(1—r )

2(1-r2)(1=r> (1= 1)

—xzrz”(l—r2 )2 —2xzr ’”l(l—r2 )(I—FZ”)—zzrz(l—rZ”) ~

2(1—7’2)(1—1’2”)(1—1”2’”2) -

TR A (1r)0r“2r+ﬂmydmﬂ%hﬁXkﬂﬂ:
21=r7 )= )(1=r"7)

x2r2"(1—r2) (1 ) (1 r )(1 r) 2xzr"" (l—rz)(l—r2”)_

2= J1=r =) )

xIrP 4z =2z (Z_” x)
- 2(1—7’2 +2) :_2(1_r2(n+l)) (115h)

Dosazenim (115h) do (115g) a porovnanim se (114) najdeme konecny vyraz pro analyticky tvar

1
= exp
,27[: /1_r2n+2 [

2

integralu [ p, (y,x) p,(z,y)dy.

—00

© ( ) ( )d 1 (Z—VnHX)Z
J;)pn y,xX) p\z,y)ay _\/ﬂ 1_r2(n+1) eXp _2(1_7-2('”1)) (1151)
[p.(y.x) py(z2.9)dy = p,., (z,x) (113)
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Vypocet podminéné hustoty pravdépodobnosti (p(Ul. +k‘U l.). Rovnici

(110) je mozné postupné upravovat uzitim (114) a (115), a to nasledujicim zptiisobem

t+k _[ I T |:]j:[pl(Ui+j’ i+j- 1)} dU,dU,,-dU ;=

Ujyy=—0 U; ,=—0

I I J. {le( Ui 1)} b (UH-I’U )pl(UHZ’UH—l)dUH—ldU AU, =

Upy=—oUpy=—0 Uy =—e| J=3

= J‘ J‘ le( i+jo z+/l)|: .[ pl z+1’ (Ut+2’U1+1)dU:+1]dUi+2"'dUHk1:

Uiy =0 Upga == L | Ujyy=—o

(UH/’UH/ 1) P, (UHQ,U)dU ~-dU,,, | =

k
[~
Jj=3
© k 7
- J. .[ H (Uz+1’ i+j- 1) [ I pz 1+2’ (Ul+3’U’+2)dUl+2:|dU+3 ”'dUi+k—l =
i+3 J=4
k
[1r
j=4

U,
I U=
U

- T .[ (Ut+/’ ,+,1) (Ui, U) AU -+ dU (116a)

Ujz3=—0 Uipy=—0

Opakovanim tohoto postupu nakonec nalezneme
o(U.|U,) = p(U,,,.U,) (116b)

a uzitim (114) kone¢né
(Ui+k _rkUi)z ]

1
U U )=—— -
(P( 1+k| 1) ﬂ 1_r2k eXp|: 2(1_r2k)

(116)

Hustota pravdépodobnosti dvojice U,,U,,, . Vyjdeme-li z rovnice (61) a

pouzijeme-li vztahy (107) a (116), nalezneme hustotu pravdépodobnosti

f(Ui ’Ui+k) = f(Ui )(P(Ui+k |Ui) =

1 { UZ} (Ui+k—r"Ui)2
= ——¢X
27 211 — r 2 l—I"Zk
1 Uiz(l FZk) (Ui+k rkUi)z
fU,U.,)= mexp 0= T 20 |
_ 1 o __ u-r*ulr+Ul, -2r'vu,,, +r**u’
- 21— P_ 2(1_r2k) .
1 I u-2r*vu,, +U’,
) 21 —r** P 2(1_”2k) ] i
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Statistické charakteristiky normovaného procesu. Normovany proces U,
ma dle (82) az (84) stfedni hodnotu U = 0, rozptyl a smérodatnou odchylku c;, =c, = 1. Uzitim
obecného vztahu (65) plati pro stifedni hodnotu kvadratu

jUf )dU, =% +T>=1-0=1 (118)

Pro kovarianci a korela¢ni koeficient plati rovnice (85) a (86) a uzitim (117a) a (118) lze

odvodit vztah

0

cov(U,,U, ) =p(U,.Us )= | IUUka(U,,UHk)dU,»dUHk—172=

Ui=—0 U ==
2
T [ 1 U? 1 (Ui+k _rkUi)
B vy e el i dUdU,, —0=
U:[.ooUHkJ;w S \/ﬁexp[ 2 :| \/ﬁ 1_’,.2/( eXp W i i+k
2
( 1 U2 T 1 (Ui+k _rkUi)
= ~— |1 J Uik ——F7—==5%Xp| - du.,, +dU, =
Iw ’\/ﬁexp[ 2 } [o AT o Y (e o

_ .k
p- YUy _p i ety du, = di -

ll_r2k
i T/ 2k 0 2
—1::21{ I(V 1-r? +rkU,.) \/;_nexp[—%}dV}dUi =

= |U, ! exp_—U—iz_{\/l—rzl‘ TV
2

! exp e dV+r"UT ! exp - dv +dU, =
N2 2 " \on 2 i

1 U2 2k k
= |U, exp| ——— [\V1=r** -0+7*U, - 1{dU, =
S V2T 2 |
K 1 . :
=rf U2 exp| ——— |dU. =r*E\U? ) =" -1=4* 119
J;o i \/ﬂ p|: 2:| i ( 1) ( )

Statistické charakteristiky nenormovaného procesu. Nihodny proces P,

(stacionarni, ergodicky, Markovsky a normaélni) je charakterizovan svou stiedni hodnotou Pa svym
rozptylem c7,, nebo smérodatnou odchylkou o . Pro kovarianci plati z (85) za uziti (119) vztah

cov(P, P, )=cpcov(U,,U,, ) =o3r" (120)
Pro korela¢ni koeficient z (86) a (119) plyne

p(P,P..)=pU, U, )=r" (121)
Konec¢né pripomenme, ze predchozi vyrazy plati pro vSechna i, takze korela¢ni funkce je

cov, (k) =cov(P, P )=o) r" (120a)

a normovana korela¢ni funkce je
pp(k)=p(R.P.,)=r (121a)

Korela¢ni i normovana korela¢ni funkce jsou tedy exponencialné klesajici.
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Simulace. Princip simulace, popsany v minulé kapitole, je pro normalni ndhodny proces
P snazsi v tom, Ze postaci pouze jediny generator normované¢ho normalniho (Gaussova) rozlozeni.
Podminénou hustotu pravdépodobnosti ¢ z rovnice (108) je totiz mozné upravit. Zavedme pomocné

nahodné proménné

U  —-rU.
V., =—2—o=tkde V1-7°,7U, ... parametry (122)
1 NI
Uy =N1=1V,, +17, (122a)
d'Ui+1 _ 1_}/,2 (122]3)
dv.

i+1

Hustota pravdépodobnosti rozlozeni kazdé této pomocné ndhodné proménné V., je uZitim (108)

du. 2 2
f(Vm) = (P(Um |Ui) -

1 Vi+1 \/—2 1 { V[H}
= expy — I-r" = expy ———
Vi V2m1-p? { 2 } V2r 2 (123)

To vsak je hustota pravdépodobnosti normované normalni veli¢iny. Ndhodnou hodnotu veli¢iny

U,,, tedy ur¢ime z rovnice (122a), do které¢ jsme dosadili V,,, vygenerované z normovaného
normalniho rozlozeni.
Piedpokladejme, 7e zndme hodnoty P, ,,r normalniho rozloZeni pevnosti P. Generovani
hodnot P, pak mize probihat podle nasledujiciho schématu:
1) Uzitim (81) pro i = 1 nalezneme
Pl = GPUl +P (1)
pficemz hodnotu U, vygenerujeme podle (107) generatorem hodnot normovaného normalniho
rozlozeni.
2) Uzitim (81) pro i = 1,2 auzitim (122a) pro i = 1 postupné najdeme

_ _ P—-P _
P, =GPU2+P:GP(\/1—r2 V2+rU1)+P=GP[ 1-r2V, +r-! )+P=
cYP

=c,V1-r*V,+rB—rP+ P =
=6, N1-rV,+r(P -P)+P (i1)
pfi¢emz hodnotu P, zndme z pfedchoziho bodu a hodnotu V, vygenerujeme podle (123)
generatorem hodnot normovaného norméalniho rozlozeni.
3) Uzitim (81) pro i = 2,3 a uzitim (122a) pro i = 2 analogicky najdeme
P=c,N1-r*V,+r(P,-P)+P (iif)
pfi¢emz hodnotu P, zndme z predchoziho bodu a hodnotu V; vygenerujeme podle (123)

generatorem hodnot normovaného normalniho rozlozeni.

M
k) Uzitim (81) pro i = k —1,k a uzitim (122a) pro i = k — 1 najdeme
P =0, l—erk+r(Pk_l—13)+]_3 (iv)

pfi¢emz hodnotu P, | zname z ptfedchoziho bodu a hodnotu ¥, vygenerujeme podle (123)

generatorem hodnot normovaného normalniho rozlozeni.
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Soucet nékolika nezavislych normalnich Markovskych procesii.
Uvazujme soucet M nezavislych nahodnych procest dle rovnice (94). Necht kazdy z téchto procesi

mp, ('")GP, "), Pro stiedni hodnotu, rozptyl a

m=1,2,---,M je normalni s parametry
smérodatnou odchylku uzijeme piimo rovnice (95) az (97). Pro kovarianci, resp. korela¢ni funkci
plati vztah (98), ktery spolecné s rovnici (120a) Vede na koneén}'/ tvar

cov,(k)=cov(P,P,,) Zcov( p,"p. Z[ ] (124)

m=1

Podobné pro korela¢ni koeficient, resp. normovanou korela¢ni funkci plati vztah (99), ktery
spole¢né s rovnici (121a) vede na kone¢ny tvar

pr(B)=p(2. 2. ) = L33 ol 8, . )]« L 3 [ e ] (125)

P m=1 P m=1

1.6 Vztah pevnosti a upinaci délky pri zavislych pevnostech.

V kapitole 1.1 jsme v ndvaznosti na obr. 1 vyjadfili princip nejslabSiho ¢lanku: Nema-li se
ptetrhnout cely usek vldkna s upinaci délkou /, nesmi se pretrhnout zadny z jeho usekt délky /.
Necht’ upinaci délku / tvoti k + 1 Gseki délky /; s pofadovymi ¢isly i,i+1,i+2, ---,i+k.

=1 (k+1) k:li_l (126)

0
(Mezi vzdalenosti koncovych tsekl x a upinaci délkou / tedy ze (102) a (126) plati / = x+/,.) Proti

kap. 1.1 azZ 1.3 nyni uvaZujeme, Ze Useky délky /, maji navzdjem zavislé pevnosti, které¢ spliuji

pfedpoklady nahodného procesu stacionarniho, ergodického a Markovského.

RozloZeni pevnosti pri obecné upinaci délce. Hustota pravdépodobnosti
rozlozeni pevnosti P,P,,,---,P,, na Gsecich s pofadovymi &isly 7,i+1,i+2, ---,i+k je popsana

rovnici (60). Pravdépodobnost [I—G(P*,k)], ze pevnost kazdého useku bude vétsi, nez néjaka

zvolena hodnota P* je pak dana vyrazem

1-G(P" k)= j j j S (PP Py, P )APAP,, - dP,, = (127a)
P=P" P,=P" P, =P
J‘ .[ J. |: f[(p( H—/( i+j— 1):|deR+1 dR+kk_1 2
B=P" P,=P"  PB,=P" Jj=1

To je vsak pravdépodobnost, ze se tisek délky / nepietrhne.
Pravdépodobnost G(P*,k), 7e usek délky [ se naopak silou P* p¥etrhne je dopliikem vyrazu

(127a) do hodnoty 1. Tato pravdépodobnost je distribuéni funkei pevnosti Gsekil s upinaci délkou
=1 (k +1) a plati pro ni

o0

k
P k =1- j -[ J. |: H(p( l+/( i+j- 1)}dPidPi+1"'dPi+kk=l,2, (127)

P=P" P, =P =P
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V distribuéni funkci G(P*,k) je P’ nahodna proménna a k je parametr, vztazeny rovnici (126) k

upinaci délce /, nebo rovnici (102) ke vzdalenosti koncovych usekt x.
Hustota pravdépodobnosti pevnosti P* pii upinaci délce / je derivaci pifedchoziho vztahu
podle proménné P°.
oG(P",k)
P k)=——-+~=
g( ) ap*

{I f j {f(g)ﬁ@(gﬁ(ﬁﬂ_l)}de}?H dpw}k L. (128)

P=P" P,=P" J=1

Poznamenejme, Ze pokud upinaci délka /=1, je dle (126) k=0, pevnost P* =P a hustota

pravdépodobnosti je popsana piimo funkci
g(P.0)=1(R) (128a)
Jestlize pevnosti usekt délky /, spliuji nejen predpoklady stacionarniho, ergodického a
Markovského ale take normalnlho (Gaussovského) nahodného procesu, mizeme vyjadfit hustotu
pravdépodobnosti g P’ k dosazenim (103) a (104) do (128) ve tvaru

o7, (n-P)
exp| —— |-
PPP P P P \/%GP b 20,
2
[ Per(B,-P)]) -

k
H\/ﬁc}, 2csp 1 r) ik

(r-P)

Fl[ J_J Lo L)

— — 2
; (B, - [P r(R.,.-P)))
-Hexp - dRdp,,---dB,, k=12,
= ( ) (129)
Jednodussi tvar ma hustota pravdépodobnosti linearné transformované veliciny
. P _P * o
U = (P =c,u"+P) (130)
cYP

(Povsimnéme si, e tato veli¢ina neni normovana. Stiedni hodnota P a smérodatna odchylka o, se
totiz tykaji pevnosti na usecich délky /,, zatimco P je pevnost pti upinaci délce /.)
Pro urceni hustoty pravdépodobnosti nejprve oznac¢me v rovnici (129) vyraz ve slozenych

zavorkach symbolem /.

SRR [( >]Hexp (o [Pertn P

2(5,, (l—rz) - o

P, =P"

(131)
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Ve shod¢ s (81) zaved'me normované proménné

B+j _]_)
Ui+j_— B+j:GPUl+j+P
Gp
P,
U d

(132)

i+j
0

je-li j, # j,, pak ———

H—]l

l+_]2

:

Vztahy (132) pouzijeme jako substituce ve vicenasobném integralu (131). PfisluSny Jakobian je
oP oP.

oF,
ou, ouU,, ou.,,
g, O 0
634—1 aBH aBH
0 o, 0 e+l
J=| ou, 0dU, Wik = . . .| =0 (133)
' ' ' 0 0 G,
aIDHk aPHk aPHk
an aUHl aUHk
a funkeci (131) lze vyjadfit uzitim (130), (132) a (133) tvarem
—\2 2
o o o P—P k P .—-|\P+r\P, ,—P
I = J. I I exp ——( d > ) ~H6Xp —( d I: 3 ( ./21 ):|) deP;+1 sz+k
BP B=P B 20, ) 207 (1-17)
® 2 < U? k ( oU,  +ro,U, ')2
= J- j “ee .[ exp —— .Hexp — J > J .(J(.dUidUH—l'”dUH-k =
Up=U° Uy =U" U, =U" 2 )54 20P (1 -r )
=o' T T T {exp(—U—’?]-ﬁexp —(Ul” +FUW) dudu,,,---dU, (134)
- ¥P i+l i+k
U=U" U, =U" U, =U" 2 Jj=1 2 (1 - )
Derivaci funkce I podle P*, obsaZenou ve vztahu (129), nyni vyjadiime tvarem
ol ol dU" (135)
oP" oU® dP*
a hustotu pravdépodobnosti g(P* , k) muzeme zapsat nasledujicim zplisobem
k k
g(P* k)—— 1 1 o _ 1 1 ol dU"
’ V2no,(V2no,N1-r2 ) OF V2no, (V2no,N1-r? ) OU™ dP”

(136)
Hustotu pravdépodobnosti rozlozeni transformované hodnoty U™ pfi daném parametru k
ozna¢ime symbolem g(U Lk

Dle pravidel teorie pravdépodobnosti plati mezi hustotami
pravdépodobnosti proménnych U* a P* vztah

gl P k) =

o)

(137)
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Z ekvivalence pravych stran poslednich dvou rovnic nalezneme
k

g(U* k)dU* _ 1 1 ol dU”
) V2n o, |\ \2n G ,V1-7? oU” dpP*
k
. 1 1 ol
'\/275 Cp \/27[ Cp 1—]"2 oU (1383)
a uzitim (134) vznikne vysledny vyraz pro hustotu pravdépodobnosti proménné U".
k

. 1 1 ol

g(U ,k) =— =

\/%Gp \/%GP\/I—VZ ouU”

__ 1 1 ‘ k+1 '[ J. J- |:exp(_U_[2j.
\/ﬂGP \/%GPVI—VZ U=U" Upy=U" Upy=U" 2

2
' ﬁ exXp| — (UI;j(:— ri]zi;j ) dUidUi+l e dUi+k =
ey —

i) L L)

2
HeXp - (U (I__r(r]lij) dUdU,,,---dU,,

(138)

Tato hustota pravdépodobnosti nezavisi ani na P, ani na o ,, ale (krom¢ parametru k) jenom na r.

Simulaéni vypoéty. Jak je zfejme’ jsou funkce (128) & (129) i (138) pomérné slozité.

vvvvv

Tyto informace je naopak snadné ziskat s vyuzitim simula¢nich postupu.

Uvazujme, Ze experimentdlné zjiStované pevnosti P na né&jaké (kratké) upinaci délce /;
potvrzuji ptedpoklad staciondrniho ergodického a Markovského ndahodného procesu, nebo souctu
nekolika nezavislych procesii tohoto typu. Uvazujme, ze vyhodnocenim experimentalnich dat byla
pro kazdy nahodny proces stanovena hustota pravdépodobnosti f a podminénd hustota
pravdépodobnosti @. Pak je moZné pevnosti P generovat na pocitaci postupem dle kap. 1.4, nebo v
pripad¢ Gaussova normalniho procesu postupem dle kap. 1.5.

Kazdych k+1 po sobé vygenerovanych hodnot { P, ---P }E {Bﬂ}j: vyjadiuje pevnosti

0270+l i+k
na jednotlivych po sobé jdoucich usecich /,, které¢ dohromady tvoti dle (126) délku /. Pevnost P’
i+

B =min{p,, }" (139)

l+]

useku délky / je pak charakterizovana nejmensi hodnotou ze vSech hodnot {P. }]:0
J=
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Pocitatem lze v kratkém Case vygenerovat dostate¢né mnozstvi pevnosti P° a z tohoto
souboru stanovit pro dané & jak hustotu pravdépodobnosti g(P*,k), tak 1 statistické charakteristiky

tohoto rozlozeni. Ze stejnych vygenerovanych hodnot Ize hodnoceni opakovat pro riizna
ke{0,1,2,---} a urgit tak g(P*,lj v potiebném rozsahu k, tj. pro potiebné upinaci délky
[=1,,21,,L . (Je-li tfeba urcit rozloZeni a statistické charakteristiky na upinaci délce, kterd neni

celistvym nasobkem délky /;, je vhodné uzit interpolace.)

Priklad. Byla studovdna pevnost bavInéné pfize mykané (29,5tex, zakrut 710m™).
Zakladni upinaci délka byla zvolena /, = 50mm. (Zadné vlakno nemohlo byt drzeno sou¢asné v obou
Celistech dynamometru.) V ndhodné vybraném misté ptfize byly vyznaceny za sebou 50 mm useky
¢. 1,2, ---,60. Pevnosti byly zjistovany na 30 tsecich €. 1,3, 5, ---,59. Cast prize pted tsekem €. 1 a
useky €. 2,4, ---,60 slouzily pro upnuti v Celistech dynamometru (z kazdé¢ strany trhané¢ho useku
25mm). Méfeni bylo opakovano na 30 mistech pfize, ndhodné vybranych ze 6 potaci. Celkem tedy
bylo provedeno 30-30=900 trha. (Nekorektni trhy - pietrhy v celistech aj. - byly z hodnoceni

vylou€eny.) Zakladni statistické charakteristiky naméfeného souboru pevnosti jsou uvedeny v

tabulce.
velicina oznaceni hodnota . . o
upinaci délka | o [mm] 50 ROZLOZENI  [f ()
of. platnjch trhia| - 871 NORMOVA- —--.normovanc
poc. platny PN NYCH ) nor{n{llni,
fedni . rozlozeni
sttedni pevnost 4,5179 PEVNOSTI] .
smér. odchylka | ©p [N] 0,5670 —...eXperim.
variaéni koef. Vp [_] 0,1255 N histogram
(12,55 %)
koef. sikmosti | @[] 0.0162
koef. $picatosti € [_] 0,3050 A - - ag + 4 1

Naméfen¢ hodnoty P byly normovany br. 10 i
vztahem U, = (R - f_))/GP dle (81). Nalezena ook

hustota pravdépodobnosti f (Ul.) je vyjadfena histogramem v obr. 10. Ve stejném grafu je vynesena

téz hustota pravdépodobnosti normovaného normdlniho rozlozeni dle (107). Jak je ziejmé z
porovnani grafli i z hodnot koeficientt Sikmosti a Spicatosti (které se pfiliS nelisi od nuly) Ize zjisténé
rozlozeni povazovat pfiblizné za normalni.

Z namétfenych hodnot byly béznym zpusobem vypocteny kovariance a poté korelacni
koeficienty p(Ul.,Ul.+2 ), p(Ul.,UM), p(Ul.,UHb), .-+, (Ptipomenime, Ze k disposici byly jen hodnoty

U,U,,Us, ---.) Podle (86) jsou vSak korela¢ni koeficienty mezi normovanymi veli¢inami stejné jako
):p(P P )’ p(U,-;U,-+4):p(B,Pi+4), atd. HOdl’lOty

P27 0i+2

mezi puvodnimi veli¢inami, takZe p(Ul.,Ul.+2

korelacnich koeficienti Ize vztadhnout také ke vzdalenosti x usekt; dle (102) jsou useky s poradovymi
Cisly i,i+2 vzdaleny 2-/[,=2-50=100mm, tseky s pofadovymi ¢isly i,i+4 jsou vzdaleny

4-1,=4-50=200mm atd. Ve shod¢ se zavérem kap. 1.4 znacime korela¢ni koeficienty vztazené ke
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)=p(P,P,,)=p,(100mm) atd. Hodnoty

27042

vzdalenosti Usekii symbolem pP(x); tedy p(Ul.,U.

i+2

korela¢nich koeficientt jsou ilustrovany na obr. 11. (Pfimo z (68) plyne p P(O mm) =1.)

Vyhodnocené koeficienty korelace

@) NORMOVANA KORELACNI charakterizuji normovanou korela¢ni funkci. Jeji
X

e FUNKCE prabéh uspokojiveé vyjadiuje regresni vztah ve tvaru

souctu dvou exponencialnich funkci.
o ... EXperiment Py (x):0’517183‘0’°”9‘3x +
— ... regresni funkce +0. 488D o 000055713 (i)

x...vzdalenost v mm

0.11 Vzhledem k rozdilu k£ indexti plati podobné
o3 560 Tooo 1500 2000 pp(k) = p(Ul"Ul'+k ) =
X [II]III] O, 5 17 1 8 670,595651{ +
Obr- 1 1 +0, 48282 e—0,0278565k (11)

kde k = x[mm] / 50

Pribéh funkce (i) je rovnéz ukdzéan na obr. 11.

Protoze cely ndhodny proces je normdalni a jeho normované korelac¢ni funkce je ve shodé se
(125) rovna souctu exponencidlnich funkci, predpokladame, ze ndhodny proces P je souctem dvou
nezavislych stacionarnich, ergodickych a Markovskych procesi (I)R a (Z)Pi. Pak je M =2 a plati jak
obecnéjsi rovnice (94) az (99), tak i rovnice (124) a (125). V daném piipadé z rovnice (125) pii

nasledném pouziti (i) plyne

) (2) 2
pp(k) _ czp (1)rk n C;P (Z)I,k —0,51718 5555 4 (), 48282 ¢ 00278565k (111)
P Op

Porovnanim odpovidajicich si vyrazl pfi pouZiti zjist€éné hodnoty 6, = 0,5670 N nalezneme pro dil¢i
procesy (1) a (2) hodnoty smérodatnych odchylek a korelacnich koeficienti mezi sousednimi tseky
(1)

2 ;
(;P =0,51718 (1)GP =40,51718c, =+/0,51718-0,5670 = 0,40776 N (iv)
P
() 2
GC;P =0,48282 (Z)GP =40,48282 ¢, =+/0,48282-0,5670 = 0,39398 N v)
P
(l)rk _ 059565k (l)r _ o 039565 _ 0,55120 (vi)
(2)rk _ o 00278565k (2),, _ o 00278565 _ 0,97253 (vii)

Pro vypocetni simulaci hodnot (I)Pl. a (Z)Pi chybi znalost stfednich hodnot téchto ndhodnych
procesi. Proto se pracovalo s centrovanymi nahodnymi procesy (I)Pi" a (Z)EO , definovanymi dle (75)

vztahy

(I)BO:(I)B _ (I)P (Z)EOZ(Z)Pi _ (Z)P (viii)

Ze simulacnich vztahil (v zavéru piedchozi kapitoly) plyne postup generovani centrovanych velicin
Wpoa @po. v tomto prikladé plati s vyuzitim (iv) a# (vii) nésledujici simulagni vztahy.
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(I)Pl" — (I)GPU

Op =g im 02 4 0, 0p
=0,40776+/1-0,55120° U +
+0,55120 P =
=0,34022U +0,55120 P

VP =0,34022U +0,55120 VP;

(2)]310 — (2)GPU

Op = O i- 02y 4 @,.0p

=0,39398/1-0,97253* U +
+0,97253 PP =
=0,09171U +0,97253 PP

BIpr =0,09171U +0,97253 PP |

(ix)

kde kazdé U oznafuje nezavisle vygenerovanou hodnotu normovaného normalniho rozloZeni.
Hodnota P, je pak dle (94), (95), (viii) a pfi uziti zjisténé pevnosti P = 4,5179N
E:(I)EJr(z)E:(l)Eo n (1)P+(2)Eo n (Z)P:(l)Ro+(2)Ro L P=
=Uper PP 14,5179 [N] (x)

Simulace tedy vyzadovala generovat (I)Pi" a (Z)Pl.o postupem dle (ix) a vycislovat P, dle (x).

Byly simulovéany pevnosti v 10000 ¢astech ptize. Kazda ¢ast byla interpretovana jako délka

. v 5000mm, sestavajici ze 100 usekt délky
NORMOVANA KORELACNI

FUNKCE

J pex)

[, =50mm. Celkem tedy bylo generova-no
10000-100 = 10° pevnosti S0mm tusekd. Pro

kontrolu byla z vygenerovanych hodnot,

stejné jako diive z hodnot experimentélnich,

simulovana

stanovena normovana korelaéni funkce.

Témet  identicky  pribéh  normované

korela¢ni funkce zadané vztahem (i) a funkce
obr. 12,

IEIDD ZE.EID 3dﬂﬂ qdﬂﬂ ﬁﬂlﬂﬂ , , v ,
vygenerované, zna-zornény na
doklada spravnost pouzitého postupu.

obr. 12 Z vygenerovanych pevnosti P, na

vychozi upinaci délce 50mm se dale vyhodnocovaly pevnosti P* na upinacich délkach, danych

1

celym nasobkem 50mm. Podle (126) pfislusel ke kazdé wupinaci délce parametr
k=(1/1,)-1= (l[mm] / 50) —1. Pouzité piifazeni ukazuje tabulka
upinaci délka /[mm]| 59 100 150 5000
parametr k 0 1 2 e 99

Pevnosti P ptislusejici k upinaci délce / se vypocitavaly podle vztahu (139). Napt. pro upinaci délku

150mm se pevnosti uréovaly z rovnice P’ = min{Pl.+ ]}Fi = min{B, E+1,I’i+2}, t.j. jako minimum ze
it
vSech vygenerovanych trojic po sobé jdoucich hodnot P.
Vygenerované hodnoty pevnosti byly téZ pfepocteny na transformované hodnoty dle (130). S
uzitim konkrétnich hodnot zakladnich charakteristik tedy plati

U =(B-P)/s, =(Ey, —4,5179)/0,5670 (xi)

102



[ =50mm

(£=0)

gUk)

{ =500mm

(*=9) gUk)

L ' | ' ' 0
-4.5 -4 -3.5 -3 -2.% -2 -1.5 -1 -0.% O 0.5 1.5 2.5

U
b)
{=5000mm §
(k=99) gUk)
c)
obr. 13

Z mnoziny simulovanych hodnot U; nahodné
proménné U” bylo mozné vyhodnotit histogramy
hustoty  pravdépodobnosti g(U 5 k) ,  kde
k:(l[mm] /50)—1. Tii ptiklady jsou uvedeny na

obr. 13a) az ¢).
Obr. 13a)
dobnosti pfi upinaci délce S0mm (k& =0). V tomto

zobrazuje hustotu pravdépo-

pfipadé se jedna pifimo o normované hodnoty
métenych pevnosti, které - z definice uzitého
modelu i na obr. 11 - tvofi normované normalni
rozlozeni.

Obr. 13b)
movanych pevnosti pii upinaci délce 500 mm

ukazuje rozlozeni transfor-
(k=9). I z bézného pohledu je zfejmé, ze stredni
hodnota se zmensila a také smérodatna odchylka je
mensi (histogram je vyssi a uzsi).

Na obr. 13¢c) je
transformovanych pevnosti pii upinaci délce
5000mm (k =99). Také zde pokracoval déle trend

ve snizovani

histogram rozlozeni

sttedni hodnoty a sniZovani
odchylky. Je

postiehnout ur¢itou asymetrii rozlozeni. (Vlevo je

smérodatné rovnéz mozné
ponékud "protahlejsi".)
Méné¢ "hladky"

obr. 13¢) je dan jiz relativné malym poctem

pribéh histogramu na

simulovanych usekd. Pocet simulovanych trhi totiz
zavisi na upinaci délce ¢i parametru £ a je vyjadien
vyrazem
[pocvet simul} . [[pocvet dsekﬁ] ~ k}
casti prize l, v1casti
a v tomto priklad¢ tedy vyrazem (uzito (126))

0

10000[100— k| = 10000[100— [li - 1}} =

[mm]

= 10000[101——} =1,01-10° —2001[ 1
50 mm

Odtud pro délku 50 mm je simulovany pocet trhti 10°, pro délku 500 mm je simulovany podet trhi

9,1-10° a pro upinaci délku 5000mm je simulovany po&et trhi jen 10°.
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Z vygenerovanych souborli pevnosti na jednotlivych trznych délkach bylo mozné vyjadrit

sttedni hodnotu a smérodatnou odchylku. Vysledky pro nékteré délky jsou uvedeny v tabulce

(sloupce oznacené "simulace").

stiedni hodnota smérodatna odchylka

upinaci délka U - P —P _ P -4,5179 - _ %y _%ri

G, 0,5670 Y o, 0,5670

! [mm] simulace aproximace simulace aproximace

50 0,00 0 1,00 1
100 -0,27 -0,32 0,96 0,95
150 -0,45 -0,50 0,93 0,92
200 -0,58 -0,63 0,91 0,90
250 -0,68 -0,72 0,89 0,89
300 -0,76 -0,80 0,88 0,87
400 -0,90 -0,92 0,86 0,85
500 -1,00 -1,01 0,84 0,83
600 -1,08 -1,08 0,82 0,82
800 -1,21 -1,19 0,80 0,80
1000 -1,31 -1,28 0,78 0,79
2000 -1,63 -1,53 0,72 0,74
3000 -1,82 -1,68 0,68 0,72
4000 -1,96 -1,77 0,66 0,70
5000 -2,07 -1,85 0,63 0,69

Graficky jsou zmény vysledky simulace znazornény na grafech v obr. 14.

POKLES SMERODATNE
ODCHYLKY

14 GP*
PP UBYTEK PEVNOSTI G,
Gr o.81
/ - 0.6
/
7 o.a]
14 //
/ [mm]
a)
obr. 14
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Na délce 50mm byla nalezena stfedni pevnost 4,5179N, tj. napéti 4,5179/29,5=
=0,15315Ntex"’ a smérodatna odchylka 0,5670N, t.. 0,5670/29,5=0,01922Ntex'1 (variaéni

koeficient pevnosti 12,55%).

Na upinaci délce 500mm byla podle (130) predikovdna pevnost F:GPU "+P a po
dosazeni nalezenych hodnot se vypocetlo P* :0,5670-(—1,00)+4,5179:3,9509N; odpovidajici

napéti je 3,9509/29,5=0,13393Ntex'. Soucasné byla predikoviana smérodatnd odchylka
G, =0,0, a po dosazeni nalezenych hodnot &, =0,84-0,5670=0,47628 N, nebo v hodnotach

p
napéti 0,47628/29,5= =0,016145N tex™ (variaéni koeficient pevnosti 12,05%)

Analogicky na délce 5000mm byla stejnym postupem predikovéna pevnost 3,34421N, t.j.
0,11336Ntex"' a smérodatna odchylka 0,35721IN, tj. 0,012109Ntex" (var. koeficient pevnosti
10,68%).

Uvedenym postupem bylo tedy mozno predikovat statistické charakteristiky dané ptize na

ruznych upinacich délkach. Byly téz zkonstruovany empirické vztahy, které aproximuji vysledky
simulaénich vypoctl. Je zajimavé, ze pro hrubou orientaci bylo mozné uzit typ funkci (31) a (32)
resp. (34) a (35), tj. Peirceovu aproximacéni formuli, ovS§em s jinymi parametry. Ve sledovaném

priklade¢ se ukazaly jako nejvhodnéjsi vyrazy

1 1
o =0 L _E o — E — L _E ..
P* P Z() u* o, 10 (Xll)

1 1

_ 125 *_Pp 125

P"=P+6c, (lij -1 U*ZP P=6(Lj -1 (xiii)
0 Gp L

Hodnoty vypoctené podle této aproximace jsou rovnéz uvedeny v piedchozi tabulce (oznaceni

"aproximace"). Stanovend aproximace je v daném piiklad¢ pfijatelna pro hruby odhad asi do délky
2000 mm.

105



2. STO(;HASTI(,JKE MODELQVANi TAZNOST,I VLA}K}«;N
A DELKOVYCH TEXTILII PRI RUZNE UPINACI DELCE

2.1 Tahova pracovni krivka a jeji inverzni funkce

Sila a deformace. Uvazujme, Ze na tisek vldkna, nebo jiné délkové textilie, piisobi
tahova sila S, kterd zptisobuje pomérné prodlouZeni ¢. V okamziku pifetrhu doséhne sila S praveé
hodnoty pevnosti P (t.j. S = P) a pomérné prodlouzeni € je praveé taznosti a (t.j. € = a). Mezi silou S

a pomérnym prodlouzenim ¢ existuje funkéni zavislost

S = 0(8) € e<0, a> (140)
nazyvand tahova pracovni kfivka. Je schematicky zndzornéna na obr. 15. Evidentné plati
0=0/(0)...prochazi potatkem P =o(a)...prochazi bodem (a,P) (140a)
Tahové pracovni kiivky textilnich utvart
P bod destrukce (ptetrhu) L P ) Y ) ]
L 77777777777 splnuji obvykle predpoklad, Ze jsou hladké,

S monotonné rostouci. Pak ke kazdé funkci G(s)

existuje inverzni funkce
\S:G(S) | SIT(S) SE<0, P> (141)
| Plati tedy t[o(e)]=¢ a dle (140a) t¢2
a\*‘ 0=1(0)...prochazi po¢atkem } (141a)
g a =1(P)...prochazi bodem (P,a)

obr. 15

Tahové pracovni krivky definované pevnosti a taznosti. Pribehy
tahovych pracovnich kfivek zkoumanych usekl (stejné upinaci délky) jsou obecné rozmanité.
Mnohdy vsak uspokojivé spliuji nasledujici predpoklad: UseKy, které maji stejnou pevnost P a
taznost ¢ maji také stejnou tahovou pracovni funkci 0(8) (a inverzni tahovou pracovni funkeci
r(a)). Jinak feCeno, specificky prubéh tahové pracovni kiivky kazdého useku je uréen hodnotou jeho

pevnosti a taznosti. Tahové pracovni kiivky vSech usekii Ize pak vyjadfit spole¢nou funkei

o] W 4 o 4
0(8, P,a) proménné € a parametru P a a. Lze psat

S =o(2) = &(z, P.a) (142)
a ze (140a) specidlné

0=0(0)=35(0,P,a) P=c(a)=36(a,P,a) (142a)
Inverzni tahovou pracovni k¥ivku lze pak zapsat funkci (S, P,a) proménné S a parametri P a a

&= 1(S)= s, P.a) (143)
a ze (141a) specidlné

0=1(0)=1%(0,P,a) P=1(P)=%(P,P,a) (143a)
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"Vzorova" tahova pracovni Krivka. Podle (142) maji riizné pevné a tazné
useky obecné rtiznou tahovou pracovni kiivku, resp. dle (143) riznou inverzni tahovou pracovni
kiivku; maji totiz jiné hodnoty P a a. (Ze souboru pevnosti a taznosti tsekli urCujeme m.j. stredni
pevnost P a stiedni taznost @.) Tahové pracovni kiivky vSech usekil viak Gasto byvaji navzajem
jakymsi zptisobem podobné, t.j. jsou néjakym zvétSenym ¢i zmenSenym obrazem vhodné, pro
viechny Gseky spoleéné "vzorové" tahové pracovni kiivky G(g). Zavadime ji jako monotonnd
rostouci funkei, prochdzejici pocatkem a bodem stiedni pevnosti a sttedni taznosti.

S=5(e) ee(0,a,, (ap, - -maximalni hodnota
0=5(0)...prochazi potatkem P =5(a)...prochazi bodem (E, P ) (144)
K této funkci existuje inverzni funkce - "vzorova'" inverzni tahova pracovni krivka.
e=7(S) Se(0,P,, (P, ... maximalni hodnota (145)
0=7(0)...prochazi potatkem a = ?(13). ..prochazi bodem (F, E)
(Piirozené plati T (e)] =€ a také 5[T(5)]=5)
Podobnost tahové pracovni kiivky jednotlivych usekl se "vzorovou" tahovou kiivkou, nebo
podobnost inverzni tahové pracovni kiivky se "vzorovou" inverzni tahovou pracovni kiivkou je

mozné definovat rizné. Zavedeme dvé definice, které budeme nazyvat teorémy podobnosti.

Teorém napét’ové podobnosti definujeme nasledujicim  predpokladem:

individualni tahovou pracovni kFivku kazdého useku lze vyjadrit vztahem

S=o(e)=kole) € e<0,a> (146)
Pro kazdy tsek lze stanovit hodnotu jeho individualniho parametru £ ze vztahti (140a) a (146).
P=ola)=ksla)  k=—L (147)

o(a)

Uzitim (147) ve (146) nalezneme vyjadieni pro tahovou pracovni kiivku ve tvaru

s:%a(s) e <(0,a) (148)

Pov§imnéme si, Ze na pravé strané jsou vedle proménné € jiz jen parametry P a a. Funkce (148) je
specialnim pfipadem funkce (142), kde (g, P,a) = Po(e) / o(a) a teorém napétové podobnosti je

specialnim ptipadem tahovych pracovnich ktivek definovanych pevnosti a taznosti.
Pro uplnost uved’me, Ze vztah (148) lze zapsat tvarem (&) = (E(a) / P)S a invertaci této

funkce - s ptihlédnutim ke (145) - nalezneme inverzni funkci k tahové pracovni krivce.

%[6(8)]=%[6(a)5} e :E[EE:)S} § (0, P) -

P

Teorém deformacni podobnosti definujeme alternativnim predpokladem:

individualni inverzni tahovou pracovni kfivku kazdého useku lze vyjadrit vztahem
e=1(8)=c7(S) S €(0, P) (150)
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Pro kazdy tsek lze stanovit hodnotu jeho individualniho parametru c ze vztahti (141a) a (150).

a=1(P)=ct(P) c:% (151)
Uzitim (151) ve (150) nalezneme vyjadieni pro inverzni tahovou pracovni kfivku ve tvaru
a
=——1(S Se(0,P (152)
o= (1) (0. P)

Opét si povSimnéme, Ze na pravé stran¢ jsou vedle proménné § jiz jen parametry P a a. Funkce (152)
je specialnim piipadem funkce (143), kde (S, P,a)=a7(S) / 7(P), a proto teorém deforma&ni

podobnosti je rovnéz specidlnim piipadem tahovych pracovnich kfivek definovanych pevnosti a

taznosti.
Pro uplnost uved'me, Ze vztah (152) Ize vyjadtit ve tvaru 7(S) = (?(P) / a)s a invertaci této

funkce - s prihlédnutim ke (144) - nalezneme tahovou pracovni kiivku.

6[%(S)]:EF(P)S} SZEF(P)S} e <(0,a) (153)

a a

Vztahy (148), (149) jsou obecné odlisné od vyrazti (153) a (152), nebot teorém
deformacni podobnosti je jinym typem podobnosti, nez je teorém napét'ové podobnosti. Oba teorémy
jsou splnény soucasné jenom ve dvou specidlnich piipadech: /) jsou-li tahové pracovni kiivky vSech

usekt linearni, nebo 2) Jsou-li tahové pracovni kiivky vSech tsekii shodného tvaru.

Linearni tahové pracovni krivKky. Ve zviastnim piipadé je tahova pracovni

krivka a inverzni tahova pracovni kiivka kazdého useku linearni. Potom maji nutn¢ tvary

s=2e  cel0,a) (154)

a
s=%s s (0, P) (155)

"Vzorova' tahova pracovni kiivka a "vzorova" inverzni krivka musi pak byt rovnéz linedrni (a

ovsem dle (145) prochazet bodem stiedni pevnosti a taZnosti). Musi tedy platit

G(s)zga (156)
a
%(S)z%S (157)

Vyjadienim € ze (156) a jeho dosazenim do (154) nalezneme
P P[aa(s) Pa (o) Pa (158)

— |=—=ole S=ko(e) kde k==, ¢ e<0,a>
P aP aP

kde k je individudlni parametr tGseku. Vztah (158) odpovida definici (146) teorému napétové

podobnosti. Podobné dosazenim S ze (157) do (155) nalezneme

P(s P P
a “( ( )jzﬂi%(s) e=ci(s) kde c=L sefo,p) (15
Pa Pa

P P

a

kde ¢ = 1/k je individualni parametr useku.
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Vztah (159) odpovida definici (150) teorému deformacni podobnosti.
Souhrnné tedy linearni tahové pracovni krivky spliiuji soucasné teorém napétové

podobnosti a teorém deformacéni podobnosti (s jedinou "vzorovou" funkci dle (156), ¢i (157) ).

Shodné tvary tahovych pracovnich krivek. v jiném zvlastnim piipadé jsou
tvary tahovych pracovnich kiivek vSech Usekil vyjadieny stejnou (jednou spolecnou) tahovou
pracovni kiivkou dle (140) (stejnou funkci o). Také inverzni tahova pracovni kiivka (141) je stejna
(stejna funkce t). Ktivky jednotlivych usekl se pak odliSuji jen koncovymi hodnotami pevnosti P a

taznosti a, svazanymi navic vazbou P = G(a), resp. a = r(P).)

Vyjdeme nejprve ze "vzorové" tahové pracovni krivky popsané vztahem

5 6(0) = Gé;) (5(0) =0...prochazi pocatkem (160)
G(e)=—=o(e) _
o(@) 6(a)= P o(@)=P...prochazi bodem (5,13)

o(a)
(V tomto zvlastnim piipad¢ je o jedina spolecna funkce, a proto i ¢ dle (160) je jedina spolecna

funkce.) Pfimo z ptedchoziho vyrazu nalezneme

S=o(c) = “(If)a(a):ka(s) k= "g) (161)

kde individudlni parametr Giseku k je dokonce spole¢ny pro vSechny Useky. Vztah (161) odpovida dle

(146) teorému napét’ové podobnosti.

Muzeme vyjit také z jiné "vzorové" inverzni tahové pracovni kfivky, dané vztahem

7(0)= (a )r(o) —0...prochézi po&itkem

(162)

a
—_
=

al
~
!
Il

i| St

—)t(}_’) =a...prochazi bodem (13, 67)

(Tato definice je nezavisla na (160), takze funkce (160) a (162) nejsou navzajem inverzni.)

Z ptedchoziho vyrazu nalezneme piimo

<(P) (163)

e=1(5)=c7(S)kde ¢ =——="--indiv. param. useku (nyni spole¢ny)
a

coz je vztah, ktery odpovida definici (150) teorému deformaéni podobnosti.
Shodné tvary tahovych pracovnich krivek useku spliuji teorém napét'ové podobnosti
(se "vzorovou" tahovou pracovni kiivkou (160) ) a soucasné teorém deformac¢ni podobnosti

(se "vzorovou" inverzni tahovou kfivkou (162) ).

2.2 Taznost "dlouhého'" useku.

Pomérné prodlouzeni dlouhého useku. Na obr. 16a) je "dlouhy" usek
(vlakna ¢i jiné délkové textilie) délky / tvofeny n "kratkymi" dseky délky /,. Tahova sila S -
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T S obr. 16b) - zplisobi pomémé prodlouZeni &°
dlouhého tuseku a soufasné pomérnd pro-
=1 lo =1 lo(l+81) dlouZzeni ¢, i=12,---,n, kratkych usekd.

Pfimo z obr. 16b) uZitim / = n/, nalezneme

] i=2| 1,(1+¢,) l(1+8*)=;lo(1+si)

i=2 |1,

[(1+e)  ni,(1+¢")= lozn:(lﬂzi)

i=1

I=n ‘lo n+ns*=zn:(1+si):n+zn:si

i=1 i=1

15 164
i=n| I,(1+¢) e =L (164)
S Princip ekvivalence a tahova
a) b) pracovni krivka dlouhého useku.
obr. 16

V kap.1l byl pro pevnost dlouhého useku uzit
tzv. princip nejslabsiho ¢lanku. Nyni zavedeme obecnéjsi predpoklad, nazvany princip ekvivalence:
Zatizime-li vnéjsi tahovou silou S dlouhy usek / (obr.16), pak kazdy kratky tsek /, se
deformuje, nebo destruuje stejné, jako kdybychom jej vyjmuli a samo-statné zatizili stejné
velkou vnéjsi tahovou silou S. (Princip nejslabSiho clanku je evidentné soucasti takto
formulovaného principu ekvivalence.)

Vyjmeme-li z dlouhého useku na obr. 16a) i-ty - kratky tsek a zkoumame-li samostatné jeho
zavislost mezi pusobici vnéjsi silou S a vzniklym pomérnym prodlouzenim ¢;, nalezneme tahovou
pracovni kiivku S = o,(g,), €, e<0, ai>, inverzni tahovou pracovni kiivku g, = 7,(S), S e<0, B),jeho
pevnost P, a taznost a,.

Pokud plati princip ekvivalence, je mozné vyjadfit pomérna prodlouzeni €, v rovnici (164)
takto nalezenymi vysledky. Pomérné prodlouzZeni dlouhého tseku ¢” pak je

g’ :%anai :%Zn:ri(S) pokud &, €(0,a,) pro viechna i =1,2,--,n (165)
(Je-li g, > q, jleli-t}'/ krétlk;? usek pretrzen, funkce t i(S) a tim i €"nejsou definovany.)

Funkce (165) vzajemné pfifazuje silu S pusobici na dlouhy usek (i na vSechny jej tvofici

kratké useky - obr. 16b) ) a pomérné prodlouzeni € tohoto dlouhého tiseku. Je to inverzni tahova

pracovni kFivka dlouhého useku.

Pevnost a taznost dlouhého useku. s postupné rostouci silou S se zvétSuje
hodnota pomérného prodlouzeni g, = t, (8) kazdého kratkého tseku. Dle (165) potom roste i hodnota
pomérného prodlouZeni € dlouhého tseku. UvaZzovany dé&j skonéi v okamziku, kdyZ se (alespon)
jeden z kratkych tsekl - jejz nazyvame nejslab§im ¢lankem - pietrhne; pevnost nejslabsiho ¢lanku
je pevnosti dlouhého useku (viz kap. 1). Pomérné prodlouZeni nejslabsiho ¢lanku pfi pietrhu je dano

hodnotou jeho taznosti. Sila, kterd ptetrhla nejslabsi ¢lanek vSak zatézovala i ostatni kratké tseky,
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avsak pod uroven jejich pevnosti. Pomérna prodlouzeni ostatnich kratkych usekd budou proto mensi,
nez jsou jejich taznosti.

Na obr. 16 jsou kratké useky oznaceny potadovymi Cisly i =1, 2,---,n postupné tak, jak jsou
za sebou. Je vSak mozné pfifadit jim potfadova Cisla téz libovolnym jinym zplGsobem (napf. "na
preskacku") a odvozené vyrazy, napt. (165), zlstanou platné. Pro piehlednéjsi vyjadfeni proto
muzeme piijmout nasledujici indexovou konvenci: nejslabsSimu ¢lanku je prifazeno por. ¢. 1.
(Oznacovani ostatnich usekli neni blize ureno.) Nejslabsi ¢lanek ma tedy tahovou pracovni kiivku
S = 01(81), inverzni tahovou pracovni kiivku g, = rl(S), pevnost B , taznost a, a plati pro néj ze

(140a) a (141a) P, =c,(a,) a a, =1,(R).
Pevnost P* dlouhého useku je nyni vyjadiena jednoduchym zapisem
P =P (166)
Taznost a* dlouhého tseku je hodnotou pomérného prodlouzeni & pfi zatizeni silou odpovidajici
jeho pevnosti, S = P*. Ze (165) pii uziti (166) a (141a) pak nalezneme

=13 (r) 1w ) e - o s Sam)] 09

Vsimnéme si, ze taznost dlouhého useku nezavisi jen na nejslabsim ¢lanku (jak je tomu u pevnosti),
ale na pribéhu inverznich tahovych pracovnich kiivek vSech kratkych tsekii. Déle si vSimnéme, Ze
pro vSechna i=2,3,---,n plati r,.(Pl) <a, .(Tyto useky nejsou nejslabs§im clankem, takze P, < P,
COZ znamena, Ze €, = T, (P1 )< T, (R) =a,;.) Z vyrazu (167) tedy vyplyva, Ze - s vyjimkou piipadu
stejné pevnosti u vSech kratkych uUseki - taZnost dlouhého useku je vZdy menSi neZ stiedni

hodnota taznosti kratkych seki, které jej tvoii.

Taznost dlouhého useku pri tahovych pracovnich krivkach
definovanych pevnosti a taznosti. Jsou-li tahové pracovni kiivky kratkych usekii
definované jejich pevnostmi a taznostmi, je mozné vyjadfit inverzni tahovou pracovni kiivku

kazdého i-tého kratkého useku, i =2, 3,---, n rovnici (143).
t,(S)=¢,=%S,P,a,) (168)

>TiT

Rovnice (167) ma pak tvar
1 n
v=la o)
n i=2

v ~ v o . v 7 v 4 r o
Ptipomenme, ze funkce T je spolecna pro vSechny kratké seky.

{al+ " %(Pl,Pi,al.)} (169)

i=2

S |~

TazZnost dlouhého useku pri deformac¢ni podobnosti. Plati-li pro kratké

useky teorém deformacni podobnosti, je mozné vyjadfit inverzni tahovou pracovni kiivku kazdého
i-té€ho kratkého useku, i =2, 3,---, n rovnici (152).

1(S)=¢, =—2_%(8S) S (0, P) (170)
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Rovnice (167) ma pak tvar

Uvazujeme-li linearni tahové pracovni krivky, pak "vzorova" inverzni funkce kratkych

useki vyplyva z rovnice (157) a vztah (171) miiZeme upravit takto

1 a =~ a; 1 " q.
a’=—3a,+|=P, —L _t=—<a,+P ) —- (172)
(2 )z( | Hon3al
ip
P
Shodné inverzni tahové pracovni kiivky (t,(S)=1,(S)=L =1,(S)=1(S)) lze vyjadtit
jedinou spole¢nou funkei t(S) a "vzorova" inverzni funkce pro deforma&ni podobnost plyne ze (162).

Vztah (171) pak vyjadiime ve tvaru

a. } (173)

2.3 RozloZeni pevnosti a taznosti pri stochastické nezavislosti
"kratkych'" useku

Rozlozeni na kratkych usecich. Kratké useky, vyjimané z dlouhych usekii, maji
riznou pevnost P a taznost a. Usporadand dvojice (P,a) je nahodnym vektorem, jehoz rozlozeni

popisuje dvourozmérnd hustota pravdépodobnosti u(P,a), kde

Pe(P,.P) (174)

min >~ max

} @. . .definiéni obor hustoty pravdépodobnosti u (P, a)
ae (a a )

min ®> ““max

takze plati
P

J- [aTXu(P,a)da}szl (175)

P. | a

min

Hu(P,a)dea =
Marginalni rozloZeni pevnosti P (t.j. rozloZeni jen pevnosti bez ohledu na taznosti) je

popséano hustotu pravdépodobnosti

£(P)= [u(P,a)da (176)

a

a

min

nebo distribuéni funkei

F(P)= [ r(pP)ap= | [“T‘u@,a)da}dp a7)

P

min |4

min
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Distribu¢ni funkce vyjadfuje pravdépodobnost, Ze pevnost ndhodné vybraného useku bude
mensi, nez P. Pravdépodobnost, Ze tato pevnost bude naopak vétsi nez P je dana vyrazem 1— F (P)

Uzitim vztaht (175), (177) a (176) nalezneme

1-F(P)=1- ff( P)dpP = j[j P,a da]dP j[j Pa)da]dP—
=PI[I (P.a da} Jf (178)

P |a
(Poznédmka: V kap. 1.1 a dalSich je pro f( ) a F(P) uzivano ozna&eni f(P,lO) a F(P,lo).)

Podminéna hustota pravdépodobnosti (p(a|R) popisuje rozlozeni taznosti podmnoziny

min

usekl, jejichz pevnost je pravé P = F. Obecné plati u(P,a)=f(P)(p(a|P), takze uzitim (176)

muzeme psat

P
¢(a(R)= 7 = P,...parametr (179)

Podminénou stiedni hodnotu taznosti uvazované podmnoziny tsekli oznaéme a(P1 ) Plati

“e u(Pa) | e (180)
alP )= laopla|P)da= | a da = aul P ,a)da

Kone¢né hustota pravdépodobnosti ul(P,a) rozloZzeni podmnoziny téch useki, jejichz

pevnost P> P, je z teorie pravdépodobnosti a uzitim (178) dana tvarem

P, P,
u, (P:a): e au( a) = 1u_(F c;) Pe(R,P,,) ...proménna
(R) (181)
I j u(P,a)da |dP B €(Pyy» Py ) ---parametr
Pl Anin

Rozlozeni na lellh}”Ch usecich. Kazdy dlouhy tsek / je tvoten n-tici kratkych
usekll délky /, podobné, jako na obr. 16a). Obecné mohou byt pevnosti a taznosti téchto kratkych
usekll vzédjemné stochasticky zavislé. (V kap. 1.4 az 1.6 jsou studovany disledky zéavislé pevnosti
kratkych usekli na pevnost dlouhého useku.) Nékdy vSak lIze piijmout nasledujici predpoklad
nezavislosti: Pevnosti a taZnosti vSech kratkych useki (tvoficich dlouhé useky) jsou vziajemné
stochasticky nezavislé. (Analogicky piedpoklad, avSak jen pro pevnosti, byl zaveden jiz v kap. 1.1; z
néj vychéazela feseni v kap. 1.2a 1.3.)

V n-tici kratkych tsekt, tvoticich dlouhy usek, je vzdy alespon jeden kratky uisek nejméné
pevny. Podle konvence pfijaté v minulé kapitole pfifazujeme tomuto nejslabsimu ¢lanku potfadové
¢islo 1. (Predpokladame platnost principu ekvivalence - kap.2.1 - a tudiz i principu nejslabSiho
¢lanku.) Podle (166) je pevnost nejslabsiho ¢lanku i pevnosti celého dlouhého tseku (B = P*). Pro
hustotu pravdépodobnosti f,(R) rozloZeni pevnosti P, nejslabsich ¢lanki dlouhych usekt byl v

kap. 1.1 odvozen vztah (7). V nyné&jsi symbolice ma tvar

f(R)=nf(R)1-F(R)]" P e(Py, Py (182)
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Pro hustotu pravdépodobnosti u,(P,a,) rozloZeni pevnosti P, a taZnosti a, nejslabSich
¢lanku dlouhych useki plati z teorie pravdépodobnosti
u(B.a,)=£,(R) ola,|R) (183)
Uzitim (182) a (179) ve vztahu (183) pak nalezneme

w(a,al)={nf(a)[1_F(a)]”1}{%}:%(3,%)[1_1?(3)]“ (184)

Konecné stanovme hustotu pravdépodobnosti rozlozeni pevnosti a taznosti u n-tic kratkych
usekd, jez tvofi dlouhé Useky. Kratkym useklim piisluseji dvojice P,a;, i=1,2,---,n, z toho
nejslabSim c¢lanktim dvojice A,a,. Rozlozeni dvojic F,a, popisuje hustota pravdépodobnosti
ul(P],al), rozlozeni ostatnich dvojic P,a,, i=2,---,n hustoty pravdépodobnosti ul(Pl.,al.). Pti
zavedeném predpokladu nezavislosti je hustota pravdépodobnosti y(FB,P, ---,P,,a,,a,, -, a,)
rozlozeni ndhodnych proménnych AB,P,---,P, a,,a,, -,a,, dina soucinem dil¢ich hustot

pravdépodobnosti. S vyuzitim (184) a (181) nalezneme

\V(PlaPza - b,a,a,, ”"an)zul(])l’al)ul(j)z’az) "'”1(Pnsan)=”1(P1aal)H”1(Pwai)z
i=2

=nu(P.a) [1-F(B)]" ﬁm="u(1’val)li[u(l’wai)wl:[u(l’nal—) (185)

amin ’ amax ) (1 86)
p defini¢ni oblast K
i=2,3:-,n
amin b amax )

2.4 Stiedni hodnota taznosti "dlouhych" usekii p¥i stochasticky
nezavislych "kratkych" usecich

Definice stiedni taznosti dlouhych tsekii. Taznost a* dlouhého tseku zavisi
v obecném pripade dle rovnice (167) nejen na pevnostech a taznostech kratkych usekt, ale i1 na jejich
inverznich tahovych pracovnich kiivkach t,. Pro stanoveni stfedni hodnoty taznosti a* dlouhych
useku je v uvazovaném obecném piipadé nezbytné znat rozloZeni pravdépodobnosti vyskytu
niahodnych funkei t,. Konkrétni feSeni takového problému musi vzdy vychazet z néjakych
pfedbéZnych informaci o stochastickém charakteru ndhodnych funkci t, a v obecnéjSich ptipadech
byvéa obtizné.

Snazsi vyjadieni nalezneme, jsou-li u kratkych tsekt tahové pracovni krivky definované
pevnosti a taznosti ve smyslu rovnic (142) a (143). Taznost dlouhého useku pak je - dle (169) - jen

funkci pevnosti a taznosti jej tvoricich kratkych usekl a stifedni hodnotu taznosti dlouhych tseki
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pii stochasticky nezéavislych kratkych usecich miizeme vyjadfit uzitim hustoty pravdépodobnosti
y(B,P, -, P,a,a,, -, a,) definované rovnici (185). Plati

a =J.. . 'J-a*\u(Pl,Pz, -, P,a,,a,,-,a,)dRdP,---dPda,da, --- da, (187)

kde « je oblast integrace dle (186). Dosazenim vyrazii (169) a (185) do (187) ziskame tvar

E:I...I %{al—’_i%(ﬁa } [HHZJ }deP -dP da,da,---da, =
K i=2
:_[---J.{al +Zn:%(ﬁagsa,‘)} |:Hu(P,g al):|dP1dP2 ---dPndaldaz "'dan
X = i (188)

V opakovaném nasobeni IT a v integracni oblasti k miizeme bez jjmy na obecnosti zménit oznaceni

indexu i na index j. Pfedchozi vztah Ize pak vyjadrtit vyrazem

a=|.. ,J.{al +Zn:%(Pl,B,al.)}[ﬁu(Pj,aj)}dePz ..dP da,da, --- da, =
K i=2 Jj=1
=I---I{ﬁu(1’pa,»ﬂ a, {ﬁu(&aj)} [i%(ﬁ,e,a,-)}}dﬁde---dﬂdaldaz +-da, =
K Jj=1 Jj=1

i=2

-.. j{au P.a { (Pj,aj)]pu(Pl,al){ - u(Pj,aj)} {i%(ﬁ’l’i,ai)}}

= i=2

-dPdP,---dP.da,da, --- da,
nebo piehlednéji ve tvaru

a =1 +1, (189)
kde

1=[..Jau(r. { u(P.a, }deP -dP da,da, - da, (190)

K Jj=
I, = uP,a B,P,a) |dBdP,---dP da,da, ---da,
.[ J- |:j J /):| |:122 ( 1 ):| =2 (191)

ﬁprava integrélﬁ. Uzitim integracni oblasti k dle (186) nalezneme pro prvy integral

1, ze (190)

L= | a H jj ,)dP, da, | dP, da,

P & Py Proa) J=2 p, E(Pl (192)

a E(amin’amax) a; ldyin

Pro kazdy ¢len v soucinu IT plati vztah (178) a navazujici integraci za uziti (180) vznikne

b ara) | T0-F() |an s, - Jostradli-rial " srs-

B el Prsin Prvax) j=2
1 &dmin i a, e(a
Proax el A max
= [[1-F(R)] [Jalu(ﬂ,al)dal}da (193a)
Foin A min
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A=Tﬁ—ﬂaﬁIT%AH%Ma}HJTXEme%FMH“w

Pmin

(193)

Amin

(Veli¢ina a( ) definovana rovnici (180), vyjadifuje podminénou stfedni hodnotu taznosti téch
usek, jejichZ pevnost je pravé P.)

Pro druhy integral ziskdme upravou vztahu (191) tvar
I-ZII (B.P.a,) {deuﬂ@@ P da da, --da (194)

Veli¢iny P,a; patii mezi integrani proménné urcitého integralu, takze pfi jeho vypoctu vymizi.

Proto ma v sumaci integral stejnou hodnotou pro kazdé i. Pak plati

Iz=(n—1)I...I%(R,m)u(&al){flu(eaa,)}dmwdadaldaz~--da,,
K j=2

=(n-1)[..[t(R.P.a,)u(R,a)u(P,a)| [] u(P.a,)|dRdP, - dP,da,da, --da, ~(195)

Uzitim (178) a (176) postupné nalezneme

12=(n—1)j s I%(Planai)u(Pl’al)“(Pi’ai)'

0, iy )

z(n—l)f I%(E,B,ai)u(}’l,al)u(l’i,ai) 11 (1 F(R )) dRdPda,da, =
o) R
LEGRAN
;&( i Ay )

z(n—l)jP o )I%(E,E,ai)u(Pl,al)u(E,al.) [1-F(B)]"dRdPda,da, (1962)
ey
E NN

o) [J800)| Tl oo (. o= ()] o -

1131 :g 2 n*:mP mP n)ax) [
oyl )

=(n-1) [[[¥(P.P.a)f(P)u(P.a)[1-F(R)]" dP,dP da,
P& Poin s Pugx) (196b)
P,-eEPI,P.m)
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L=-1)[ | [[#r.P.a)u(P.a)dPda, |f(R)[1-F(R)] " dr (196)

Integral v hranaté zavorce 1ze upravit uzitim vztahu (l 81) do tvaru

ﬂ B Jul ) 4P, da, = JJ 2.0 {u (B0 )1~ F(R)]}aP da, =

PEPI max PGPI max

_U P,,a;)dP, da, (197)

Pe(P Py
& i, a

Pripometime, e u,(P,a,) je hustotou pravdépodobnosti rozlozeni pevnosti P a taznosti a, téch

kratkych useki, jejichz pevnost je vétsi nez hodnota P,. Vyraz to(Pl,Pi,ai) je inverzni tahovou
pracovni kiivkou, t.j. je pomérnym prodlouZenim useku s pevnosti P, a taznosti a,, pii jeho zatiZeni
silou P. Dvojny integral v poslednim vyrazu je proto stfedni hodnota pomérného prodlouzeni
useki s pevnosti P, > P, , pFi zatiZeni silou P,. Tuto veli¢inu ozna¢ime symbolem

e(P)= H%(P P,a.)u,(P,a,)dP da, (198)

1°%i Y
LRGN
a; e(amm > max

Uzitim vztaht (198) a (197) ve (196) nalezneme pro integral /, vyraz

D FD=FR)] [[HE. B (Bua)aB e, [ £(P)1-F(R)]aR -
~(n-1) [e(B) £ (R)1-F(R)] " ap, (199)

Stiedni hodnota taZnosti a¢*. Stredni hodnota taznosti dlouhych useki je dle rov.

(189) souctem integrala 7, a 7,. Uzitim (193) a (199) najdeme obecnou rovnici pro a” .
P P,

a" = ja(—P [1-F(R)]"dB +(n l)ji:(T R)[1-F(R)]" " dp, =
—l)d—li)]f(ﬂ)[l—F(R)]"fldR (200)

Stredni taznost a¢* pri teorému deformacni podobnosti. Ukizali jsme,

ze zvlastnim ptipadem tahovych pracovnich kiivek definovanych pevnosti a taznosti je teorém

deformacni podobnosti a ze z porovnani (143) a (152) plyne r(S P, a =a r / T Plati také

P, Poa,)=%(R) s (201)

©(P)
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Pro stfedni hodnotu pomérného prodlouzeni kratkych usekl s pevnosti P, > P, pii jejich zatizeni
silou P, pak nalezneme z definice (198) za postupného uziti (201), (181) a (180)

P Iai ul(Pl ’ai)dai

e(R)= W(P)=rsu(P.a,)dP da, =7(R) [ * dP, =
1 za-egaj,am)) Ca(R) i (P)
maiu(Pi’al)dal
a] ”(Pt’ai) PJ‘ aJ- dp
B 1 F(P) T(P) :
=%(p) [ e  =7(R)- : =
; <(P) 1-F(R)
Pj a(P")f(P.)dP
=7(R)- L 202
ST TR(R) .
Uzitim posledniho vyrazu ve (199) pak najdeme pro integral /, vyraz
Binax P
Poge .[ ZE l;f(P")dP" (203)
— i n—1
=) o) S s (R ()]
P !
a pro stiedni taZnost dlouh¢ho tseku z (200) .
Binax P
. | ;’Ep’;f(e-)dfz
i — P i n-1
= J R0 ) P R PR

Pf'edpoklad SOllmél'll)"Ch taznosti. V rovnici (200) je pro kazdé P, obecné
a(Pl ) = g(P1 ). Casto je viak mozné pro viechna P e(P.,P

min > © max

) prredpoklddat, 7e stiedni hodnota
taznosti useki, které maji pravé pevnost P, - tj. veli¢ina TPI) - je stejna, jako stiedni pomérné
prodlouZeni usekii s pevnosti P > P, zatiZenych silou P, - t.j. veliina Tf{) Predpoklad nazveme
predpokladem soumérnych taZnosti. (Také je mozné fici, Zze prumér taznosti pravé se
pretrhavajicich useki je stejny, jako primér okamzitych pomérnych prodlouzeni vSech pevnéjsich
usektl.) Zavedeny piedpoklad je vyjadien rovnici

a(P)=¢(PR) P e(P,,.P.)

min > © max

(205)

Pro stfedni hodnotu taznosti dlouhych usekd potom najdeme z (200) vztah

PR O ) PR (I ) A R R ()
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Dusledky teorému deformac¢ni podobnosti v predpokladu sou-
mérn)'fch taznosti. Plati-li vedle predpokladu soumérnych taZnosti soucasné také teorém
deformacni podobnosti, je mozné ve vztahu (205) vyjadrtit veli¢inu s(Pl) ve form¢ vyrazu (202).

el
a(P)=2(7) ) =i(r)
¥ a(P) a(P,)
i?(Pi)f(P,«)dP, =E(Pl)[1—F(P1)]
" a(R) & a(Pl)
i[%(g)—llf(e)dm llf(Pl)dP =2zl F (2]

, (207a)
Derivovanim pfedchozi funkce podle P, nalezneme
a(R) d | a(p) a(R)
- -1|f(P)=— -1|[1-F(P, -1|[-f(P,
EERl G FE R R EER S o0
oz—i;ﬁ(ﬂ)—1f1—ﬁxp)] (207b)
ar | =(r) T
Protoze obecné je [1 ~-F(P )] # (0, musi byt
2
4 @—1 =0 f(Pl):K a(R)=K7T(R)  K...konstanta (207¢)
dR| 7(R) T(R)
Pro obecné P tak lze psat
a(P) = IG(P) K ...konstanta (207)

V tomto piipad€ jsou tedy nejen tahové kiivky jednotlivych kratkych tsekt deformacné podobné
"vzorové" inverzni tahové pracovni kiivce, ale také kFivka podminénych stfednich hodnot a(P) je

deformaéné podobna "vzorové" inverzni tahové pracovni kiivee T(P) s konstantou imé&rnosti K.

Konstantu K vyjadiime Gpravou a naslednou integraci ze (180) pti uziti (207).

a max a ma:

ﬁ [au(P.a)da = K7(P) Jau(P.a)da = k7(P) £ (P)

A

PTX{aTXau(P,a)da}dP= PTX[K%(P)f(P)]dP J-J.a“(P’a)dadP: KPT%(P)f(P)dP

P.. a P, PE( Pmm > Rnax )

min min
@ i Ay

(208a)

min
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Leva strana posledni rovnice je vSak stfedni hodnotou taznosti a, nebot’ z definice plati
a= Ha u(P,a)dadP. Z (208a) pak plyne
P

P Pyin s Py )
a4 €\ pyin > Amax )
Pmax a
a=kK [3(P)s(P)dp K=q—— (208)
[2(P)r(P)ar
Prin
Z vyrazi (205), (207) a (208) nalezneme
T _ 3(R)
e(P)=a(P)=KT(P)=a+ 1 209
Fe(P)r(P)ap o

a z (206) pak uzitim (209) ziskame pro stiedni taznost dlouhych usekt vyraz
[ l Py

| Z(P)ns(R)1-F(R)]" dp

a= | |ar N - F(R)] ap =g
P J%(P)f(P)dP f?(P)f(P)dP (210)

Linearni tahové pracovni kf'iny. Mimoftadné jednoduchy vysledek nalezneme v
pripadé, kdy vedle vSech ptedchozich ptedpokladt plati jest€¢ predpokiad, ze tahové pracovni
krivky kratkych useki jsou linearni. Potom je "vzorova" inverzni tahova pracovni kfivka urcena

rovnici (157), coz uzitim v rovnici (210) vede k vyrazu

J g rnrr)i-r(R)] ar [ Rns(R)1-F(R)] on

211)

— ~ ‘min
P =d P

max —— max

| ZPr(P)ap [Pr(papr

R min

—
a =da

P,

Jmenovatel je vSak stfedni hodnotou pevnosti kratkych useki, JP f(P)dP=P. Vyraz

Pmin

nf (Pl )[1 -F (P1 )]’H v integralu Citatele je dle (182) hustotu pravdépodobnosti f,(Pl) rozlozeni
pevnosti P nejslabSich ¢lankti dlouhych usekd. Integral je proto stfedni hodnotou pevnosti
nejslabsich ¢lanku, ¢ili sttedni hodnotou pevnosti dlouhych tsekd. Tuto veliéinu mizeme znaéit P
(nebo také P, protoze ze (166) plynei P* = B). Vztah (211) ma tedy tvar

-~ _F a P (212)

a =ad— —_— =

P a P

Jak je ziejmé, v tomto linearnim piipadé stfedni taznost dlouhych tsekli v poméru ke stfedni taznosti

kratkych usekl poklesne ve stejném poméru, v jakém se zmensi stfedni pevnost dlouhych useki

vzhledem ke stfedni pevnosti kratkych tseka.
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2.5 Rozptyl taznosti ""dlouhych" usekii pri stochasticky nezavislych
"kratkych" dsecich

2
Rozptyl taznosti dlouhych tsekt (G: ) je mozné vyjadiit zndmym vztahem

(0:) =(a) ~(a") B (213)

Druhy ¢len v rozdilu je kvadratem stfedni hodnoty taZnosti a”, popsané v piedchozi kapitole. Prvy

2
¢len, oznaceny (a*) , vyjadiuje dosud nepopsany stiedni kvadrat taznosti dlouhych usek.

Kvadrat taznosti dlouhého useku. Rovnice (167) vyjadiuje taznost dlouhého

useku. Kvadrat taznosti je pak mozné vyjadrit vztahem

:%{af+2a1§tl(}’l)+

+1,(B) w(B)+tn(R) 1w (R)+-+1%(R) 1,(R)+
'f'TS(E) L(R)+u(R)  w(R)+-+7(R) T, (R)+
tr(R) n(R)+n(R)  w(R)++1,(R) n(ﬁ)}

(214a)
V "uhlopticce" souctu soucint funkci T jsou druhé mocniny téchze funkci, zatimco ostatni souciny

jsou smisené. Lze proto psat
. 1 n n
(a) =14l +20 ) (B)+ X [w (R)] + z [ri(Pl)rh (R)] (214)
i=2 2 j=2,-
:2

Jsou-li tahové pracovni kiivky kratkych tseki definované jejich pevnosti P a taZznosti
£., Ize je vyjadiit dle (168) vztahem t.(S) = (S, P,a, ). Potom plati

n n

(@) = a0 Si(r ) i) « T [ana) dnna)

i=2 i=2

(215)

Definice stfedniho kvadratu taznosti dlouhych usekii. Pokud jsou
tahové pracovni kiivky kratkych tsekli definované jejich pevnosti a taznosti, lze stfedni kvadrat
vyjadrit Vztahem analogickym ke (187).

_[ j 19 29 ':Rnalaaza"':an)dPIdPZ'“df;daldaz'“dan (216)
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Dosazenim hustoty pravdépodobnosti ze (185) a kvadratu taznosti z (215) vznikne vztah

(«)-].. Joriae2a Y vf?aat-)é[%(&&af)}Z > [ (B.P.a,) #(B.B,a )]

i=2 i=2,-n
h=2,-n
h#i

a,) {ﬁu(R,at)}dl’lsz ---dP da,da, ---da, (217a)

nebo také

(@) =Ly 20 41041, (217)
n n n n

kde, pfi zdmén¢ pltivodniho indexu i za index j v soucinu I'1, zna¢ime

(218)

727

J2=I...Ia{i%(ﬁ,e, } [Hu( , j)}deP .dP da,da, ---da, (219)
Jazj‘j{i[%(PUP” l T} |:Hu( , 1):|dpdp dealdaz da ) (220)

=] atutra) | Fu(r0) |arar - ap s -,
b j=2

n

nef ] z[ ) 48R [0 |

2
2,-
i

u(Pj,aj)} dPdP,---dP.da,da, ---da,
(221)

i Jj=2
h
h

Ao Il

Prvni integrél J ., dany rov. (218), je podobny integralu 7, dle (190); v integrované
funkci je v8ak a; misto pGvodniho a,. Postupem analogickym k tpravé /, do tvaru (193a) najdeme
pro prvni integral vztah

Pmax amax
_ _ n—1 2
Jy = Pj [1 F(Pl)] L_[al M(P1 Jal)dal:|d})1 (222)

Podobné, jako je podminéna stfedni hodnota taznosti zavedena rovnici (180), lze zavést
podminénou stiedni hodnotu kvadratu taznosti kratkych useku s pevnosti pravé P = F,.

L a e w(Pa) e (223)
a*(P)= |a (p(a P)daz azudaz— a’u(P,a)da
)= Jatelalnlaa= J gy o= Tgy Jul
Uzitim (223) v (222) vznikne
= T A= FR)] o @29
Bin

Druh)" integrél J 5> uréeny rov. (219), je podobny integralu 7, dle (191); integrovana

funkce je vSak navic nasobena ¢lenem a,. Postupem analogickym k Gpravé 7, do tvaru (196a)
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najdeme pro druhy integral vztah
J,=(n-1)f [a,2(R.P.a,)u(R.a)u(P.a)[1-F(R)] dRdRdads,  (225)
)

Postupnym uzitim (180), (181) a (198) v poslednim vyrazu nalezneme

a

m B, F.q [Txalu(ﬂ,al)daiu( a)[1-F(R)] "dP dP da, =

P Prin s P a

min

ﬂ[ a(R) £ (P)u(P,a)[1- F(R)]"" P, d7, da, =

n-2

—(n-1) || [[¥R.P.a)u(P.a,)dP da, [a(R) F(R)[1-F(R)] " dP =

=(n-1) [ |[1-F(R)] (H%’(B,B, Ju,(P.a,)dR da, |a(R) f(R)[1-F(R)]" dp, =
I o da) )
(1) R alB) (R~ F(R)] " a (226)

Treti integral J,, urceny rov. (220), je podobny integralu 7, dle (191); v integrované
funkci je vSak veli¢ina (PI,P a, ) v druhé mocniné. Postupem analogickym k upravé 7, do tvaru

(196) najdeme pro treti integral vztah

Rna

J==0 [ | [%’(E,P,.,ai)} u(P.a,)dPda, |f(R)1-F(R)]"dn  (227)
P I’Pmax)

min

Uzitim (181) nalezneme vyraz

J=n=-1) [ |[1-F(R)] ] [T"(H,P,-,a,-)} u,(P.a,)dP da, |f(R)[1-F(R)]"" dp =
il pao )
~-1) | ] [%(Pl,e,a,»)] u,(P.a,)dP da, |f(P)[1-F(PR)]" dA (228)
Prin | BE(P Powy)

Rovnici (198) jsme zavedli sttedni hodnotu pomérného prodlouzeni Gsekii s pevnosti P. > P,

zatizenych silou F. Podobné¢ mizeme zavést také stfedni hodnotu kvadratu pomérného
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prodlouZeni kratkych usekii s pevnosti P, > P, zatiZenych silou F,. Pro tuto veli¢inu plati v

analogii ke (198) defini¢ni vztah

e2(P)= | [ TM&M@%

Pe(P P (229)

Uzitim (229) v (228) ziskdme tvar

J, = (n—1)f (P f(P)1-F(R)] " ap (230)

Pin
étVl’ty integrél J 4, uréeny rov. (221), Ize postupné upravovat.

Jo= z .[n-..‘%(Pl’P’ ) (Pl’Ph, {Hu( j)}dPldPZ”'dPndaldaz”'dan:

i=2,-,n K

h=2,--,n

h#i

= > [.Jt(B.Pa) 2(R.Pau(Ra)u(Pa)u(Bua,) | [T u(Paa)|-

i=2,--,n K j=2,-n
h=2,-,n o
h#i Jj#h

-dRdP,---dP.da,da, ---da, (231)
Veli¢iny P,a,;,P,,a, jsou integracni proménné urcitého integrdlu. Po provedeni vlastni integrace

vymizi a vicendsobny integral v (231) bude mit pro kazdou dvojici indext i a 4 stejnou hodnotu.
Sumace v (231) ma celkem (n—l)2 —(n—1) ¢&lenti, coz lze zapsat tvarem (n-— 1)2 —(n-1)=
=(n=1)[(n=1)=1]=(n—-1)(n-2). Vyraz (231) tak Ize vyjadfit s pfihlédnutim ke (178) ve tvaru

J: n 1 n 2.[ I PPa Pl,Ph, )(E,al)u(B,ai)u(Ph,ah) H u(P],a/)-

J2n
Jeh
-dPdP,---dP.da,da, ---da, =
=(r0=2)f e [HBBa) W B (B @) u(Roa)u(F a)
B Byin »Fnax
al E(amm ,am X)
aPiEf'Pma) )
ada) ) [T |[[ u(P.a)dPda, |dRdRdP,da,da,da,=

J=2,-n P/.E(PlaPmaX)

521}1 aj e(amin >@max )

“r0=2)] L [H(RRa) HA B (B u(Poau(Boa) [1-F (R)]

- dRdPdP,da,da da,

xxxxx
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Jo=(n=0n=-2)[| [[¥P.P.a)u(P.a)dPda, H% P,.a,)u(P,.a,)dP, da, |
Puin | B (A Pras)
a; E(amin ’amax) ah €l pmin )

Amin

.[(Tu(p],al)da,]~[1—F(3)]"_3d13, (232)

Koneéné uzitim (181), (198) a (176) najdeme

S == 1)n-2) J |[1- #(R)] TR Ra)u(70) an da, |
o)
'[1_ H% ah ah)dphdah [T P.a, dal][ F(Pl)]Hdplz
a,e(a "Z;“
(= 1)n-2) || [1- F (R H[1 P)Jel ﬂ[f(a)]-[m(a)]“da—
(=)o) J [ (P 1-F(R)] " ap (233

Stiedni kvadrat taznosti dlouhych tisekii. Hodnotu a* lze vyjadiit ze vztahu
(217) dosazenim J, az J, ze vztahii (224), (226), (230) a (233). Tak najdeme

(a*)z :%Jl +%J2 +%J3 +%J4 Zniz{nJ, +2nJ,+nJ, +nJ4}:

- n%{PTxmnf(a)[l—F(a)]””de +2(n=1) [e(R) a(P)nf (R)1-F(P)]" aR +
o) [ S 1= FA] a0 -2) | s<a>]2nf<a>[1—F<a>]"ma}:
- e [ R 20 RITR) -0 R) - - 2[R |

n—1
R)[1-F(P)]" dR (234)
Pro dal3i Gpravy je rozumné zavést podminény rozptyl taznosti o> (Pl) kratkych useki s
pevnosti P. Z matematické statistiky plyne

o:(R)=a’(R)-[a(R)]  @'(R)=o(R)+[a(R)] (235)

Podobn¢ zavedeme rozptyl pomérného prodlouZeni kratkych usekit s pevnosti P > P,

zatiZenych silou P.
ol(R)=(M)-[:(R)]  #'(R)=o2(R)+[s(R)] (236

€

125



Uzitim poslednich dvou vyrazii nalezneme pro sloZzenou zavorku ve vztahu (234) tvar

*(R)+2(n-1e(R)a(P)+ (n-1)e*(B)+ (n-1)(n-2)[e(B)] =
~{oi(®)+[a®)] [+ 200-e(RIa(R)+ (-1 o2 (R)+[o(R)] |+

2

+(n —1)[(n—1 —1][ (R)] =
=c2(R)+[a(B)] +2(n-1)e(R)a(B)+(n-1)02(R)+ (n-1)[e(R)] +
(n=1)[«(R)] —<n—1>[s<a>]2=
~[alR)+ (= 1)e(P)] +[02(R)+(n-1)o2 (R)] @37)
Dosazemm (23 7) do (234) vznikne

- L J {[ >s<a>]2 H[or(R) (=D (R)]far ()1 F(2)] o -
- ” ~1)e(R ] R)[1-F(R)]" " dap+

+— J[o o2 (P)]nf (P)[1-F(R)]" dp, (238)

Rozptyl taznosti dlouhych usekii 1ze nyni vyjadiit z rovnice (213) dosazenim
vyrazl (238) a (200). Tak nalezneme

(o) =) -(a) -
=nizPT[TE)+(n—l)m]znf(R)[l—F(R)]"ldPl+

= J[G o2 (P)]nf (B)[1-F(R)]"" P, -

i

Logicka interpretace vztahu (239). Taznost a” dlouhého useku je dle (169) a
(168) aritmetickym primérem n nezavislych veli¢in: taZnosti a, nejslab§iho ¢lanku a (n—1)

] P)[1-F(R)]" 4R }2 (239)

pomérnych prodlouZeni €, = (s ,Pl.,al.) ostatnich kratkych usekd (Gsekdi s pevnostmi P > P).
Uvazujme vSechny dlouhé useky jejichZ pevnost je pravé P. (Pak veli¢ina a, ma hustotu
pravdépodobnosti (p(a1|P]) dle (179), veliCiny ¢, =(s ,Pl.,al.) maji hustoty pravdépodobnosti

ul(Pl.,al.) dle (181). Pro podminénou stfedni hodnotu taZnosti dlouhych usekii majicich pevnosti
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P, tj. pro veli¢inu a*(E ), nalezneme podle obecnych pravidel statistiky ze vztahu (169) s
piihlédnutim k definicim (180) a (198) vyraz

()= (a)=E Hz }}i{Equ[ (7.r.0)]| -
=%{M+ifm}=ﬂm+(ﬂ_l)m] (240)

i=2

(E, je operatorem podminéné stfedni hodnoty pfi daném P,. Uzité symboly viz rov. (180), (198).)
Protoze veliiny a, a %(S ,P,a, ), i=2,3,---,n, jsou vzajemn¢ stochasticky nezavislé,
muzeme uzitim obecnych pravidel statistiky vyjadfit podminény rozptyl taznosti dlouhych useki

(majicich pevnosti A), t.j. veli¢inu [G* P )]2 ze vztahu (169). Plati

[o"(R)] = Hz }1{ o Softn.r, )}}

:Lz{cg,(mgcz(m}=niz[cz(a>+<n—1> o?(P)]

n (241)

(D, je operatorem podminéného rozptylu pii daném P,. Uzité symboly viz rov. (235), (236).)
Pevnosti P, (nejslabSich ¢lankd a soucasné dlouhych usektl) jsou nidhodné proménné s

hustotou pravdépodobnosti f](Pl) dle (182). Stfedni hodnotu £ {[G*(Pl)]z} podminéného

rozptylu o** (P ) proto miizeme vyjadit uzitim (241) a (182) ve tvaru

o (B)]}= [ o (B)] £(R)ar =

Pm

:nizjfx[ci(ﬁ)+(n—1)c§(P1)]nf(P1)[l—F(R)]"ldPl 0n)

(E zde oznaCuje operator stfedni hodnoty pfes vSechna F,.) Podobné pro stfedni hodnotu

podminénych stf'ednich hodnot nalezneme z (240) a (182)

a_*zE[ ] j )dP, =

_L j[ +(n=1)e(R)]nf(R)[1-F(R)]"" ap, (243)

(Jak bylo mozné ocekavat, ma veliCina E [ )] téz vyznam stfedni hodnoty taznosti dlouhych

usekii a” - srovnej s (200).)

Stfedni kvadrat veli¢iny a” (P ) nalezneme analogicky.

E[(W)}J( () 1 (R)ar j al®)+ (=1alR)] s (R)1-F(R)]"ar -

=iz"j“[ ~e(B)] s (B)1-F(R)]"ap (244)
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Pro rozptyl podminénych strednich hodnot TPI) plati podle obecnych pravidel statistiky
pla(p)} = E[(m)z } - {E[m]}z (245a)
a naslednym uzitim vztaht (243) a (244) vznikne
ol (@} = [ [+ 050E)] s ()= PR -

_%{PTX[TPI)A-(n—I)Tf’l)]”lf(Pl)[l_F(Pl)]nl dPl} (245)

Dosazenim (242) a (245) do (239) ziskdme pro rozptyl taznosti na dlouhych délkach tvar
(o) = E[o ()] + Da"(R)} (246)

Rozptyl taznosti na dlouhych délkach je tedy souctem stiedni hodnoty podminénych rozptylia a
rozptylu podminénych stfednich hodnot, coz je ve smyslu obecnych pravidel matematické
statistiky o¢ekavany vysledek.

Vyj adreni velié¢in a (P 1 ), o) ,2, (Pl ), S(Pl), o g (Pl)' Pro vypocet rozptylu taznosti

dlouhych usekii (GZ )2 vztahem (239) je nutno vyjadiit veli¢iny a(P,), 62(P,), e(P) a o*(PB). Lze

postupovat nasledujicim zptisobem:
1) Pro podminénou stfedni hodnotu a(P1 ) taznosti uzijeme vztah (180).
2) Podminény rozptyl taznosti G’ (P1 ) vyjadiime z (235) za uziti (223) a (180)

Gz(]{):#mjxaz M(P”a)da_lﬁﬂ)ujau(])wa)da} (247)

3) Pro podminénou stiedni hodnotu S(Pl) pomérného prodlouzeni uzijeme rovnici (198).

Amax

4) Rozptyl podminénych pomémych prodlouzeni c2(P) vyjadtime z (236) za uziti (229)
a (198) s naslednym dosazenim (181).

2
(B)= | [%(a,e,a»} w(Poa,)dPda,~| [P, P.a,)u(P.a,)dP da, | =
)

1 0
- — P,P.a )ulP,a )dP da, 248
I—F(Pl) (J-J‘T( 1 lal)u( i al) i al ( )

(VSimnéme si, Ze veli€iny a(R )a G’ (Pl) nezavisi na tahovych pracovnich kiivkach, zatimco

veliiny a(Pl), G (R) podle (198) a (248) na tahovych pracovnich kiivkach ro(Pl,Pi,ai) Z4visi.
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Ptedpoklady o tahovych pracovnich kiivkach proto mohou ovlivnit pouze vypocet velicin e(Pl) a
2
c.(R))

Rozptyl taZnosti dlouhych usekii pri teorému deformacni
podobnosti. Teorém deformacni podobnosti 1ze vyjadfit rovnici (201). Odtud vyplyva moznost

vyjadiit podminénou stfedni hodnotu &(P) a rozptyl podminénych pomérnych prodlouzeni ci(f{) -

t.j. bod 3) a 4) z predchoziho odstavce - jinym zplisobem:

3) Pro podminénou stfedni hodnotu :»:(P1 ) pomérného prodlouzeni uzijeme jiz diive
odvozenou rovnici (202).

4) Pro stanoveni rozptylu podminénych pomérnych prodlouZeni o’ (Pl) vyjadiime nejprve
stfedni hodnotu kvadratu pomérného prodlouZeni kratkych tsekti s pevnosti P > B, zatizenych silou
P, tj. veli¢inu & (P1 ) Vznikne dosazenim (201) do (229) a upravou za uziti (181) a (223)

all’\ﬂX

fau(B.a)da

82(]31): J-J.d“ |:E(Pl) i i|2u1(])i’ai)d1)idai :[%(Pl)]2 1_[1 = [T(Pl)]z dp =

. |a u( P ,a,)da,
aj y lu(ii,(c;))da Ik - &
— 213'“"‘*,1m S 1= 1 l I= 2 A (P, _
=[%(P)] I =i a7, = [%(R)] F ) _
T (p)ar
- [=(R)] = [#2)]
1 1-F(R) (249)

Vyjadiime-li jesté a’ (R ) z (235), nalezneme

Py Gi (R ) +[TP,«)]2
| =) f(P)dp

1-F(P)

Pe o2 (P e[ 2PV T

[ o) (par e
e w [7(R)] o n | T(B)

=[x(R)] —F(P) +[x(R)] _F(P) (250)

Rozptyl 6(P) vyjadiime dosazenim (202) a (250) do vyrazu (236).

T rp)ar P"f[f(m] e | TR e
s e [E(2)] o LER) i G
GE(PI)_[T(R)] I—F(Pl) +[T(P')] I—F(Pl) B T(Pl) I—F(Pl)
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(25_1)

Rozptyl taznosti dlouhych tsekii pri soumérnych taZnostech
kl‘fltkych useku. v ptedchozi kapitole byl definovan ptedpoklad soumérnych taznosti vztahem
(205) jako rovnost a(P1 )= g(P1 ). Uzitim této rovnosti v (239) nalezneme

(1) = [ [alEI (A1 F(R)] " am —{PT*mnfm[l—F<R>]"*da} +

L lo () (R (R - F(R)] R -

P,

= Dfa(P)]+ [[o2(R)+(n=1)o2 (R (R)1-F(R)] R 052

Pmin

kde symbol

2

max

pler)]=
_ E{[Tpl)]z } - {E[TE)]}Z - E{[TP])]Z } o}

vyjadiuje rozptyl podminénych stfednich hodnot taZnosti. (D je operator rozptylu a E operator
sttedni hodnoty.) Pfipomeinime, Ze pevnosti P, nejslabSich tsekdi maji hustotu pravdépodobnosti

max

[Tm]znf(ﬂ)[l—F(a)]“dR—{ J a(R)nf(l%)[l—F(R)]“dR} -

P

(253)

popsanu vztahem (182). Prvni ¢len je tedy stfedni hodnotou kvadratu veli¢iny a(P1 )

——1_ Frrep n- 254
e\[a(P]] = [ [P wr(P)1-F ()] an 9
Buin
a druhy vyjadiuje kvadrat stfedni hodnoty této veli¢iny. Pfitom dle (200) s uzitim (205) je
P,
. 755
E[a(B)|= [a(R)nr (R)1-F(R)] ™ ar (259
P
Také miizeme zavést podminény variaéni koeficient taznosti kratkych usekt
v (P)=2e (7) (256)
' a(P)

a podobné varia¢ni koeficient pomérnych prodlouZeni kratkych usekli pevnéjSich nez P, pfi
zatizeni tahovou silou P. Za uziti (205) nalezneme
c.\P) o P

e(P) a(P)

(Variacéni koeficienty jsou uvazovany jako prosty pomeér, nikoli v %.)
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Uzitim (256) a (257) v (252) mizeme téz psat

(o) = pfaCr)]+ & j[ I [2(2) a2 ) () F(R)] a9

Rozptyl taZnosti dlouhych useki pri teorému deformacni
podobnosti a soucasné soumérnych taznostech kratkych useki. v daném
ptipadé jsme pro podminénou stiedni hodnotu m = TPI) odvodili jiz dfive rovnici (209), nebo
téz vztah (205) a (207). Plati tedy

e(P)=a(P)=K7(P) (259)
kde konstantu K uréuje rov. (208). Pro vyjadieni o2 ( P,) dosad’me (259), (178) a (256) do (251).

f[KG((;” A()an K f(p)ap _PTXKf(R-)dR-—
e B = B S I e I

7] )J v2(P)f(R)dP

“1-F(P) (260)
Uzitim (257) v (260) lze téz vyjadfit
1 e (261)
2(P)=——— |Vi(P)F(P)dP
VS( l) I_F(])l) J-va( l)f( z) i

A
Dosazenim (260) a (256) do (252) vznikne vztah

rel = n[a(B)] A

(GZ)ZZD[TR)]JF%J GH(R)JFTW v.(P)f(P)dr, ”f(Pl)[l—F(Pl)]n_]dPl:

:D[TPI)]+L2PTX o2 (R)+— fcsi(e)f(P,-)dB]nf(R)[l—F(R)]”‘dR
m p (262)

nebo dosazenim (261) do (258) nalezneme vyjadieni

(oo =D[W]%PTX[WT{vi(%”—‘”ﬁz(e)ﬂmd ,. ]nf(Pl)[l—F(Pl)]"_l o

1-F(P
(R) 3 (363)
Nékdy lze prredpokladat, 7e¢ podminény rozptyl taznosti G’ (P) kratkych useki s pevnosti

P je pro vSechny hodnoty P konstantni. To znamen4, Ze vypocet dle rovnice (247) vede pii kazdém
P = P, na stale stejnou hodnotu, jiz ozna¢ime s°. Pfedpoklad mtizeme obecné vyjadfit vztahem
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2

o, (P)=s"...konstanta (264)

a

a dosazenim (264) do (262) nalezneme
« )2 BV SZ P n-—1 Fr n—1
(o2) :D[a(f’l)]an—zP:[“ 1+mjf(3)d3 nf(P)1-F(R)|" dp, =

2

:D[a(Pl)] S—nj [1— ]nldP D[ ]-I—; (265)

n
(Protoze n f(P )[1 F (P)] = fl(Pl) je dle (182) hustotou pravdépodobnosti rozlozeni pevnosti

nejslabsich ¢lankd, plati J R)[l -F (P1 )]n_1 dF, =1. Tento vztah jsme vyuzili pfi Gprave.)

mm

Jindy je mozné predpokladat, ze podminény variacni koeficient taznosti v, (P) kratkych

useki s pevnosti P je pro vS§echny hodnoty P konstantni. Pak plati
v, (P)=k...konstanta (266)

a

a dosazenim (266) do (263) za uziti (253) a (254) nalezneme

o = o) £ Tt o Tresan ot () -
= [a(P) ]+—J[ ) nr(R)1-F(P)] " dr =
:E{[Tpl)]z}—{a_*} +%E{[a(ﬂ)]2}:(l+i—2)E{[a(ﬂ)]z}—{a_*}2 (267)

nebo v jiném vyjadieni

(0) - D[W]J_J
GG R RO (e CE R e

Rozptyl taZnosti dlouhych usekii pri teorému deformacni
podobnosti, soumérnych taznostech a Gaussové rozlozeni kratkych useki.

Ptedpokladejme, Ze stejné€ jako v pfedchozim ptipad€ plati teorém deformacéni podobnosti a soucasné

pfedpoklad soumérnych taznosti. Navic predpokladejme, ze rozloZeni pevnosti P a taZnosti a
kratkych usekii, tj. rozlozeni nahodného vektoru (P,a), je popsano Gaussovou hustotou

)

216 ,0,+/1-p 2(1-p?) (268)

pravdépodobnosti
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kde P a o, jsou stiedni hodnota a smérodatna odchylka pevnosti kratkych tsekl, @ a o, jsou
sttedni hodnota a smérodatna odchylka taznosti kratkych usekd a p je korelacni koeficient mezi

pevnosti P a taznosti a. Definiénim oborem tohoto Gaussova rozloZeni je
Pmin ==, ])max =0 } (269)

amin = —0, amax =

(Teoreticky jsou tedy piipustné i zédporné hodnoty pevnosti ¢i taznosti, piestoze jsou fyzikalné

nerealné. Aplikace Gaussova rozloZeni mize proto byt jen pribliZnym modelem nékterych realnych

ptipadi.)
Zavedeme-li (pro tzv. normované proménné) oznaceni
¢=(P-P)/o, (jinde téz & =(R-P)/c, ) (270)
n=(a-a)/s, 271)
muzeme hustotu pravdépodobnosti (268) zapsat téz tvarem
u(P.a) = 1 oxp &= 208 " | _ 1 xp [n-pe] +(1-p7)¢’ _
2n6,6,4/1-p’ 2(1—02) 216 ,0,4/1-p 2(1—p2)
neeel
1 Aip?) -

= e e ? (272)
2n6,6,4/1-p°
Marginalni rozloZeni pevnosti kratkych tsekii nalezneme uzitim (272) ve (176). Pii upraveé

uzijeme znamy Gauss-Laplacelv integral

2

jerz - N nebo jerz - 2je'7dz —\2r (273)
0 \/5 —0 0

a vztahy (269), (270), (271). Tak nalezneme

0 £ o 7[71_9&]2
1) = fulPadda= e g
Zo 216 ,0,4/1-p° et
a—a
-pE c e da
substituce: z = n=prs _ 9 dz=——
JI-p* 1-p’ s, y1-p’
e o 2 g
= ! e ? o, l—pzjezd2= ! ezﬂ:
216 ,6,4/1-p° 2 216G,
iZ
IR S
V2n o, (274a)
(p-7)
— 1 e_ 20%3
20y (274)

Podminénou stéedni hodnotu taZnosti a(P )uréuje vyraz (180). Do n&j je mozné nyni

dosadit odvozené vyrazy (272) a (274a), v nichz dle (270) uzijeme misto  veli¢inu &,.
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S vyuzitim (269) az (271) a (273) postupné odvodime
[n-ee T

I(nca +a) 1 ~e A e 2da
s 2nc,0,4/1-p
f(B)- T
. [n-ea] . nee T
= c Jnemda+ﬁje mda =

-p&,
substituce: z = n-PS - % , Z\/I—P2 +pE, =m
1-p° 1-p°
& — da
c,\1-p’°

- ! 0 V1= 2+p§]e_z;0 l—pzda+JTe_Z;G 1-p°da =
MGG /—1_p2 {Ga:[o[z p 1 a a

- ﬁ{ca J1-p° Tzez

2

—00

2da+o0o,pg, Jezda+c7je2} (275a)

V4

Avsak Jze 2da =0, nebot integrovana funkce je licha. Lze tedy psat

—00

ZZ

a(R)= ﬁ{capil J-e77da +5J.e2} = ﬁ{capﬁl +a} J.€77da =
1 I~ P-P

= —_— a 2 = a = 1 a

(21_[ {Gapal +a} T Gapal +a Gap GP +a (275)

—00 —00

Ptredpokladame, ze plati teorém deformacni podobnosti a soucasné predpoklad soumérnych

taznosti. Plati tedy rovnice (205) a (207), t.j. a(Pl) = s(Pl) =K ?(Pl), kde konstantu K urcuje vztah
(209). Uzitim (275) pak nalezneme
p-P _
a(R)=o,p~—+a=K%(R) (276)

Gp

Z tohoto vyrazu plyne nékolik zavaznych dasledki:

1) Protoze v (276) je a(Pl) linedrni funkci B, také vzorova inverzni tahova pracovni krivka
7(P) musi byt linearni, t j. musi podle (157) platit
«(R)=(a/P)R
2) Vztah (276) musi platit i pro B, =0, pficemz dle (145) plati ?(O) =0. V tomto pfipadé piejde

rovnice (276) na tvar

Gapi—i-E:O Gpizﬁ p2 :%’ (277)

a p—
C, G, a

134



Odtud je ziejmé, ze Gaussovo rozloZeni nemuZe byt zcela obecné; mezi jeho parametry musi

totiz platit vztah (277). Z n&j pak vyplyva, ze

- korela¢ni koeficient p musi byt nezaporny a

- je-li korela¢ni koeficient p <1, pak variaéni koeficient taznosti ¢, /a musi byt vétsi nez je

variaéni koeficient pevnostic ./ P.
3) Do (276) dosadime (277) ve tvaru 6, p=ac,/P a najdeme vyjadieni pro podminénou stiedni
hodnotu taznosti a(P1 ).
ac, P-P

B-P 7] —
B S +a==2(P-P)+a=
C, P o, P

a(R)=c,p

ap (278)
P

4) Podle pravidel statistiky je mozné rozptyl podminénych stfednich hodnot taznosti D[a(Pl)]

vyjadftit z (278) vztahem
- — —2 —2
D[a(B)]:D[%R}:LD(H):%D(P*) (279)

1_32
Veli¢ina D(P1) je rozptylem ndhodné proménné P, t.j. rozptylem pevnosti nejslabsich ¢lanki, a
tedy i rozptylem D(P*) pevnosti P* dlouhych tsekii; vzhledem k rovnici (166) je D(P)= D(P*).
(V kap. 1 je nyné&j8i proménna D(P*) znadena symbolem o7,. Rozptyl pevnosti  kratkych usekt je
ovem v kap. 1 znacen symbolem o;.)

Rozlozeni taznosti kratkych usekd, jejichz pevnost je pravé P, je popsano podminénou
hustotou pravdépodobnosti (p(a|Pl) dle (179). Do této rovnice je nyni mozné dosadit odvozené
vyrazy (272) a (274a), v nichZ dle (270) uzijeme misto & veli¢inu §,. Tak nalezneme nasledujici
vyraz (upravovany za uziti (270) a (271) )

[n-p&,

— 2
1 2(1-p? —%‘

e
u(R.a) _2m0,0,41-p’ _ 1 oxp [m-ee |
/(R) I V2no,|1-p’ 2(1-p7)

o(a|P)=

(p(a P)= exps — = exps — =
7 2n o, \1-p? 26,3(1—92) 2no, 1-p? 262(1-p°
[e-alR)]
_ 1 T 2a(n)
S (280)
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kde a(P1 ) je dano vztahem (278) a vyraz o, (R ) =c,41-p°.

Vztah (280) popisuje podminénou hustotu pravdépodobnosti rozlozeni taznosti kratkych
tsekil s pevnosti pravé P, jako Gaussovo rozloZeni se stfedni hodnotou a(P,) a smérodatnou
odchylkou o, (P,). Podminény rozptyl o> (P,) lze vyjadtit pii uziti (277) také tvarem

—2

0i(R)=0:(1-p) =0l ~olp’ =0} -0} 2 (281)

(Jak jsme uvedli v podminkach za rovnici (277), je (o,/a)>(c,/P), takze v (281a) je vzdy
c.(R)>0.)
Z rovnice (281a) je zfejmé, Zze podminény rozptyl ci(Pl) je pro vSechny hodnoty P,
konstantni. Je tedy splnén vztah (264), t.j. plati
a’ (281)

a

a
c (Pl) =c’ —Giﬁ— =s"...konstanta

Pro rozptyl taznosti dlouhych usekd v tomto ptipad€ plati vztah (265), ktery po dosazeni (279)
a (281) nabude tvar

2 —2 2 2 =2
M T
o2 7 2
==e+ I p(Pr)-=L (282)
" +F2[D(P) n}
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3. STOCHASTICKE MODELOVANI TAHOVE PRACOVNI
KRIVKY, PEVNOSTI A TAZNOSTI SVAZKU

3.1 Idealni svazek a jeho napinani.

Idealni svazek vlaken. Realné textilni vlakenné utvary maji ¢asto formu svazki, tj.
jsou vytvoreny z pfevazné "podélng" orientovanych vldken ¢i jinych délkovych textilii. Takovymi
utvary jsou napt. hedvabi Ci prize, ptasty, prameny, ale tézZ samotna osnova, nebo osnovni ¢i utkova
soustava tkaniny a pod. Pevnost, taznost a tahovou pracovni kiivku takovych svazkl zjis§tujeme
experimentalné jejich napinanim a pfetrhavanim v celistech dynamometru. Pfitom pozorujeme, ze
mechanické vlastnosti svazku nejsou shodné s "primérnymi" vlastnosti jej tvoficich casti, Ze

‘S’2 Pro objasnéni  podstatnych
souvislosti zavedeme piedstavu

M idealniho svazku »n vliaken'.

Predpokladame, ze idealni svazek

h vlaken je tvoren velkym poctem

h (1—|—8) nekoneénych vliaken, rovnych,
rovnobéZznych, ktera se pri

LM\MJ tahovém namahani svazku

vzajemné neovliviiuji.

Na obr. 17a) je takovy ideélni
S svazek zndzornén ve vychozim
X nenapjatém stavu, sevien dvéma

a) b) Celistmi dynamometru na upinaci
obr. 17 délee h.

RozloZeni pevnosti a taznosti vlaken. Viikna ve svazku na obr. 17a) maji
obecné rozmanité tahové pracovni kiivky, riizné pevnosti P a taznosti a. Usporadana dvojice (P,a) je

nahodnym vektorem, jehoz rozloZeni popisuje dvourozmérna hustota pravdépodobnosti u(P,a) s
defini¢nim oborem ® dle rovnice (174)? (tj. P (P, ,P,. ), a €(a_. ,a,. . )). Plati tedy

min > © max

Amax Pmax

Hu(P,a)dea: J Iu(P,a)dP da=1

P,

min

(283)

Amin

) Pro nézornost budeme pojmem "vlikna" oznadovat stavebni jednotky svazku. Ve skute¢nosti to vSak mohou byt
nejen vlakna, ale i nité, nebo jiné délkové textilie.
2 Nasledujici tivahy budou podobné tém, které jsou uvedeny v prvé ¢asti kap. 2.3 (Rozlozeni na kratkych usecich.)
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Stedni hodnotu pevnosti vidken P a stfedni hodnotu taZnosti vlidken @ lze vyjadfit vztahy
FzﬂP u(P,a)dPda c?z”a u(P,a)dPda (284)

Marginalni rozloZeni taznosti a (tj. rozloZeni jen taznosti bez ohledu na pevnosti) je popsano

hustotu pravdépodobnosti
P

g(a) = Ju(P,a)dP
Prin (285)

nebo distribuéni funkei

:a;':g(a)da:j.[PTXH(Paa)dP]da [ ) Jg da=1 (286)

Anin Rnin

(Stfedni hodnotu taznosti vlaken muizeme nyni vyjadfit z rovnic (284) a (285) také vztahem

7= [[au(P.a)dPda= [~ a| [ u(P.a)ap |da= [~ agla)da)

Rozlozeni pevnosti podmnoziny vlaken, jejichz taZnost je pravé a, popisuje podminéna
hustota pravdépodobnosti \V(P|a). (Pevnost P je nahodnou proménnou a taznost a je parametrem

tohoto rozlozeni.) Obecné plati u(P,a) = g(a) \u(P|a) a uzitim (285) miZeme psat
u(P,a) u(P,a)

e - Tu(p.a)ar @8)

P

min

Podminéna stfedni hodnota pevnosti P(a) vyjadifuje sttedni hodnotu pevnosti podmnoziny téch

vlaken, jejichi taznost je prave a Plati tedy

JP\V P|a IP (gfac)l)dpzﬁpfpu(P,a)dP

(288)

Tahové pracovni kiivky vlaken. Ideilni svazek na obr. 17 je tvoten n vlakny s
pof. & i=1,2, ---,n, pro néZ lze uzit vztahy (140) az (163), zavedené v kap. 2.1". Prodlouzime-li
vychozi svazek rovnobéznych vldken pomérnym prodlouzenim € - viz obr. 17b), pak totéz pomérné
prodlouZeni ma i1 kazdé jeho vlakno. i-t¢ vlakno ma pevnost P, taZnost a, a zavislost jeho tahové
sily S; na pomérnym prodlouZenim ¢ je popsana tahovou pracovni krivkou
S =o.(¢)...e€(0,a.

(=0,(e) ...ee( ’>}i=1,2,-~-,n (289)

pro niz specialné plati
0=0,(0) ...tahova pracovni kiivka prochazi po¢atkem soufadnic } (290)

P, =0,(a,)...tahova pracovni kfivka prochazi bodem o soufadnicich @, a P,

(Proti rov. (140) je definice tahové pracovni kiivky dle (289) rozSifena 1 na hodnoty € > a,. Vyrazy
(290) jsou ve shodé se (140a).)

D Je nezbytné, aby se Ctenaf, ktery pieskocil stat’ 2., seznamil dodatecné alespon s kap. 2.1. Tam uzivany pojem
"asek" je v nyné€jSim kontextu tfeba chapat ve vyznamu "vlakno svazku" na obr. 17.
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Napinéni idealniho svazKku. Pfi pomémém prodlouZeni € svazku - obr. 17b) -
pfenasi svazek celkovou tahovou silu S, kterd je souctem tahovych sil S; vSech vlaken.

S,=>.5, (291)
i=1

Kazd¢é S, je dle (289) funkci €, a proto 1 S5 je funkci €. Soustava vztahil (291) a (289) tedy vyjadiuje
tahovou pracovni kiivku svazku vlaken.

Je uzite¢né vyjadiit stfedni silu S*pienasenou jednim vlaknem svazku. Plati pro ni vztah

. S I 292)
s =22 _Vg (
n n; l

Také tato sila je vzhledem k (289) funkci € a soustava (292) a (289) vyjadifuje tahovou pracovni
krivku pripadajici v priiméru na jedno vlakno svazku.

Tahové pracovni krivky definované pevnosti a taznosti. Jsou-li tahové

pracovni kiivky vlaken definované jejich pevnosti a taznosti ve smyslu kap. 2.1, pak existuje vSem
vldkniim spoleéna funkce S(e, P,a), ktera k danym hodnotdam pevnosti P a taznosti a obecného

vldkna pfifazuje tahovou pracovni kiivku. Obecné pak plati vztah (142) a silu v i-tém vlakné

muzeme vyjadfit z (289) ve tvaru
S, =o,(¢)=06(¢,P.a,) ...se<O,a[>}i=1 2 n (293)

kde ve shodé s (290) a (142a) plati
0=0,(0)=5(0,P,4,)
P =c5i(al.)=8(a P,a )

i 2702

(294)

Tahovou pracovni kiivku primérného vlakna vyjadiime nyni soustavou vztahi (292) a (293).

V uvodu kapitoly jsme ptedpokladali, ze idedlni svazek je vytvoten z velkého poctu vlaken.
Pak neni vhodné (a pfi n — oo ani prakticky mozn¢) scitat sily od jednotlivych vldken ptes scitaci
index 7, jak je tomu ve vztahu (292). Je tfeba prejit k integralni formé vyjadreni. Silu S, pfenaSenou
obecnym vldknem o pevnosti P a taznosti a, vyjadiim dle (293) a (294) vyrazy

S=G(8)=<°5(8,P,a)...8e<0,a>}

(295)

0=0(0)=5(0,P,a) (296)

P= G(a) = &(a,P,a)
a rozlozeni pevnosti a taznosti vlaken popisuje hustota pravdépodobnosti u(P,a). Protoze rovnice
(292) vyjadiuje stiedni hodnotu sily pfenaSené jednim vldknem, lze pii velkém poctu vldken ve

svazku zapsat vztah (292) jako sttedni hodnotu spojité ndhodné proménné.
P, a
max ‘max 297
S*:HSu(P,a)dea: J [ JSu(P,a)da}dP 297)

P,

min |4
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Podle (295) je S =0 pro vlakna s taznosti a <¢. Proto - je-li € >a_._ - plati rmaxS u(P,a)da =

—J 0-u(P,a da—i—J (e,P,a)u(P, a)da:Jamxé(s,P,a)u(P,a)da,a(292) ma tvar

€

JSu P a)da}dP J. [ J e, P,a) (P,a)da:lsz

P,

[
S "

min &

Apax | B

max

- J J 8(8,P,a)u(P,a)dP}da e>a_. (298)

Pmin

Je-li ovSem € <a_. , Zadné vlakno se pri takto malém pomérném prodlouZeni ¢ nepretrhne a

min °

stfedni hodnota S” sily pfenasené jednim vlaknem ma uzitim (295) v (297) tvar

S* PJ- [ J‘Su P a)da}dP J- [ J. e, P a) (P,a)da}dP e<a (299)

Pm Pmm

Souhrnné tedy z (298) a (299) nalezneme

g [ P
St = J J. 6(e, P,a) u(P,a)da]dP e<a..
Apmin _P ‘min
a [P (300)
S*= _[ J- 6(e, P,a) u(P,a)dP}da e>a, .
e | Boin

3.2 Napinani, pevnost a taznost svazku napét’ové podobnych vlaken.

Stiredni sila ve vlakné. Pro tahovou pracovni kiivku napétové podobnych vliken
jsme v kap. 2.1 odvodili vztah (148). Vzhledem k (295) Ize tento vyraz zapsat ve tvaru

§=8(c.P.a)=——35(c)  &e(0.q) (301)

c(a)

kde funkce G(g) je "vzorova" tahova pracovni kiivka. P¥ & <a_. nalezneme pro stfedni silu

pfenaSenou jednim vldknem svazku dosazenim (301) do prvni rovnice v (300) vyraz
Amax | Frnax x| Frnax
St = J' [ J- 6(e, P,a) u(P,a)da]dP: J. [ J %8(8) u(P,a)dP]da =
@rin | Prin cla

Ain | Pvin

=5(e) J‘ﬁl IP u(P,a)dP]da e<a,, (302)

Uzitim vztah( (287) a (288) lze vyraz (302) déle upravit.

Amax

S*—G(S)I ! JPuPa)dP]da— ()Jg(a)

al

N
—  —

amm (

>, ol
= E(g)aTx gEZ) TXP \V(P|a)dP} da = E(S)a"j.ax g(a) P(a)da
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A max P
52560 [ P e@)aa c<ay, (09
@min G(CZ)
Stejnym zplisobem nalezneme pii € > a,, po dosazeni (301) do druhé rovnice v (300) vztah
. . Amax 1 Froax
S*=5(¢) ‘!‘ %[P{:HP u(P,a)dP} da e>a,. (304)
a podobné jako v pfedchozim ptipad¢ uzitim vztaha (287) a (288) v (304) nalezneme vyraz
A max P
S*=5(e) J ﬁg(a)da e>a,., (305)
! ola)
Souhrnné z (303) a (305) vyjadiime S* nasledujicim zptisobem
Amax P
S* =6(8) J. _(a)g(a)da Sgamin
Amin G((l)
. (306)
max P
S* :6(8) J _(a)g(a)da 8>amin
! o(a)

Vztah (306) pfifazuje pomérnému prodlouzeni ¢ stfedni tahovou silu S*pienasenou vlaknem
svazku. (V§imnéme si, ze funkce S je v bod¢ € = a,,, spojita, aviak nikoliv nutn¢ hladka.)

L Pf‘edpoklad soumérnych pevnosti. V integralech rovnice (306) je obecné
P(a) #5(a). Casto je viak mozné pro viechna a e(amm,amax) predpokilddat, 7ze podminéna stiedni
hodnota pevnosti % (fj. sttedni pevnost vldken, kterd maji pravé taznost a) je stejna, jako
hodnota G(a) "vzorové" tahové pracovni kiivky p¥i pomérném prodlouZeni € =a; plati tedy
m =5(a).

A
S, P

obr. 18
Ptedpoklad ilustruji dva grafy na obr. 18. Tahova pracovni kiivka (—) kazdého vlékna je

zakoncena bodem (®) vyjadiujicim jeho pevnost a taznost. Na "vzorové" tahové kiivce (====) pak

lezi bod (O) urcujici sttedni hodnotu pevnosti a stfedni hodnotu taznosti vladken. Na ose taznosti jsou
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u dvou riznych taznosti a ¢arkované znazornény diferencidlné malé intervaly da. Hodnoty "vzorové"
tahové kiivky v téchto mistech, tj. E(a), jsou oznaceny (O). Podminéna stfedni hodnota pevnosti

P(a) prave téch vldken, ktera se pietrhla ve sledovaném diferencidlni intervalu (vldken s taznosti a)

je oznacena (+).

Na obrazku 18a) hodnoty E(a) a m splyvaji (v obou zndzornénych diferencidlnich
intervalech a obecné i v kazdém dalSim diferencialnim intervalu, ktery bychom vytvofili). Pfedpoklad
je zde splnén. Pfitom si vSimnéme, ze body ptetrhli (®) jsou jaksi "rovnomérné' rozloZeny '""nad" a
"pod" vzorovou tahovou pracovni krivkou.

V druhém piipadg, na obrazku 18b), jsou hodnoty o(a) a % odlisné. Napf. v prvém
diferencialnim intervalu je m >5(a) (+ je nad O), ve druhém je naopak m <o(a). Vychozi
ptedpoklad tedy splnén neni. To proto, Ze body ptetrhii (®) leZi v jednom misté pievdzné nad a v
jiném pod "vzorovou" tahovou pracovni kiivkou.

Vyraz (306) se s ptredpokladem soumérnych pevnosti a uzitim (286) zjednodusi do tvaru

St = E(s)ajax ;EZ? g(a)da = E(S)GTXg(a)da = 6(8) e<a,.
§ = g(g)aTx IEDEZ; g(a)da = E(S)GTXg(a)da - (307)
: E(S)IHTXg(a)da - I g(a)da] =oe)[1-6le)]  e>an,

PovSimnéme si, Ze stiedni hodnota sily pfenasené jednim vlaknem S™ pfi pomérném prodlouzeni &
svazku zavisi jen na "vzorové" tahové pracovni kiivce a na marginalnim rozloZeni taznosti g(a).

Pevnost a taznost svazku napét’ové podobnych vlaken. Svazek
s pomérnym prodlouZzenim € je napinan silou S,;. Maximum této sily je pevnosti svazku P, a
pomérné prodlouZeni € pti Sy = P, je taznosti svazku a”. Je-li tedy € =a’, nabyva S, svého maxima
P,. Podle (292) lze téz psit P, =(S,)_.=(nS") =n(S")  Velicina ($) =P vyjadiuje

stiedni hodnotu sily, prenasené jednim vlaknem v okamziku pretrhu svazku.

i 7Pi - i Existuji dvé moznosti

S il S P* vniku sily P*, zndzornéné na

T | 11 obr.19. K pietrhu svazku
| nedojde na kiivce I pii e <a

min ?

\
a’ \amin:a nebot’ v této oblasti se nemuze

e ¢ pietrhnout zadn¢ vlakno. Prvni
vldkna se pfe-trhnou az pfi
obr. 19 € =a,. . Na obr. 19a) je pfipad,

kdy zbyvajici vlakna mohou po
urcitou dobu "prebirat" sily od pretrzenych a lze je jeSté dale zatézovat. Ktivka Il (od € =aq,,,) pak
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dale roste, tj. v bodé €=a__ je jeji derivace zprava rostouci. Proces prodluZzovani svazku a
praskani dalsich vlaken pokracuje, aZz pti n&jaké hodnoté € =a” >a,_, jiz nejsou zbyvajici vlakna
schopna "pievzit" sily od vldken pfetrzenych a rozbehne se "lavina" pfetrhii jednotlivych vldken.
Tento bod je maximem kiivky II na obr. 19a) a - nejsou-li na useku II jesté jina a vEétsi maxima -
uréuje pevnost svazku (P, = nP").

Jina situace je na obr. 19b). Pii dosazeni hodnoty € =a__ , a tedy pfi pfetrZzeni prvych vlaken,
nedokazi zbyvajici vlakna "ptfevzit" silu od prasklych vldken, sama bezprostfedné poté praskaji, a
"lavina" pfetrhli se rozb&hne jiz pii tomto prodlouzeni. Funkce II (od € =a_. ) pak klesd (nebo
alespon neroste), tj. v bodé € =a_. je jeji derivace zprava nerostouci. V tomto pifipadé (nejsou-li a

useku II jeste jina, vétsi maxima) je taznost a* =a

min

min

a pevnost svazku je P, =nP* = :n(S*)

("Lavina" ptetrhii se ovSem mize zastavit a tsek II mize dalSim prodluzovanim vytvofit 1 jinad
maxima - viz slabd Cara na obr. 19b). Pak by pevnost a taznost urcovalo to lokalni maximum, které
ma nejvyssi funkéni hodnotu. Stejné€ 1ze ovSem uvaZovat i u obr. 19a). )

Ve varianté dle obr. 19a) nalezneme pevnost svazku P, jako maximum funkce II, ktera plati
pro oblast € > a,_. . MliZeme psat

[dSZ} o S ea (308)

d8 min
Pro derivaci druhé rovnice v (306) nalézame vyraz

ds* df{_, \“= P(a)
W ~a o]

) [dgd(eS)J J- gég g(a)da+5(¢) (%J I;((Z; g(a)da] -
:[dad(ss)]afx I;EZ;g(G)da—E(s)%g(g) (309)

(Uzili jsme obecny vztah pro derivaci podle dolni meze integralu d(jk f (x)dx) / dy=-1().)
y
Uzitim Sy =nS™ a (309) v (308) nalezneme vztah

Oz[dsz} [d(nS)] :n[di} =
de | _ . de » de | _.

L la)aa-s(c) _(8)g<a>} -

~
Nl

do () “Txp
de " C

(310)

143



ProtoZe pocet vldken ve svazku n # 0, plati z pfedchoziho vztahu

52T stea= )slar)-o

*
a

| : (311)
= a >a._.
P a* g(a*) min

Kofen a” této rovnice je hledanou taznosti vlakenného svazku. (Obvykle existuje jenom jeden
kladny koten. Je-li vSak kofent vice, ma vyznam taznosti ten, jemuz piislusi nejvétsi sila.)
Uzitim zavedeného znaceni nalezneme z druhé rovnice v (306) vztah

(o —( T Pla 312
P :(S): G(a)-'.#g(a)da (312)
g=a het G(a)
a pro vlastni pevnost vlakenného svazku pak uzitim S; =nS" a (312) rovnici
Amax P
P, =(Sy) . :(nS*) . :n(S*) . :nP*an(a*)J _(—a)g(a)da (313)
e=a e=a e=a A G(a)

Rovnice (311) a (313) umoznuji vypocitat pevnost a taznost vlakenného svazku, pokud je - jako na
obr. 19a) - derivace (dS */ da) . rostouci, tj. pokud vzhledem k (309) plati

[dci* ) _ [dgd(;;] f @g(a)da—a(g) fg(g)

(52) T sterasten) o

——sgla,,) >0 (G4
G(amin)

~—

~—"

Q

(Symbol "a_,, +" znamena, Ze se jednd o derivaci v bod¢ a

min Zprava!)
Ve varianté dle obr. 19b) je ovSem derivace (dS *[de A nerostouci, takZe je splnéna
podminka
* do frex P Pla,_,
N L P e L A TP
de ) _ . de e o(a)

E(Clmin)

TazZnost svazku (neni-li v II. ¢asti kiivky extrém s vyssi funkéni hodnotou) je zde
a* = amin

min  min

(316)
stfedni tahova sila P* v jednom vlakné pii pfetrhu svazku je vzhledem k prvni rovnici v (306)

Po(s)  =5lay) ] 29

——g(a)da G17)
€=U pmip (j(a)

a pro vlastni pevnost vlakenného svazku uzitim Sy = nS” a (317) nalézame rovnici
. . Amax Pla 3 1 8
o= = () | 0 ela)a a1
., ola)

Vztahy (311) az (318) se dale zjednodusi, je-li splnén dfive zavedeny predpoklad
soumérnych pevnosti, podle kterého pro vSechna a plati P( ) = E(a)
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Pro pripad dle obr. 19a) se zjednodusi vztahy (311) az (314). Podminku (314) lze uzitim
(286) zapsat formou

() [T TG s-slan) G ) -

de e ) 7 c(a) ()
do N
(N e aa- 50 o) -
de e
is
= c;(g) - E(amin) g(amin) >0 (319)
€

rovnice (311) nabude uzitim (286) tvar

(%) Taeow (30 Teow [37) [JenwJsw

Pla)ela)  ola)ela) s(a)ela’)
g)/de 1-G(a’) .

[ 5(e) j gla’) =1 & 7 o (320)

rovnice (312) nabude uzitim (286) tvar

A max P
=l 2 etahaa=5(o) fatohaa=sle” )1l G20
a rovnice (313) bude mit tvar

P, =nP* =n5(a)[1-Gla")] (322)
Pro pripad dle obr. 19b) nabude podminka (315) tvar analogicky k (319).

(ds* j _ [dE(S)] ~-5(a,, )gla,,) <0 (323)

de de

Vztah (316) ziistava nezménén, rovnice (317) nabude uzitim (286) tvar

P =5(ay,) [gla)da=5(a,,) G2
a rovnice (318) bude mit tvar

PZ = nP* = na(amin) (325)

Algoritmy vypocCtli. Postup vypocti (pii splnéni teorému napétové podobnosti)
ukazuje nasledujici piehled:
Varianta a) - Predpoklad soumérnych pevnosti neni splnén.
1. Rozhodovani: Plati a_;, > 0 a souc¢asn¢ podminka (315) ?
ANO - ptejdi na bod 2. (Ptipad obr. 19b).)
NE - pfejdi na bod 3. (Je splnéna podminka (314), ptipad obr. 19a).)
2. Vypotti: a* z (316), P* z (317), P, z (318) a piejdi na bod 3.
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3. Vypoéti: a* z (311) jako kofen (kofeny) rovnice; vypocéti ke kazdému kotenu silu P* z (312),
P, z (313). (Pfi ANO v bodé¢ 1 nemusi jiz Zadny kofen existovat.)
4. Vzniklo-li vice dvojic a*, P,, vyjadiuje pevnost a taznost ta dvojice, ktera ma nejvetsi P,.
Varianta b) - Predpoklad soumérnych pevnosti je splnén.

1. Rozhodovani: Plati a . > 0 a souc¢asn¢é podminka (323) ?

ANO - ptejdi na bod 2. (Ptipad obr. 19b).)

NE - pftejdi na bod 3. (Je splnéna podminka (319), ptipad obr. 19a).)
2. Vypotti: a* z (316), P z (324), P, z (325) a piejdi na bod 3.
3. Vypoéti: a® z (320) jako kofen (kofeny) rovnice; vypocéti ke kazdému kotenu silu P*

z (321), P, z(322). (Pti ANO v bod¢ 1 nemusi jiZz zadny kofen existovat.)

4. Vzniklo-li vice dvojic a*, P,, vyjadiuje pevnost a taznost ta dvojice, ktera ma nejvetsi P,.

3.3 Nékteré jednoduché varianty pevnosti a taznosti svazku vlaken.

Vyuziti substanCni taZnosti a substanfni pevnosti. V této kapitole
uvazujeme, ze vlakna svazku spliuji 1) teorém napét'ové podobnosti (viz kap. 2.1) a 2) predpoklad
soumérnych pevnosti (viz kap. 3.2). Pak plati rovnice (319) az (322), dale (316) a (323) az (325).
Uvedené vyrazy vyjadiime jesté jinym zplisobem.

Z obecné hodnoty pomérného prodlouzeni € a stfedni taznosti vldken a vytvoime

"pomocnou" veli¢inu 7.

t= § (8 =a t)
a (326)
de _
dt =— (de=adr)
"Vzorovou" tahovou pracovni kiivku 6(8) pak miizeme bez ujmy na obecnosti zapsat ve tvaru
5(0)- P 2] =Pl G2)
a
Vhodna rostouci funkce &(¢) proménné ¢ splituje podminky
go)=0  g@)=1 (328)

nebot’ "vzorova" tahova pracovni kiivka dle (144) prochdzi bodem stfedni taznosti @ a stfedni
pevnosti P vlaken; P=5(a). (Vedle proménné ¢ miize oviem funkce &(¢) obsahovat libovolné

parametry, véetné @ &i P.) Derivovanim (327) za uziti (326) nalezneme

do(e) _ dole) dr _ - d&(r) 1 (329)
de  dt de = dt a
a uzitim (327) a (329) mlzeme psat
_dg(r) 1

do(e)/ds P —g 7 _ de(e)/ae
ole)  PEl)  age)

(330)
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Je uziteCné zavést vyuZiti substan¢ni taZnosti 1, vyjadiujici vyuziti stfedni taznosti vlaken

v taznosti vlakenného svazku. Je definované vyrazem

*

a
n, =— (331)
a
Je-li v (326) specidlné € = a”, plati vzhledem k (331) také
- a e a

a uzitim (332) v (330) lze psat

{dE(S)/dS} :{dé(t)/dt} _dg(n,)/dn, (333)
o(e) ate) | . atn,)

Déle definujme "pomocnou' nahodnou proménnou z rovnici

z= (azc?z)

ISTH RN

(334)
dz = df" (da = adz)
a
(Taznost vlaken a je ndhodna promé&nnd, prevracena hodnota stfedni taznosti 1/a je konstanta.) Podle

obecnych pravidel statistiky pro stifedni hodnotu z plati

z-lay (335)
a

a rozptyl s ndhodné proménné z je

2
2=(2) e =(2) =u (336)
z 5 a 5 a

(Symbolem s zna¢ime rozptyl taznosti vlaken. Symbolem v, zna¢ime variaéni koeficient taznosti

vlaken, zavedeny jako bezrozmérné ¢islo.)

Hustotu pravdépodobnosti 4(z) rozloZeni nahodné proménné z mizeme vyjadiit podle
obecnych pravidel teorie pravdépodobnosti vztahem 4(z) = g(a)-da/dz. Uzitim (334) pak nalezneme

rovnici
z)=gla) ! = gla)a (337a)
nebo také
gla)=Lh(z)- éh(i] (337)
a a a
Ve shod¢ s (334) oznacujme
Tpp =220 g, =T (338)
a a

Mezi distribuéni funkei H(z)=r h(z)dz nahodné proménné z a distribuéni funkci G(a)

min

nalezneme uzitim definice (286), vztahu (337), integralni substituce (334) a oznaceni (338) vyraz

Gla)= [ela)da= | %h(%)da =L e adz= Jhl)ae= () (339)

Amin
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(Bude tieba vyjadfit téZ funkci G(g). Se zavedenym znagenim (326) nalezneme analogicky

€ € 1 1 t t
- Jelaaa= [ La{£Jaa=1 [ate) ace= Ju(z)ae= o) (3392)
A min Amin a a a Zmin Zmin
V této form¢ uzijeme vyraz pti vypoctu tahové pracovni kiivky svazku.)
Je-li ndhodna proménna a = a”, stava se hodnota z substanénim vyuzitim taznosti vlaken n,,

nebot’ podle (334) a (331) plati

(], . = [i -, (340)
al,_, a
Z (337) a (339) vyjadiim nasledujici zlomek ve tvaru
l—G(a)zl—H(z)zal—H(z) (341)
gla) 1,0 h(z)
a

a uzitim (340) téz plati

1-G(a) |:1—G(a)} :[al—H(z)} _1-H(n,)

=a

gla’) | &) () h(n,) (342)
Z (326) a (334) pti znaceni (338) vyjadiime jesté nasledujici vztahy
(0, == ===z, (343)
£ a €=l min a
(2),., = (3] = (344)
a=ay, a,_, a

Pro pripad dle obr. 19a) mtizeme podminku (319) upravit pouzitim (329), (327), (337) a
znaceni (343), (344).

(d(i* ] _ [diia)l_am —5(a. )gla. )= [F%&”%J -[Pe()]., Eh(z)} E
Fdi(zmm)

= 1

——P&(zmm)gh(zmm) >0

_ 1

min a

A&(zm )/ Ao 1 (345)
é(zmin) h(zmin)

Déle, rovnice (320) nabude uzitim (333), (342) pii znaceni dle (331), (338) tvar

g)/de I—G(a*)_l dg(n,)/dn, _1-H(n,)
— = — a =1
[ 5(e) l_a* g(a*) aé&(n,) h(n,)
(n,)/dn, 1-Hn,) _ ..
em,)  hn) e F (346)
rovnice (321) nabude uzitim (327), (339) pfi znaceni dle (332), (340) tvar
P =5la")[1-Gla")]=[Pe()]_.[1-H(2)] . =Pen,)[1-H(n,)] (347)
a rovnice (322) bude mit vzhledem k (347) tvar
P, =nP" =nP &(n,)[1-H(n,)] (348)
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Obvykle se zavadi substanéni vyuZiti pevnosti 1 ,, ur¢ené¢ vztahem

N, = P_B (349)
P nP
Tato veli¢ina charakterizuje miru vyuziti stfedni pevnosti vlaken v pevnosti svazku. Z (349) a (347)
nebo (348) pak plyne
n, =&, )[1-H(n,)] (350)
Pro pripad dle obr. 19b) nabude podminka (323) analogicky k (345) tvar
L G S (351)

é(zmin) h(zmin)
Vztah (316) uzitim (331) a (338) nabude tvar

Ctw g, a2
a a
rovnice (324) nabude uzitim (327) a (343) tvar
P = E(Gmin) = [F&(t)]s:amm = ﬁa(zmin) (353)
a rovnice (325) bude mit vzhledem k (353) tvar
P, =nP* =nPg(z,,) (354)
Vyuziti substan¢ni pevnosti bude nyni dle (349) pti pouziti (353) nebo (354)
M = &(Zp) (355)

Misto taznosti a pevnosti je v tomto piipadé mozné pracovat pfimo s vyuzitim substancni
taznosti 1, a vyuzitim substan¢ni pevnosti 1.

Tahova pracovni krivka. Stiedni hodnota sily S pfenasené jednim vlaknem svazku
pii pomérném prodlouzeni ¢ byla pti zavedenych predpokladech vyjadiena rovnici (307). Uzijeme-li
v (307) vyrazy (327)a(339a)ag/a=raa,, /a =z, dle(326)a(338), nalezneme

S*=Pg(r) 1<z,

S =Pe(t)[1-H(1)] >z, (356)
Vlastni tahova pracovni kiivka svazku vlaken je pak dle (292) dana vyrazem

Sy =nS" =nP&(1) t<z,

Sy =nS" =nPg(t)[1- H(t)] 1>z (357)

Algoritmus V)"pOétll 1ze nyni modifikovat nasledujicim zptisobem:
Varianta b) - Predpoklad soumérnych pevnosti je splnén.

A. Uvodni vypodty:
Vypotti funkei &(¢) z (327), funkei 4(z) a H(z) z (337a) a (339), z

z (338).

min

B. Vlastni vypocet vyuziti substan¢ni taznosti a pevnosti:

1. Rozhodovani: Plati z_. > 0 a souc¢asn¢é podminka (351) ?
ANO - pfejdi na bod 2. (Ptipad obr. 19b).)
NE - ptejdi na bod 3. (Je splnéna podminka (345), ptipad obr. 19a).)
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2. Vypocti: n, z (352), n, z (355) a ptejdi na bod 3.
3. Vypocti: n, z (346) jako koten (kofeny) rovnice; vypocti ke kazdému kofenu vyuZziti
pevnosti 1, z (350). (Pfi ANO v bodé€ 1 nemusi jiz Zadny kofen existovat.)
4. Vzniklo-li vice dvojic m,,n,, vyjadfuje skute€né vyuziti pevnosti a taznosti ta dvojice,
kterd ma nejvetsi n,.
C. Urceni tahové pracovni kiivky
Vypocti funkei Sz (356) a funkei S, z (357).

Priklad 1 - GaUSSOVSk)”. Uved'me nejprve jeden zvlasté jednoduchy konkrétni
ptiklad. Necht’ vldkna maji linearni tahové pracovni kiivky. Pak "vzorova" tahova pracovni krivka

je linearni a vztah (327) mé konkrétni tvar

8(8)=F§(§):Fg(t)=l_3§:ﬁt (358)
Odtud vyplyva, ze funkce
)=t (&m)=n,) (359)
a jeji derivace je
dt dn,

Uvazujme dale, ze rozloZzeni pevnosti a taznosti vldken Ize (pfiblizn€¢) popsat

dvourozmérnym Gaussovym normalnim rozloZzenim. Pak hustotu pravdépodobnosti marginalniho
rozlozeni taznosti g(a) popisuje jednorozmérné Gaussovo normalni rozlozeni, definované vztahem

(285), se stiedni hodnotou a a smérodatnou odchylkou s, .

1 (a —5)2
g(a) = exp - 2 amin = —0, amax =0

\/ﬂsa 2s

Nahodna proménna z ma podle (337a) pfi uziti (361), (334) a (338) hustotu pravdeépodobnosti

a 2
1 a
exp| — —5—

(5]

Y PR E B o e, L e,
z _\/ﬁva p 2V2 Zmin_ a - Zmax_ a - (362)

(361)

2

e

h(z)zﬁg(a)zﬁ ! exp[ (a_a)z

Je zfejmé, ze také ndhodnd proménnd z ma Gaussovo normalni rozloZeni (se sttedni hodnotou z =1 a
smérodatnou odchylkou s_ =v_, jak jsme odvodili jiz v (335) a (336) ). VSimnéme si, Zze hustota
pravdépodobnosti /(z) obsahuje jediny parametr, jimz je variaéni koeficient taZnosti vlaken v,.

Ty parametr obsahuje pfirozeng i distribu¢ni funkce H(z), nebot’ dle (339) a (362) je

H(z) = [h(z)de = [h(z)e (363)
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Odpovéd na otazku v bod¢ 1 algoritmu vypoctu je v tomto piipadé NE; podle (362) je totiz
z_. = —o0 < (. Znamena to, ze nemiiZze nastat piipad dle obr. 19b) a feSeni je nutno hledat postupem

uvedenym v bod¢ 3 tohoto algoritmu.
Rovnici (346) miizeme uzitim (359), (360) vyjadfit vyrazem
d&(m,)/dn, 1—H(m)=il—H(m):1 (364)
gn,)  aln,) . hin,)
kde funkce / a H jsou dany rovnicemi (362) a (363). V tomto piipad€ ma rov. (364) jediny kofen n,,.

Jeho hodnota zavisi jen na v,, obsazeném ve funkcich /2 a H. VyuZiti substan¢ni taZnosti vlaken n,
ve svazku zavisi jen na variaénim koeficientu taznosti (jednotlivych) vlaken v, .

Pro vlastni vypocty se v tomto konkrétnim ptipad¢ zavadi jesté normovana proménna u

_ -1
z 1, du = %, u e(—o0,m) (proz =1, zna¢ime u, = n“—, n, =u,v, + 1) (365)
v %

u=
\%

a a a

jejiz rozlozeni popisuje hustota pravdépodobnosti normovaného Gaussova rozloZeni
1 - 366
) =——=e (369

= e
2n

nebo jeho distribucni funkce

1 - (367)
gy (u)du = e 2du
J : TA2W
Porovnanim (362) a (366) miizeme pii zavedeném znaceni (365) psat
1 1 368
O I PSR AY 368

Z (363) (367) a3 68) pf"i pouziti (365) j ako integralni substituce nalezneme také

Ih &= [ >vdu—JgN Jau=Gy(w)  ( H(n,)=Gylx,) ) G

—OOG

Dosazenim (365), (368) a (369) do (364) vznikne rovnice
1 l_GN(ua)_l Va I_GN(ua)
u,v, +1 igN( )_ uv, +1 g (u,)

a

4 (370)

ktera obsahuje hustotu pravdépodobnosti a distribu¢ni funkci normového normalniho rozlozeni,
parametr v, a hledany kofen u,. Z né€j pak uzitim (365) vyjadiime vyuZziti substan¢ni taZnosti 1.
Uzitim (359), (369) a znaceni dle (365) Ize upravit téz vztah (350) pro vypocet vyuZiti
substan¢ni pevnosti 1.
ny =& )[1-H(n,)]=n.[1-H(n,)]= (u,v, +1)[1- Gy (u,)] (371)
Vypoctem kotene u, z rovnice (370) a naslednym vypoctem hodnot n,,m, z (365) a (371)
pro ruzné hodnoty varia¢niho koeficientu v, taznosti vlaken vznikly grafy na obr. 20.
Obr.20 a) znazorfiuje prib&h vyuZiti substan¢ni pevnosti a taznosti v extrémné velkém
rozsahu varia¢niho koeficientu taznosti vladken. VSimnéme si, ze vyuziti substan¢ni taznosti m,

dosahuje kolem hodnoty v, = 0,28 svého minima a poté se opét zvétSuje.
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b) Va
obr. 20

Obr. 20b) zobrazuje tutéz zavislost v
prakticky obvyklé oblasti variacniho
koeficientu taznosti (v, e(O; 0,3), tj. od 0
do 30%). Zejména hodnoty vyuZiti pevnosti
ukazuji, ze realny "ubytek" pevnosti v
disledku variace taznosti vlaken mize byt
znacné velky.

Pro vyjadieni tahové pracovni
kiivky svazku vldken zavedeme podobné
jako v (365) normovanou nihodnou

proménnou

w=l"L o 1) GT2)
\%

a stejn¢ jako pifi odvozeni (369) muzeme
psat
H(1) = Gy(w) (373)
kde G, je distribu¢ni funkci normovaného
Gaussova rozloZeni.
Ve sledovaném piikladé je kazdé

t>z . =—oo,aproto plati v celém rozsahu

t druhé rovnice ve vyrazech (356) a (357).
Uzitim (359), (372) a (373) v (356)

nalezneme

v

a

§* = Pt[1-H(t)]= P(wv, +)[1- G, (w)] = 13{1 -G, [ﬂﬂ (374)
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a pro tahovou pracovni kiivku
svazku vznikne z rovnice (357)
obdobné vztah

Sy, =nS" =

=nP (wva + 1)-

'[I_GN (W)] =

e
_nP{l GN( v ﬂ (375)

Prabéh funkce (374) je
znazorén graficky pro néckolik
hodnot varia¢niho koeficientu v, na
obr.21. VSimnéme si, ze tahova
ktivka svazku linearnich vlaken neni

linearni.



Poznamka 1: K podobnym vyraziim pro mn,,n, bychom také dospéli, pokud by "vzorova"
k
tahova pracovni kiivka byla popsana obecnou mocninnou funkci 6(8) = }_’(gj = Pt*, k>0.Pak by
a

platilo &(¢) = ¢*, d&(¢) /dt = k"™ a vyraz (346) by mél tvar
dg(n,)/dn, 1-H(n,) _kni" 1-H(n,) _ k 1-H(n,)
gm,)  An,) b Al) m A(ny)
ktery se od ptivodni rovnice (364) 1iSi pouze o konstantu k. Postup vypoctu n, a 1, by byl zcela

=1

analogicky.
Poznamka 2: Podobné se tesi 1 pfipady, kdy misto Gaussova normalniho rozloZeni mé taznost

vlaken rozlozeni logaritmickonormdlni. Pak mé taZznost vldken a hustotu pravdépodobnosti

2 2
ln(‘i 1+ij ln(c_l 1+v§j
gla)= 1 exp| - 1 -
N2T /1ni1+v2) a 21n(1+v§) for lln(1+v )ﬁ 2ln(l+v§)
a
kdea, =0, a,  =o. Parametr a je stfedni hodnotou a v, je variacnim koeficientem. Vzhledem

[ oty

Q||>—A

k (337a) a znaceni (334) tedy h 5 , kde z_. =0,
\/2n,/1ni1+v ) 2ln(l+"a)
z . =o. Je vidét, Ze rozlozeni ndhodné proménné z je téz logaritmickonormalni. ProtoZe neni

splnéna podminka z_. >0, jde vypocet (jako u Gaussova rozlozeni) hned na bod 3 vypocetniho

algoritmu. Je-li uzln(21/1+vf)/1lln(l+v5), plati du/dz=w/1+vj/[,/lnil+vjjzw/1+v§}=

= l/l: ln 1+v z}, dz/du = 1llnil-i-vj ) z. Hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné u je
dz

u’ 1
exp ln(1+v) exp[— —}:g (u), tj. je hustotou
d” \/2n,/lni1+vi [ } vam 2 i

pravdépodobnosti normovaného Gaussova rozlozeni. Odtud lze vyjadiit A(z)= gN(u) du/dz =

=gy (u)/[,/lnil—i—vj ) z}. Pro distribu¢ni funkci nalezneme integraci Gy (u) = H(z). Je-li z= M,

uzijeme oznaceni uazln(naw/1+v3 ) / 1/ln(lJrvjj. Rovnici (346) wuzitim (359), (360) a zde

2

h(z

. ;oo . 1 l_GN(ua) 2 l_GN(”a)
odvozenych vyrazi lze upravit do tvaru — =1, ln(l +v, ) ————=1
o gy, [inl1+37]n, | anlu,)

Po vyhledani kotfene u, této rovnice snadno dopocteme substancni vyuziti pevnosti 1, a z (350) a
(359) vyjadiime substan¢ni vyuziti pevnosti n, =1, [1 -Gy (ua )]
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Priklad 2 - WeibUHOVSky. Uvazujme, ze stejné, jako v predchozim piikladu je
"vzorova" tahova pracovni kiivka linearni; plati tedy vztahy (358), (359) a (360). Necht’ dale

taznost vlaken ¢ ma Weibullovo rozloZeni, popsané hustotou pravdépodobnosti

c—1 c

—a . —a.. 376

g(a) = E(a amm J eXp _[a amm ] amin 2 O’ amax =, ae <amin ’amax) ( )
q q q

¢1 distribuéni funkci

G(a)= lexp[(a —ammJ ] (377)
q

(Srovnej s rov. (41) a (42).) Tyto funkce maji tFi parametry: c>1,a__>0a g >0.

min —

Pro stifedni hodnotu taznosti vlaken nalezneme z tohoto Weibullova rozlozeni vztah

7o zr(lj o ( ao = - 1r(1) ] (378)
c c c c

a specialné pti c =1

('7 = %F(%) + amin = q + amin ( amin = ('7 - q ) (3783)

Pro smérodatnou odchylku taznosti vliken nalezneme vyraz

oG

a specialné pfi ¢ =1

S, =q\/zf(3j—%r2(1) g2 1-112 =¢ (379a)

I \2 1

(Odvozeni vyrazil je mj. uvedeno v kap. 1.3 - viz rov. (46a) a (47a).) Pro formalné snaz$i zapis jsme

zde zavedli parametr

K - \/zr(zj—%rz(lj (380)
C C C C

jehoZ hodnota zavisi jen na parametru c. Specidlné pii c =1 je

K, =J%r(3j_irz(l) I e (380a)

1 \2) 1 1
Uzitim rovnice (379) mizeme vyjadiit pomér g/a ve tvaru
q_S/K _s, 1 _v, (381)

a a a K. K,
kde v, =s,/a je variaéni koeficient taZnosti vlaken (jako pomérmné &islo, nikoliv v %). Dale uZitim

rovnice (378) nalezneme pro pomér a,/a vztah

“%m:;[a_zr(lﬂzl_glr(l)zl_ v, lr(lj (382)
a a c \c ac \c K. c \c

a uzitim ptedchozich vyrazl nalezneme pii znaceni dle (334) vztah

a4 _ Gnin. a—l+v”11“(1j
a-dw, _a_a _a K \e -(a/“)‘ﬂlf(lj‘z—_ldf(l) (383)

¢  qla v, /K. v, /K, e \c) v/K. ¢ \c
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Pro ptipad, kdy a = a_, miizeme psat

min

a../a)—1 =1 i

o= /@)1 1 (1 =ZmL+1r(1 o (384)

v, /K, ¢c \¢) v,/JK, ¢ \c a
pficemz pii c =1 je

szmin__l_,_lr 1 :Zmin__1+1 Zmin:aﬂ (384a)

v, /K, 1 \1 v, a
Z rovnice (384) lze vyjadiit variacni koeficient taznosti vlaken v, ve tvaru
K
1= 2 =2 lr(l) v, =(1=z,,)— (385)
K. c \c

1 (1
)
¢ \c
Protoze vSak z , >0, musi platit

K K

Vy SV = (1-0) 5 = ——= (386)

) el

kde veli¢ina v, oznaCuje nejvétsi pripustnou hodnotu variaéniho koeficientu taznosti vlaken

v tomto modelu.

Je-li ¢ =1, nalezneme obdobn¢ z (384a)
va = 1 - Zmin

Ve SV =1=0=1 (386a)
Hustotu pravdépodobnosti g(a) pak vyjadiime dosazenim (381) a (383) do (376).

_cla-ay, c_lex [a-ay, ‘ =l c a—a,.. Hex __ a—a,. ‘ _
g(a)_q( g ) p“ q ” 5(q/67)( q ) p_( q H

(S]] i e

Pro ¢ =1 nabude ptedchozi rovnice pfi uziti (380a) tvar

-t () o {5 ()

-F”f*”ﬂ] a. >0
= ¢ » min

vaa amax =

Uzitim (387) v (337a) pti znaceni (334), (338) najdeme hustotu pravdépodobnosti h(z)

S S

el ¢ amin
_ ( z-1 +1F(1D exp _( z-1 +1F(1D gy = 2 (388)
(Va /Kc) Va /Kc ¢ c va /Kc ¢ ¢ Zmax = 0

(Je zfejmé, Ze ndhodna proménnd z ma rovnéz Weibullovo rozloZeni, avSak s jinymi parametry.)

(387a)
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Pro ¢ = 1 nabude pfedchozi rovnice uzitim (387a) specidlni tvar

_| (a/ﬁ)—l 1 z—1 1 >
' T n20 (388a)
h(z):g(a)azée[ Va Ja:ie{"a ) amln
“ Va amax =
Odpovidajici distribuéni funkei /(z) nalezneme z (339) a (377) pfi uiti (383).

H(z) = Gla)=1- p[(Tj 1 p“ - 1@” (389)

a pro ¢ = 1 pak z pfedchozi rovnice plyne

H(Z)I—GXp[—( il +1r(1n :1_8‘[;,“) (389a)

v,/K, 1 1

Pro ptipad, kdy z = z_. nalezneme pti ¢ > 1 z (388) a pouzitim (384) hodnoty

Wz, )= o /CKC )(va/lgl %FG)J“ exp _(va/—];l + ér(%)” = moc—l exp[-0°]=0

) (390)
Podobné pfi ¢ = 1 najdeme z (388a) uzitim (384a) vyraz
[ Zmin 1 >0 390a
h(zmin):ie ( v, J _Le—o :i amm - ( )
Va V(Z V[l amdx =©

Nyni vyjadiime podminku (351) pro ptipad ¢ > 1. Uzitim (359), (360) a (390) nalezneme

dE.:(Zmin )/dZmin 1 _ 1 1 — 1 l =<1 c>1 (391)

E.:(Zmin) h(zmin) Zmin h(zmin) Z min 0

Je zfejmé, Ze tato nerovnost neni splnéna. Pro pfipad ¢ =1 vSak uzitim (359), (360) a (390a) a

naslednou Upravou za uziti (378a) a (379a) nalezneme

dé(zmin )/dZmin 1 1 1 v N /67 S N
— — a — a — a — a S 1
g(zmin) h(Zmin) Zmin (l/va) Zmin amin/c7 amin 67_Sa
s, <a-s, ST”SI—ST“ 2%"31 Stagl
a a a a 2
v, < 1 c=1 (391a)
2

(Pti Gipravé jsme myj. uzili vztah a_, =a —s,, ktery plyne pfimo z (378a) a (379a).) Z posledniho
vyrazu je ziejmé, Ze pii ¢ = 1 uvaZzovana nerovnost byt splnéna muze.

Souhrnné, je-li c=1 a v, <0,5, pak vzhledem k tomu, také Zze z_, >0, je odpovéd na
rozhodovaci otazku v bodé 1 algoritmu vypoctu (uvedeného za rov. (357) ) ANO. Dle bodu 2 je pak
tieba urcit n, z (352) a n, z (355). UZitim (352) a (359) v (355) s naslednou upravou za uziti (338),
(378a) a (379a) nalezneme pro tento piipad

Tla = Zmin = ariin = - :q = - __S“ = l_va (392)
a a a
nP = F?(Zmin) = Zmin = aTi“ = - :q = - _—Sd = l_va (393)
a a a

Nyni sledujme piipad, v némz c =1 ale v, > 0,5. (Dle (390a) a (391a) je a = a
soucasné v, =, /a =s,/(a

+s,, takZe
+ sa) < 1.) Odpovéd’ na rozhodovaci otazku (391a) je nyni negativni a

min

min
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je nutno pokracovat bodem 3 algoritmu vypoctu. Rovnice (346) mé uzitim vztaht (359), (360) a

vztahti (388a), (389a) v tomto ptipadé tvar
52
l-q1-e '™

dg(n,)/dn, 1-H(n,) 1

- = 1 T]a > Zmin
gn,) o hn) o om, o {re)
—e a
va
ktery Gpravou vede na tvar
[ Mma=t,
1 e [ Y lj 11 v,
_—71:1 _TZI :1 na:Va na>Zmin (394)
na 1 ’[n: +1J na o T]a
—e a Va

(Podminka m, >z, pfi nalezeném feSeni m, =v, znamend, ze v, >z . . Podle Gpravy uzité jiz

v(392) ovSem v, >z, =1-v ,2v, >1,v, >0,5. To vSak je vstupni podminka pro kterou bylo

min

hledano feSeni. Nalezené feseni tedy existuje.) Vyuziti substan¢ni pevnosti dle bodu 3 algoritmu

vypoctu stanovime z rovnice (350) dosazenim (394). Uzitim (359) a (389a) nalezneme

=l 1= ()]~ o 1= 1, ] 1= e U L

v, —1 1
=v, e_( Yo H] =v, eiz+v7 (395)
Souhrnné tedy pro c=1 plati: je-li v, <0,5 vypofteme n_ ,m, z (392) a (393), je-li
v, > 0,5 vypofteme n, ,m, z (394) a (395). VSimnéme si, ze vysledné hodnoty n_, 1, zavisi
pouze na varia¢nim koeficientu v, taZnosti vlaken.
Rovnici (391) jsme ukézali, ze pro pripad c¢>1 neni splnéna podminka (351) uzitd pfi
rozhodovani v bodé 1 algoritmu vypoétl. ReSeni tedy hledame postupem dle bodu 3 tohoto
algoritmu. Veli¢inu 1, hleddme jako kofen rovnice (346), kterou upravime uzitim (359), (360) a pro

piipad ¢ > 1 také dosazenim (388) a (389).
dg(n,)/dn, 1-H(n,)

) )

1

SN . Vit WD P R B Pl (1]
(va/Kc)[va/Kchcr(cD eXp[ [va/Kchc c

1 ! »

na c T]a—l l 1 c—1
(va/KJ[va/Kc ! FUJ

en, (mo-1 1 (1) .

(va/Kc)(va/Kc+cr(cD ! Ml = Zmin (396)
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Vyjadiime-li jest€ K, z (380), najdeme konecny tvar

cn, n, —1

+—1 F(—l) =1 n, >z
2 2 2 2 ¢ mn (397
Va/\/ [ j 12 Z[IJ Va/\/ [ j 12 Z[IJ o -
c c c cJ| c c c c |

Kofenem této rovnice je vyuZiti substanéni taZnosti m, . Jeho hodnota zavisi na dvou

parametrech - na variaCnim koeficientu taznosti vlaken v, a také na parametru ¢ Weibullova
rozlozeni taznosti vlaken.

Vztah pro vyuziti substan¢ni pevnosti 1, vypofteme podle bodu 3 algoritmu vypoctu
dosazenim n, z (397) do rovnice (350). UZitim (359) a (389) nalezneme vyraz

Np %(m)[l_H(na)]ﬂaexp{—(n”—l+ll“(l)]c} (398)

v, /K, ¢ \c

Vyjadiime-li jest€ K, z (380), najdeme konecny tvar

c

n, -1 1 (1
Ny =M, exp| — : +—r(—J 399
TECr "

c c c c

Souhrnné tedy pro c¢>1 vypoéteme 1, ,m, z (397) a (399). VSimnéme si, ze vysledné
hodnoty n,, n, zavisi na variaénim koeficientu v, a na hodnoté parametru c.

Kompletni feSeni vyzaduje jesté uréit zavislost stfedni hodnoty S* sily ptfenasené jednim
vlaknem na pomérném prodlouzeni € a poté i vlastni tahovou pracovni kiivku Sy =nS" svazku
vldken. Pro vypoet S° byla odvozena rovnice (356), obsahujici funkce &(z) a H(¢). V tomto

piikladu plati pro funkci &(¢) vztah (359). Pro funkci H(z) pak plati vztah (389), kde oviem musime

zaménit pivodni oznaceni proménné z za t; tedy

H(f)—lexp[(vt /‘; +lr(l)j ] (400)

Specialné pro ¢ =1 pak z (389a) plati

_ ﬂ.;_] 400a
() =1cn") (4002)
V tomto ptikladé ma tedy rovnice (356) po dosazeni (359) a (400) tvar
S* =Pg(t)= Pt 1<z

gt = p(v;(t)[l—H(t)]z Pt|1- l—exp{—(vz/;c +%FGD} = (401)

—pteXpl:—[ t/_li +lr(l)j ] t>Zmin
Va c C C

V uvedeném vztahu je mozné uzitim (382) pti znaceni (338) upravit vyraz v druhé rovnici.
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Plati

IS IIRZEE Y s (5 BRI P 1r(1j
t—1 1 (1} K.c \c K.c \c t—z.
+ =K

v. /K, ¢ - v, /K - v, /K oy

c a c a

a dosazenim tohoto vyrazu do (401) vznikne
S"=Pg(t)= Pt 1<z

_ t—z )
St = Ptexp{(KcﬂJ ] t>z .
vﬂ

Pro ¢ =1 pak dosazenim (359) a (400a) do (356) najdeme
S*=PE(t)= Pt 1<z

min

§*=Pe(t)[1-H(t)]= Pt 1—{1—e(t”“1+1]} :Fte[t”“lﬂj 1>z

(402)

(403)

(403a)

Uzitim rovnic (392) az (395) pfi ¢ =1 a rovnic (397) a (399) pii ¢ > 1 byly vypocteny hodnoty

N, a Mp, znazornéné v grafech na obr. 22.

1.2 1
1“ c=8 4 2 S - * u.9;; e,
1 e e /f 1
:::::..-; /] \ ___________ .

0.8 \_,L""Tl f/f 0.8 /\ -
0.6 \\ ,‘f 1 0.7 cC—= 8 4

__ 1,1
0-45 0.2 0.4 0.6 :D'BV i 085 N 2HVI: Hla

a) 4 b) a

1] 0.2 D.4: 0.6 1] B: : 1 [0}
Va
9)
obr 22
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Kfivky na obr.22a) vyjadiuji zavislost vyuZiti substancni taZnosti m, na varia¢nim
koeficientu v, taznosti vlaken. Kfivky v pfipustné oblasti variatniho koeficientu, tj. podle (386) ¢i
(386a) v oblasti v, <v jsou vyznaceny silnou plnou Carou. (Teckované Casti kiivek se tykaji

fyzikaln€ nerealné oblasti v, >v, .. tj. z . <0.) Prib¢hy kiivek jsou, jak je zfejmé, zavislé na

a max

hodnoté parametru c. Je zajimavé, Ze pfi ¢ v rozmezi asi 4 aZ 8 se priib¢h, aZ na pfipustnou oblast v _,
prili§ nelisi od varianty Gaussova rozlozeni - srovnej s obr. 20a). V aktudlni oblasti v, e<0; 0,3> lze

tytéz kiivky sledovat podrobnéji na obr. 22b).
Kfivky na obr.22c¢) zndzorfiuji podobnym zplsobem vyuZiti substan¢ni pevnosti mn, v
zavislosti na variacnim koeficientu v, taznosti vldken. Také tyto pribchy jsou zavislé na hodnoté

parametru ¢ a také zde se prib&hy zavislosti pfi parametru ¢ v rozmezi asi 4 az 8§ pftili§ nelisi od
varianty Gaussova rozlozeni dle obr. 20a). V aktudlni oblasti v, e<0; 0,3> je prubeh sledovanych

ktivek podrobnéji vyjadien na obr. 22d).

Zavislost poméru S” / P na veli¢iné ¢ = €/a je znazornéna kiivkami na obr. 23, vypodétenymi z
rovnic (403), (403a) pfi uziti K, dle (380), (380a)a z,, =a,, /a dle (382).
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Jednotlivé grafy jsou zpracovany pro vybrané hodnoty c¢=1,2,4 a 8, kiivky jsou vynaSeny pro
o> UrCENE z (306) ¢i (386a). Symboly

/a byly vypocteny z (382) ¢i (384a). Tyto body oddéluji

vybrané hodnoty v, od 0,03 do nejvyssi pfipustné hodnoty v

(+) ur€uji body ¢ =z . ; hodnoty z_. =a_.
prvni a druhou ¢ast tahové pracovni kiivky - viz rovnice (403) ¢i (403a).

U varianty c=1 pii v, >0,5 si lze vSimnout zfejmé shody typu kiivek se schématem na
obr. 19b). Ve vsech ostatnich ptipadech odpovidaji vypoctené kiivky typem svého priibéhu obr. 19a).
Pfi hodnoté ¢ =4 je zajimavé si povSimnout, Ze pribéhy kiivek jsou blizké¢ Gaussovské varianté na
obr. 21.

Zaveérem poznamenejme, ze poznamka 1 v zavéru predchoziho piikladu 1 (Gaussovsky) plati

obdobné i pro tento druhy, Weibullovsky piiklad.

3.4 Vicekomponentni svazky

Tahova pracovni kfivka dil¢iho svazku. Uvazujme svazek vliken vytvoreny z
m komponent, tj. z m ruznych druhii vlakenného materidlu. Jednotlivé komponenty oznacujme

pofadovym indexem i=1,2,---,m a veliiny, kter¢é se k nim vazi oznaCujme timto indexem

komponenty vpravo dole.
Ve svazku obsahujicim celkove n vldken je n, vlaken od i-t¢ komponenty. Plati

" ini (404)
i=1

Skupinu n, vlaken jedné komponenty mizeme chapat jako i-ty dil¢i svazek, vytvoieny z vldken jen
jedné komponenty. Cely svazek vladken lze pak chapat jako souhrn téchto dil¢ich svazkd.
Stiedni tahova sila v jednom vlaknu i-tého diléiho svazku je (pii predpokladu tahovych

pracovnich krivek vliken definovanych pevnosti a taznosti) dana ve shod¢ s (300) vztahem

Amax i _Pmaxi
S’ = _[ f Gi(e,P,a)u,(P,a)da |dP e<a,;,
Amin i _Pmini
Amax i _Pmaxz
s;=[| | S(e.P.a)u(P.a)dP|da  a,, <e<d,, (405)
€ _Pmin[
Sl* = O amaxi €

Funkce a veliCiny opatfené indexem i se tykaji i-t¢ komponenty. Bez indexu je, krom¢ integracnich
proménnych P a a, jen pomérné prodlouzeni €, nebot’ je spole¢né vSem vlakniim celého svazku. Nad
ramec rovnice (300) je v rovnici (405) dodefinovano S; i pro € >a,,_,, tj. i pro oblast, ve které jsou

jiz v§echna vlakna dilc¢iho svazku pretrzena; pak je v kazdém vldkné jeho tahova sila nulova, a stfedni

tahova sila v jednom vlakné je tedy rovnéz nulova.
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Predpokladame-li, ze vlakna jsou napét’ové podobna, pak z (405) plyne vztah obdobny (306).

S/ =0, (g)aj 5, (a) 8i (a)da &S Uy,
Amax i P (406)
Sz* :61'(8) J —l(a) gi(a)da mmz <8<amaxi
. O, (a)
Sl* = O amaxz - 8
kde P(a) je podle (288) uréeno nyni vyrazem B(a) Pu (P,a)dP/gi (a).
Konecné, je-li splnén i predpoklad soumérnych pevnosti, plyne ze (406) vztah obdobny (307).
S :6( ) gsamini
$ =0, (e)1-G(e)] s <e<an, (407)
S'=0 a...<¢€

maxi

Pro tahovou pracovni kfivku dil¢iho svazku pak ve shod¢ s defini¢ni rovnici (292) plati
Sz,i = niSi* (408)
kde podle miry splnéni zavedenych ptedpokladi uzijeme pro S vztah (405), (406), nebo (407).

V}'lsledné tahova sila v celém svazku je souctem tahovych sil dil¢ich svazka. Plati tedy

S ZSzl > (ns;) (309

i=1
Kazdé S’ je funkci €, a proto i Sy je funkci €. Predchozi vyraz tedy definuje tahovou pracovni
kiivku celého svazku. Podle miry splnéni zavedenych ptfedpokladti uZijeme pro jednotliva S/,
i=12,---,m, vztahy (405), (406), nebo (407).
Pro stiedni tahovou silu v jednom vlakné celého svazku plati
——=—Z( *) = z(n'sl*jzz(uisj) (410)
i=1 i=1

Ve shodé¢ s rovnici (A22) - z ¢asti A této monografie - oznacuji veli¢iny

v, =n/n=n/>n (411a)
i=1

¢etnostni podily komponent.

V praxi byvaji spiSe uvadény hmeotnostni podily g, a jemnosti 7, vliken jednotlivych
komponent. V ¢asti A jsme pro stiedni jemnost vldken ¢ odvodili vztah (A17) ¢ = 1/ ZZI (% / tl.) a pro
délkové podily komponent A, vztah (A18) A, = g,¢/t,. Pro &etnostni podily komponent byl nalezen
vztah (A22). Protoze vSak ve svazku na obr. 17a) maji vSechna vldkna stejnou délku /. =h, ma v
tomto piipadé (A22) tvar v, = (Xl./h)/z:il(Ki/h) = Xl./z:n:l}ui =1,, takZe

V=g = (411)
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Pevnost a taznost celého svazku. Vv rovnicich (405), (406) & (407) je funkce S;
<¢. (V bodech

a,..; hejsou definovany vyssi derivace a nemusi byt definovana ani prvni derivace.) Tahova

mini > “* maxi

jina pro oblast € <a_, , jina pro oblast a,, , <€ <a,,, a]jesté jind pro oblast a

mini max i max i

a
pracovni kiivka celého svazku pak vzhledem k (409) nema definované derivace (vyssi derivace,

nebo i 1. derivaci) v bodech {amin Qi s sy Ay A amaxm} .
Maximum sily S je pevnosti svazku P, a pomérné prodlouzeni € pii S; = P, je taznosti

svazku a”. Pro uréeni pevnosti je obecné tieba vySetfit hodnoty sil ve v§ech bodech mnoziny
a } a nalézt (pokud existuji) maxima na obloucich kfivky

max 1° amax 29 > “max m

{a. a a_. a

min 12 “*min 22 > “minm >

mezi nimi. Maximum ze vSech takto uréenych hodnot je hledanou pevnosti a pomérné prodlouzeni k
nému piislusejici je hledanou taznosti celého svazku vldken. (Uvahy jsou logicky obdobné jako
v ptedchozi kapitole u ptikladu 2 - Weibullovského.) V nasledujicim ptikladu rozebereme podrobnéji

jen jeden velmi jednoduchy ptipad.

Priklad. Uvazujme svazek vldken tvofeny dvéma komponentami (i =1,2, m=2). Kazda
z nich splnuje 1) teorém napét'ové podobnosti (viz kap. 2.1), 2) predpoklad soumérnych pevnosti

(viz kap. 3.2), 3)"vzorova" tahova pracovni krivka je linearni a 4) taZnosti maji Gaussovo
rozloZeni se stfedni hodnotou @, a rozptylem s’ .

"Vzoroveé" tahové pracovni kiivky maji v tomto piipadé tvar

G.(g) = (ﬂ(g) _ Ej (412)

e =
kde P, a, jsou stfedni pevnost a stfedni taznost vldken i-té komponenty.

R |y

de a

i

Hustoty pravdépodobnosti rozlozeni taznosti vlaken jednotlivych komponent jsou

1 (a —-a i)
gla)= \/2—7% expl le} i = 7P Qi = (413)
a distribu¢ni funkce jsou
~ [g(a)da @i
Pro vSechna i je a,  ,6 =—-x,a, . =, takze pro redlné ¢ plati a_ . <e<a, . a vzhledem k

ptedpokladim plati pro stfedni tahovou silu ve vlakné i-té komponenty dle (407) a (412) vztah
57 =5,(e)1-G,(e)] = = [1-G, (e)] (415)

Podle (410) uZitim (415) nalezneme pro sti‘edni tahovou silu ve vlakné z celého svazku vztah

S*:i(oiS,.*Folgs[l— (e )]+02PTS[1_ ]_ (416)
a l

= 0;18 [1— G, (8)] +a,¢ [1 -G, (8)]

kde o, =v, P,/a,, o, =v, P, /a, jsou charakteristické parametry komponent.

R |:u|

Zname-li pomérné pevnosti p,, p, vlaken obou komponent, miZzeme ve shodé s (Al2)
vyjadrit Fl =pt, FZ =p,t,. (t,t, jsou jemnosti vlaken jednotlivych komponent.)
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UZijeme-li jeSte vztah (411) nalezneme
aizutgqu‘ip%l‘i:tq,‘%:tﬁi i=12 (417)
i i ai ai

V ptedchozich vyrazech jsme zavedli nové parametry komponent
B, =g, ‘_” i=1,2 (418)
Dosazenim (417) do (416) lze vyjadrit stfedni tahovou silu ve vlakné tvarem
S*:(xla[l—Gl(s)]+oc28[1—G (e )]—t{B 8[1— e ):|+[32 [ (8)]} (419)
Celkovou tahovou silu ve svazku nalezneme dosazenim (419) do (292). Plati

Sy =nS" =nt{B,e[1-G,(e)]+B,e [1- G, (e)]} = T{B.e [1- G, (e)] + Bre [1- G, (6)]} (420)

kde veli¢ina T =nt vyjadiuje celkovou jemnost svazku vldken. Ze (420) lze snadno stanovit i
napéti ve svazku o, ve smyslu textilni definice (A12), tj. silu, pfipadajici na jednotku jemnosti.

Cy =S72=Bla[l—Gl(s)]Jrst[l—Gz(s)] (421)

Vyrazy (420) ¢i (421) jsou konkrétnim vyjadienim tahové pracovni kiivky svazku vlaken.
Maximum sily S; je pevnosti svazku P, a pomérné prodlouzeni € pifi S; = B, je taZnosti

svazku a”. (TéZ maximum napéti 6, je pomérnou pevnosti svazku p, = P, /T.) ProtoZe tahova
pracovni kiivka (420) je hladka, spliuje taznost rovnici (308), t.j. (dSZ /da)eza* =0. Odtud

[ (nS )/ds] = n(dS /ds) = 0, a protoze n # 0, je (dS*/ds)S:a* = 0. Derivaci (419) najdeme

Stz +s[ ]}+B2{[1 ]+8[—g2(8)]})=
(B

=B, [1- ]+B [1-G,(e)]-Bie g (e ) B.e g, (e) ) (422)
(Funkce G,, g,, G,, g, jsou popsany vztahy (413), (414).) Pro € = a” je pak splnéna podminka

[ ) B B[l_ ]+B[ 2a*]—[31a*g1 a*)—Bza*gz(a*))zo
p[=Gla]ep -G (o]

1g1( )+Bzg2( ) ) (423)

Numerickym feSenim rovnice (423) s vyuzitim rovnic (413), (414) nalezneme 1 az 3 Koreny.

"Spravny" kofen - tj. ten, ktery vyjadiuje skuteénou taznost svazku a”- uréime ze vztahu pro vypocet
pevnosti. Taznost @™ a pevnost P, svazku jsou soufadnicemi jednoho z boda tahové pracovni kiivky,

popsané vztahem (419). Mlizeme proto psat

P, = T{Bla* [I—G1 (a*)]+[32a* [1— G, (a*)]} (424)
Ma-1i rov. (423) vice kofent, pak koten, ktery v (424) vede na nejvétsi hodnotu P, je hledanou
taznosti a” svazku. Soucasné vypoétena hodnota P, je hledanou pevnosti svazku. Misto (424) l1ze

pii Vypoétech uzit také rovnici pro vypocet pomérné pevnosti svazku; ze (421) totiz plyne

=pa’ [1-G(a")]+,a’ [1-G,(a')] (425)
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Vysledky ilustruje numericky piiklad. Uvazujme materialy s nésledujicimi parametry:

Parametr materialu Material 1 Material 2
sttedni pomé&rna pevnost vlaken [N/tex ] p,=0,5 p,=0,3
sttedni taznost vlaken a_l =0,3 (30%) a_z =0,08 (8%)
smérodatna odchylka taznosti S0 = 0,015 S, = 0,024
(var.koef. 5%) (var.koef. 30%)

(Material 1 by mohl piiblizné odpovidat polyesterovym vlakniim, materidl 2 bavin¢.) Tahové
pracovni krivky urcené z (421) uZitim (418), (413), (414) a vztahu ¢, +¢, =1, jsou na obr. 24a).

Tahové pracovni kiivky jsou zde dvouvrcholové (mimo jednokomponentni, pii ¢, =0 ¢1 g, =1).

0. 0.5 =]
GZ "linearni q

[N/ tCX] %297251"’

=]
]

obr. 24
Na obr. 24b) jsou znazornény obdobn¢ pribehy, avsak pfi s,, — 0 a s,, — 0. Tyto kiivky odpovidaji

znamé "linedrni teorii miseni”. Porovnanim grafii 1ze posoudit vliv variability taznosti.

Resenim rov. (423) pti pouziti (418), (413), (414) byly téZ vypoéteny zavislosti pomérné
pevnosti svazku (obr. 25a) a taZnosti svazku (obr. 25b) na hmotnostnim podilu ¢,, znazornéné
silnou Carou. Slabé Cary odpovidaji piipadu, kdy s,, =0 a s,, — 0, tj. "linearni teorii miseni".

*

0.5+ 0.3 ¢
0.4
0.3 0.2 "linearni teorie miseni"
0.2
] 0.1
0.1
ol | | l l | D“ : | | l l |
O 0.2 0.4 0.6 0.8 q 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 q i
1 1
a) b)
obr. 25
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4. TAHOVE NAMAHANI, PEVNOST A TAZNOST MULTIAXIALNI
TEXTILIE

4.1 Namahani vlakna multiaxialni textilie

Multiaxialni textilie. Na obr. 26 je v zakrouzkované ¢asti znazornén textilni vlakenny
Utvar, vytvoifeny ze 4 soustav vlaken", kde kazd4 soustava je ma jiny smér. Podobné utvary ze
soustav vlaken ¢i jinych délkovych textilii budeme nazyvat multiaxialnimi textiliemi.
Tato kapitola se zabyva jen nejjednodusS$imi multiaxidlnimi textiliemi, jejichz vlakenné
soustavy spliiuji (v praxi alespon ptiblizn€) nasledujici predpoklady:
1) vSechna vldkna jsou nekonecna,
2) kazdé vlakno je "rovné", tj. ma tvar pfimky,
3) vlakna jedné soustavy lezi vedle sebe stejné vzdalena,
4) vSechna vldkna jedné soustavy maji stejné vlastnosti,
(napft. vliv variability tahovych pracovnich kfivek se zanedbava)
5) vliv upinaci délky na mechanické vlastnosti vldken lze zanedbat,

6) Vlakna se vzajemné neovliviiuji (t.j. zanedbava se tieni a j.).

Pii pouzivani jsou multiaxialni textilie namahany razné.

P1i jejich zkouSeni se nejcastéji uziva dynamometr ("trhacka")
do jehoz ¢elisti se vzorek textile upne (sevie). Deformace
textilie, vyvozena oddalovanim celisti, pak vy-volava méfenou
tahovou silu. Procesy probihajici pfi takové zkouSce tvofi

zaklad teoretickych uvah této stati.

Geometrie jednoho vlakna. Uvazujme jedno

vlakno jedné soustavy, seviené horni Celisti A a dolni Celisti B

dynamometru, jak je zndzornéno na obr. 27. Na upinaci délce /
(vychozi vzdalenost celisti) je seviena délka vladkna /. Se
smérem osy Celisti svird toto vlakno uhel 3. Body sevfeni
vldkna celistmi A a B jsou ve sméru kolmém k ose celisti
vzdaleny x. Podle Pythagorovy véty plati

=0 -0 (426)

obr. 27

) Pro ndzornost budeme pojmem "vldkna" oznacovat zakladni stavebni jednotky multiaxidlni textilie. Ve skute¢nosti to
vSak mohou byt nejen vlakna, ale i pFize, jiné nité, nebo dalsi druhy délkovych textilii.
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Uhel sklonu vldkna vzhledem k ose &elisti je 9 e(—m/2,7/ 2). Z obr. 27 vyplyvé vztah
cosd = % (427)

Oddalenim dolni celisti do polohy B' se vzdalenost Celisti zméni na 4’ a sledované vlakno se

prodlouzi na délku /'. Podle Pythagorovy véty nyni plati

x* =17 —h" (428)
Pro novy thel sklonu vldkna 3’ z obr. 27 plyne
cos9’ = % (429)
Pro popis zmén délek zavedeme pomérné prodlouZzeni v Celistech
e =h K B = h(1+¢) (430)
h h
a pomérné prodlouZeni vlikna
s,:ll_l:l?—l r=i(1+g,) (431)
Dosazenim (427), (430) a (431) do (429) najdeme vztah
* hll 1
OSS':h—zﬂzcosgﬂ (432)
I’ Z(1+8,) (1+8,)
Porovnanim rovnic (426) a (428) s naslednym vyuzitim (427), (430) a (431) postupné
nalezneme
2 2
g l_ﬁ_ﬁ_ﬁ_zz(ue,) i (1+¢)
- roror P I
1—00828=(1+81)2—C0523(1+8)2 1—00828+C0528(1+8)2 =(1+a~:,)2 (433)

. 2 2 41 2 2]
sl—\/1+cos 8[(1+8) 1] 1—\/1+cos 8[28+a] 1 (434)

Posledni vyraz dovoluje vyjadrit pomérné prodlouZeni vlakna ¢, na zaklad¢ jeho vychoziho sklonu
9 a pomérného prodlouzeni v Celistech €.

S rostoucim pomérnym prodlouzenim ¢ v Celistech nartsta dle (434) i pomérné prodlouzeni
vldkna ¢€,, az posléze dosdhne hodnoty taZzmosti vlakna a a vldkno se pretrhne. Pomérné

prodlouzZeni v ¢elistech p¥i pietrZeni vlakna ozna¢me &”. Z rovnice (433) plyne.

1 2—1 2g
eos 9 oo s(1e ) =(1eaf (1) LT Tlreo

cos’ 9
o _\/(1+a)2—sin28 _1_\/2a+a2 +cos* 9 - 1+2a+az 4
cos’ 9 cos’ 9 cos’> 9 (435)

Pii velmi malé hodnoté € je mozné vyjadrit vztah (434) jednoduSeji, nebot’ s dostatecnou

pfesnosti plati nasledujici priblizné vztahy

Qe+¢g? =2¢
£ <

J1+2¢€ecos® 9 =1+¢ecos” 9

(436)
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Uzitim téchto vyrazi v (434) nalezneme
g :\/1+cos28[28+82]—1§\/1+2800328 —1;(1+8c0528)—1=

=¢gcos’ 9 £ <

(437)

Je-li také taznmost vlakna a velmi mald, pak ze (437) pro pomérné prodlouZeni v Celistech pri
pretrZeni vlakna plati

a=¢g"cos’ 9 g = c12 a< (438)
cos” 9

(TentyZz vysledek nalezneme, upravime-li uzitim ptibliznych vztahii rovnici (435).)

Sﬂy od jednoho vlakna. Pomémé prodlouzeni vlékna € , zpusobi vznik sily F, ve

sméru osy vlakna - obr. 27. Funkce pfifazujici tyto veliiny je tahova pracovni kiivka vlikna

F=o(e,) (0=0(0)) (439)
Specialné mezi pevnosti P a taznosti a vlakna podle (439) plati vztah
P=o0(a) (440)

Jednoduchym ptikladem je linedrni tahova pracovni kfivka, popsana funkci

P
FZ=G(8,)=—81 €, <a
a (441)
E=G(8,)=O g, >a
Silu F, na obr. 27 lze rozlozit na silu F, piisobici ve sméru osy ¢elisti a na slozku kolmou k
tomuto sméru (obvykle zachycenou ohybovou tuhosti nosnikii Celisti). Uzitim rovnic (432) a (439)

nalezneme z obr. 27 pro silu F' vztah

F:ECOSS’:G(S,)11+S cos 9 (442)

/

Dosazenim (434) do (442) vznikne vztah vyjadiujici zavislost sily 7 na pomérném prodlouZeni v
Zelistech ¢ ; funkce zavisi na parametru 9 a na tahové pracovni kiivce vlakna (e 1).

V okamziku pfetrzeni vldkna je €, = a a odpovidajici € = ¢ plyne ze (435). Sila pisobici ve
sméru osy Celisti pii pFetrhu vlikna je pak F = F*. Z rovnic (442), (440) a (435) nalezneme
(1+ a)2 —sin® 9
1+ > -1
. cos” 9
I+¢

F*=o(a)——cos9 =P cos9 =
l+a l+a

\/(1+a)2—sin28
2 2
=P cos” 3 cos3 =P [1- st 92 (443)
l+a (1+a)

Varianta A je zvlasté jednoduchym piipadem piedchoziho feSeni, ktera spliuje

nasledujici predpoklady: 1) pomérné prodlouzeni v Celistech p¥i pietrZeni vlakna je malé (¢* <,
dle (438) je také taznost a < ; velmi malé je i kazdé € < ", takZe plati rovnice (437)),

2) tahova pracovni krivka je linearni (plati rovnice (441)).
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Pro variantu A nalezneme dosazenim (437) a (441) do (442) vztah

P 1 P 1 j2 e(l+e )
F=tg % COSSI—(SCOSZS) e cosS:—cos38(—2) e, <a (e<e’)
a 1+8! a 1+i300528i a l+egcos” 9 (444)
F:O-1+8c059:0 g, >a (8>8*)
I+¢,
Protoze ¢ <, plati téZ ptiblizné vyrazy
1
—————=1-gcos’ §
l1+€cos™ 9 e (445)
e+e’sin® 9—¢g’cos’ Y=g
Jejich uzitim lze provést nasledujici upravu prvého vyrazu ze (444)
P ell+e P P
—cos’ 9(—2) ~ —cos’ 8(1—8c052 8)(1+8)8 = —cos’ 8(1+8—80052 9 —¢” cos’ 8)8 =
a l+ecos”™ 93 a a

P ) P ) P
=—cos’ 8(1+8—8[1—sm2 9]—82 cos? 8)8 =—cos’ 3(8+82 sin® 9 — g° cos? 8) ~ " gcos’ 9
a a a

Podle (444) tedy pro variantu A plati

F=£scos38 g <a (SSS*)
a (446)
F=0 g >a (8>e*)

ProtoZe rovnéz a <, najdeme pro silu ' ptisobici ve sméru osy Celisti pfi pietrhu vlakna uZzitim
(438) ve (446) jednoduchy vztah

F*=£8*00538=£( a )cos:‘S:PcosS (447)

a a \ cos’
(Na obr. 27 je nyni sila F, = P. Taznost a pomérné prodlouzeni v Celistech jsou velmi malé, a proto

rozdil mezi uhly 9 a 9'je zanedbatelny. Vztah (447) pak plyne ptimo z obrazku.)

4.2 Namahani soustavy vliken

Geometrie
soustavy vlaken je
znazornéna schematicky na
obr. 28. V celistech A a B,

Sirokych ¢, na upinaci

délce & je seviena soustava

vlaken  svirajicich  se

smérem osy cCelisti thel 9.

C* 0 Hustotu vldken popisuje
a) dostava  soustavy D.

obr. 28 Vyjadiuje pocet vlaken,

ktera protnou

jednotkovou usecku,
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kolmou ke sméru soustavy. (Analogie tradi¢nich "dostav" u tkaniny.) Kolma vzdéalenost sousednich
vldken je potom 1/D, jak je vyznafeno na obr. 28b) ve zvétSeném detailu zakrouzkované &asti.
Vzdélenost y sousednich vldken ve svérné linii Celisti je pak

_ 1/D _ 1 (448)
cosd Dcos9

Z obr. 28a) je zfejmé, ze v Castech o svérnych linii ¢elisti A a B nejsou vlakna seviena obéma

Celistmi. Tato vldkna pii oddalovani Celisti nepfenasi zadné sily. V obou celistech jsou soucasné
seviena jen vlakna lezici mezi ¢arkovanymi ¢arami, v iseCce ¢*. Z geometrie obr 28a) plyne

es]=>  s-hjed) (449)

¢ =c-8=c—hltg9| (450)

Pii ptili§ velkych thlech 9 mlze nastat situace, kdy nebude Zadné vlakno
sevieno soucasné¢ v obou celistech. V meznim pripadé, ktery je znazornén na
obr. 29, je hodnota tthlu 3 rovna jeho mezni hodnoté 3§ . V tomto ptipadé je

pravé ¢ = 6 a zrovnice (450) nalezneme
¢"=c-0=c-c=0

B et _c _ c (45D
=5 0=c =c h|tg8m| |tg8m| h |Sm| arctgh
Je-li |8| < |8m , mizeme z obr. 28a) urcit pocet vlaiken sevienych v obou
obr. 29 Celistech m = ¢’ / y. Pi pouziti (448), (450) a (451) pak nalezneme vztah
m= < = % = DcosS(c—h|tg8|) = Dccosd| 1- |tg8| |8| < |8m|
vy 1/(Dcos9) g9, (452)
m=0 19> 9,

Pocet vSech vlidken sevienych v jedné &elisti je ¢/ y = Dccos9. Z porovnani tohoto vyrazu s rovnici
(452) vyplyva, ze vyraz (1 —|tg 8|/|tg 8m|) je "korekci" na vliv okraji - t.j. Usekli 0 - Celisti.
Poznamenejme, Ze je-li Celist velmi Sirokd (¢ — o), pak dle (451) také |tg 8m| — oo a korekeni faktor
vlivu okrajit &elisti (1-|tg 8|/|tg9,.[) > 1.

Sily od soustavy vlaken. Pfi tahovém namahani prenasi soustava silu od m vlaken

sevienych Celistmi. VIdkna maji stejné vlastnosti (kap. 4.1), takze kazdé pfenasi silu F (obr. 27). Pro

silu soustavy E, tj. silu pfenaSenou ve sméru osy Celisti od vSech vlaken, pak plati

S = Fm (453)
Tato sila ovSem zavisi na Sifce ¢ Celisti. (Napf. jsou-li Celisti velmi Siroké, napindme mnoho vlaken,
m je velké, a proto sila nutna pro dosazeni daného prodlouzeni je zna¢nd.) Je proto rozumné sledovat
silu, ktera pfipada na jednotku Sifky ¢elisti. Nazveme ji mérna sila soustavy S. Plati
s (454)
c

-r
c

S =
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a dosazenim (442) a (452) do (454) nalezneme vztah

. [te 9|
ccosd 1—|t 9 |
S:Fﬂ=6(8,)1+—80058 8%nl) _
c l+¢, c
:LMOfS(l—%gg%jcﬁQ)%ff— 19]<|9.]
m !
m l+e 0
S=F—=o0(¢,) cosd —=0 |8|>|8m|
c 1+e¢, c

kde veli¢inu g, stanovime z rovnice (434).

(455)

Dosahne-li prodlouzeni v ¢elistech hodnoty € = &" uréené rov. (435), vSechna vlakna soustavy

se pretrhnou. V tomto okamziku ptisobi ve sméru osy ¢elisti kazdé vlakno (seviené obéma Celistmi)

silou F = F*, popsanou rovnici (443). Silu, ktera v tomto okamziku pfipada na jednotku $iiky ¢elisti

nazveme mérnou pevnosti soustavy S°. Ve shodé se (454) ji vyjadiime tvarem

s =rZ
c

Uzitim (443) a (452) ve (456) pak nalezneme vyraz
[t 9]
Dccos9| 1—

§ = _p [y sint9 e8ul) _
¢ (1+a)2 ¢
_ ppeoss f1-Sn8 [ Jted) 19|<|9
(1+a)2 |tg8m| "

.2
si=pMop oY 0, 9]>]9,|
c (l+a) c

(456)

(457)

Sﬂy ve varianté A. Ve variantd A (definované v textu za rov. (443)) lze do rovnice

(454) dosadit (452) a jednodussi vyraz (446). Pro mérnou silu soustavy tak nalezneme

DccosS(l - |tg8| )

s=Lecos’ 9 29, :Dpscos“S[l— e 9]
a c a |tg8m|
= Qgcos’ 8(1—|1|:;g98n|1|] 9]<]9,| a e, Sa(sgs*)
S=0 19]>]9,,| nebo ¢, >a(8>8*)
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kde pro €, mizeme nyni uzit vztah (437). Zavedeny parametr soustavy O je definovan rovnici
0= bp (459)
a

Vyznam parametru Q je zifejmy z obr. 30. Je na ném znazornéno
pocet
laken

%////

D vlaken soustavy, takze Sitka vldkenného pruhu je praveé 1.
Predpokladdejme, ze tento pruh vldken je protazen pomérnym
prodlouzenim ¢, < a. Podle (441) je v kazdém vlakné tahova sila
(P/a)e,. Sila, kterou je mnapnut cely pruh je tedy
D-(Pla)e, =(DP/a)e, = Qg,. Odtud je ziejmé, 7e parametr

soustavy QO charakterizuje tuhost jednotkového pruhu soustavy
pii osovém napinani. (Fyz. rozmér Q je napf. [N/m]).

\ JednodusSim vyrazem lze ve variant¢ A popsat také
mérnou pevnost soustavy. Do vztahu (456) mlzeme dosadit

vedle (452) jednodussi vztah (447) a uzit znaceni dle (459).

b [t 9]
ccosd 1—|t Py | -

s =F" " _ pcos9 8% :DPcos28(l—MJ=

c c |tg8m|

DP tg 9 te 9
:7acos2 8(1_|lg8 ||]:Qacos2 8[1_|lg8 ||j |8|S|8m| (460)

s*=F" "~ pcos9 9:0 |8|£|8m|

c c

Piipomenme je$te, Ze pii pretrzeni soustavy byla pro odpovidajici € = ¢ nalezena rovnice (438).

Tahové namahani "Siroké" soustavy. Skute¢né Celisti prakticky pouzivanych
dynamometrli nebyvaji vzhledem k upinaci délce pfiliS Siroké a vliv okraja Celisti je tedy vzhledem k
rov. (451) a (452) vyznamny. Reédlné formy tahového namahéni multiaxidlnich textilii (napt. v
kompozitnich materidlech) se vSak né€kdy mohou piibliZovat pfedstavé naméahani na hypotetickém

dynamometru s neomezené Sirokymi celistmi (¢ — o) pii spiSe kratkych upinacich délkach 4. V
tomto piipadé lze vliv okraji celisti zanedbat, nebot’ |tg8m| — © (|Sm| - n/2) a

(1 - |tg8|/|tg8m |) — 0 - viz téz poznamka za rov. (452).
Pro vSechny soustavy s thlem |S| # 1t/2 pak plati z rov. (455) a (457)

S=Dol(z,) 5 cos’ 9 (461)
l+¢,

<2
S* = DPcos9 1—&92 (462)
(1+a)
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Jsou-li splnény podminky varianty A, pak pfi |S| #7n/2 ag, <a (8 < 8*) nalezneme ze (458) a (460)

zvlasté jednoduché vztahy
S =Qecos* 9 (463)
S*=Qacos’ 9 (464)

4.3 Namahani multiaxialni textilie s koneCnym poctem soustav

Soustavy. Multiaxidlni textilie, tvofend n vlakennymi soustavami, kde n>2, je seviena
v Celistech dynamometru podobné, jako soustava na obr. 28. Piedpokladame, Ze vldkna napinané
multiaxidlni textilie se vzdjemné neovliviiuji (kap. 4.1, ptedp. 6) ), a proto se kazd4 soustava pfi
oddalovani celisti chova stejné, jako kdyby byla upnuta zcela samostatné. Odtud vyplyva, ze
souhrnna sila piisobici ve sméru osy Celisti je souctem sil vyvozenych jednotlivymi soustavami.

Soustavam pfifazujeme potfadova Cisla i=1, 2, ---,n. Veli€iny, které ptisluSeji pouze jedné
soustavé budeme nadale opatiovat indexem #; obecn€ tedy D,, 8, €, Gi(S ,’l.), P,a, Q,S, S, €.
(V odkazech na dfive odvozené rovnice automaticky predpokladame, ze odpovidajici veliiny jsou
doplnény o index soustavy.) Index soustavy vSak nepfislusi dvéma difive zavedenym veli¢inam:
pomérnému prodlouZeni v Celistech € a mezni hodnoté thlu sklonu vldken 3§ . Tyto veliiny jsou

spoleéné vSem soustavam.

Tahova sila v multiaxialni textilii. Pfi pom&mém prodlouzeni v &elistech ¢

pfipadne na jednotku S$itky celisti jista sila od multiaxialni textilie, kterou nazveme mérna sila R
multiaxialni textilie. Tato sila je sou¢tem mérnych sil S, soustav, které multiaxidlni textilii tvofi.

R= Z":S,. (465)
i=1
V nejobecnéj$im piipade je hodnota S, vyjadiena rovnicemi (455) a (434).
9,
Si:DiCOSZSi 1_|tg l| Gi(gli) Lre |8i|3|8m|
|tg8m| lte,
S=0  [9]>]9,] (466)

kde:
g, = \/1+cosz Si[28+82] -1

Rovnice (465) spolu s (466) vyjadiuje mérnou silu R multiaxidlni textilie jako funkci
pomérného prodlouzeni g, tj. vyjadiuje mérnou tahovou pracovni kiivku multiaxialni textilie.

Ve zvlas§tnim pripadé muize byt kazdd soustava multiaxidlni textilie rovnobéZna s osou
celisti, tj. pro vSechna i =1, 2, ---,n mlze platit 3, =0. (Méma sila R = R, prave takto usporadané

max

multiaxialni textilie je - az do pfetrhu prvnich vldken - evidentné nejvétsi. )
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Pro mérnou silu i-té soustavy S; =S, nalezneme v tomto piipad¢ ze (466) vztah

1max

€ :\/1+COS20[28+82]—1=\/1+28+82 —1=y(1+e)" -1=¢

tg 0| l+e¢
S =D.cos’0|1- | c.(e)]—=D.c,(e 467
I max i ( |tg8m|) 1( )1+8 i 1( ) ( )
a pro mérnou silu multiaxialni textilie R = R, z (465) a (467) vztah
Rmax = zSimax = Zl)z Gi (8) (468)
i=1 i=1
Zveli¢in R a R, lze definovat vyuZiti n, materidlu pfi tahovém namahani multiaxialni textilie.
R
Ne = — (469)

(M, zé&visi na smérech soustav a v obecném pifipadé téz na pomérném prodlouzenim €.)

Z mérné tahové pracovni kiivky Ize stanovit také mérnou pevnost P, multiaxialni textile, a
to jako jeji maximum; P, = max(R). Pomé&mé prodlouzeni v &elistech & =a, odpovidajici pravé
meérné pevnosti R = P, je taznosti multiaxialni textilie. Urcit mérnou pevnost a mérnou taznost
multiaxidlni textile tedy znamend stanovit (vétSinou numericky) totdlni maximum funkce (465)
(po pfedchozim dosazeni S, z (466)).

Varianta A je zvlasté jednoduchym pripadem, kdy kazda soustava splituje podminky
uvedené v kap. 4.1 za rov. (443). Pak lze v rov. (465) vyjadfit S, uzitim (458), (438) a (459).

S, =Qz¢cos* 9,| 1- eS| 19,|<|9,] ae<e;
tg 9|
S =0 19,|>[9,,| nebo &>e;
(470)
kde: .  q, _ DR,
5 cos’ 9, G = a,

Meérnou tahovou pracovni kfivku multiaxialni textilie vyjadiuje nyni rovnice (465) spolu s rovnici
(470).

Funkci (470) vyuzijeme téz ve zvlaStnim piipad€, kdy kazda soustava multiaxialni textilie je
rovnobézna s osou celisti, tj. 3, = 0 pro vSechna i =1, 2, ---,n. Pak pro mérnou tahovou silu S, =S,
kazdé soustavy plati

vof g9
Simax = 0i€cos” 0] 1- =Q¢ e<aq,
tg 9,

=0 €>a,

(471)
Nasledné stanovime veli¢inu R, dosazenim (471) do (468) (tj. do R, = Z; S ) @ VYUZiti m,

dosazenim piedchozich vysledka do (469).
Pfi stanoveni mérné pevnosti P, a taZnosti a, multiaxidlni textile je nutno postupovat

analogicky, jako v pfedchozim, obecnéjSim piipade¢.
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Pravidelna multiaxialni textilie s kone¢nym poctem soustav je &asto pouZivanym
vlakennym utvarem, ktery splituje dva nasledujici predpoklady: 1) soustavy vlaken se odliSuji jen
ve smérech uloZeni a 2) sméry soustav jsou rozloZeny rovhomérné.

Z prvniho ptedpokladu vyplyva, ze mnohé veli¢iny vazici se k soustavdm jsou spolecné a
mohou byt proto oznaCovany bez indexu. Budeme tedy znalit pevnost kazdého vldkna P, taZnost
kazdého vldkna a, tahovou pracovni kiivku kazdého vladkna G(SU), dostavu kazdé soustavy D.
Naproti tomu index i zlstane zachovan u Ghlu 3, a u veli¢in, které jsou tomto thlu zavislé (napf.
u pomérného prodlouzeni vldkna ¢, aj.).

Druhy pifedpoklad ilustruje schéma na obr. 31 (pfiklad multiaxialni textilie se 6 soustavami).
Sméry soustav vyjadiuji vektory v poloroviné nad svérnou linii dolni celisti. Sméry "sousednich"
soustav se 1i$i o stejny thel ©t/n.

Orientovany uhel posledni, tj. n-té

Priklad:
n==~6

soustavy miize nabyvat hodnot z intervalu
9, e(n/2—n/n, n/2); konkrétni hodnota
charakterizuje natoceni textilie pfi jejim
upnuti, vyjadiuje smér jejiho namahani.

Smérové thly soustav lze vyjadiit

vztahem
9,=9,—(n—i)==
i~ Yn n ll’l_
o 4 — — =9 —mt+on (472)
n - -svérna linie dolni Celisti n
’ i=1,2,,n

obr. 31

Mérna sila soustavy v pravidelné multiaxialni textilii. Mema sila
soustavy plyne nejobecnéji ze vztahu (466). Pti upravé tohoto vyrazu pro ptipad pravidelnych
multiaxidlnich textilii uzijeme zavedené predpoklady a vztah (472) a nalezneme

S, = Dcos” 9, [1—|tg8i|]0(sli) Ite 19,<[9,|
|tg8m| lteg,
S, =0 19> 9, (473)

1

kde

:slﬂi=\/1+cos28i [28+82]—1, 8i=8n—n+%n

Meérna sila soustavy v pravidelné multiaxialni textilii - varianta A.
Jsou-li u vSech soustav splnény podminky varianty A (definované v kap. 4.1 za rovnici (443) ), plati

pro mérné sily jednotlivych soustav vztah (470).
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Vyuzitim zavedeného znaceni a rovnice (472) ve (470) nalezneme

Sl.:Qgcos48i[1—|tg8"|} 19,|<|9,|ae<e;
188
S =0 19,|>|9,,| neboe>e; (474)
kde: i
) e =afcos’ 9,, sz, 9 =9 —n+in
a n

Meérna sila pravidelné multiaxialni textilie R je v obecném piipadé dana
rovnici (465) jako soucet mérnych sil S; soustav, pro néZ nyni plati vztah (473). Ve varianté A se pfi
urceni mérné sily R dosadi do rovnice (465) vztah (474). (Pravidelny charakter multiaxialni textilie

tedy nepiinasi zddné zvlastni formalni zjednoduseni.)

Mérna pevnost a taznost pravidelné multiaxialni textilie. Stejné jako v
obecnéjS$im piipadé (viz text za rov. (469) ) se mérna pevnost P multiaxidlni textile stanovuje

(obvykle numericky) jako maximum mérné sily textilie, tj. B = max(R), a taznost multiaxialni

textilie a, jako pomérné prodlouzeni € = a, odpovidajici mérné pevnosti R = B,.

4.4 Nejjednodussi pripad multiaxialni textilie.

Vymezeni textilie. Vibec nejjednodussi feseni tahového namahéni nalezneme
u multiaxialni textilie, kterd spliiuje nasledujici predpokiady: 1) je pravidelna, 2) spliiuje
predpoklady varianty A (pomérné prodlouzeni v Celistech je malé a tahové pracovni kiivka vldken
je linearni), 3) vliv okraju cCelisti 1ze zanedbat (|8m| — /2, viz "$iroké" soustavy v zavéru kap. 4.2)
a 4) pomérné prodlouZeni v ¢elistech neprekroci hodnotu taznosti vliken (¢ <a, a tedy Za4dné

vlakno textilie nemlize byt pretrzeno).

Mérna sila soustavy. Za uvedenych predpokladii vZdy plati:
a) ze 3. podminky |9,[<|9,[=7/2 a
b) ze 4. podminky £ <a < afcos’ 9, =¢.

Pro mérnou silu soustavy pak ze (474) vyplyva jednoduchy vztah
S, = Qecos* 9, kde: Q=E, 81.:8,1—75+L7t (475)
a n
Pro upravu predchozi rovnice uzijeme nasledujici, obecné znamé goniometrické vyrazy:
l=cos’a+sin*a a cos2o =cos’ a.—sin’o. Seétenim nalezneme 1+cos2a =2cos’ o a odtud
cos’a=1+1cos2a. Dale plati sin’oa=1-cos’a, takze sin’a=1-2lcos2a. Kone¢né

pripomefime, Ze cos(o.— 1) = —cosa a sin(a.— 1) = —sina.
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S uvedenymi vyrazy lze provést nasledujici Upravy vztahu (475):

. . 4 X 4
S, = Qecos“(Sn —n+in) = Qa{cos[Sn -7 +Ln)} = Qs{—cos(Sn +Lnj} =
n n n
‘ A\ 11 T
= Qacos"(\‘}n +in) = Q¢ cosz[Sn +in) = Q¢ —+—cos[28n +12n)
n n 2 2 n

S, = Qs{l+lcos 29, +— 27‘C +%cosz(28n+12nj}=

n n

= Qe l+ cos| 29, +— 27‘[ +l lJrlcos 48n+i4n =
4 2 n 412 2 n

{cos 29 )cos(%%t)—sin(28n)sin(%2nﬂ+
+§[cos(49 )cos(%4nj—sin(48n)sin(%4n):}

S = Qs{é +1C05(28n )005(1275] —lsin(ZSH )sin(i%c

n

3 —cos 29, +— 2n +lcos(48n+i4n’ =
8 2 8

DP  (476)
a

1
n

+écos(48”)cos(i4nj—%sin(48n)sin( i 4n } kde O =
n

Meérna sila multiaxialni textilie. Uzitim (476) v (465) nalezneme pro mérmou silu

v uvazované multiaxidlni textilii vztah
R= ZS = Z[ Qg{—+;cos(28 )cos(i2nj—%sin(ZS,l)sin(i2nj+
- n n

1 i l . (0
+—cos(48n)cos(—4n)——sm(48”)sm(—4n]} }:

8 n 8 n

= Q83—n+%cos(28n)Zcos(i2n)—%sin(28n)Zsin(i2n)+
8 2 _—r n 2 vy n

n ; n - 477
+%cos(48n)Zcos(i4n)—%sin(48n)Zsin(i4n) @7
n n

i=1 i=1

Matematické vztahy. Pro dalii Gipravy rovnice (477) odvodime nékteré matematické

zavislosti. Uvazujme komplexni ¢isla

W, =cos (E2nj +i sin(ﬁ 27:) k=12, --.n (478)
n n
Specialné pii k£ =1 je
w, = cos(z—n] +isin(2—nj (478a)
n n
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Mezi témito komplexnimi Cisly plati podle znamé Moivreovy véty vztah

of ol o)l

w, = wf (479)
Zavedeme soucet n komplexnich ¢isel S, = ZZ=1 w, auzitim (478) a (479) jej vyjadiime tvarem
Sn = Z Wk = Z Wlk (480)
k=1 k=1

jako soucet prvych » ¢lenii geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem w, a kvocientem rovnéz w,.

Pro takovy soucet plati znamy vztah

1-w} (481)
1-w,

S =w,

(Vztah snadno odvodime nasledujicim postupem:

w, +wl +L +w1"_1+w1”)(1—w1)
S =(w +w? +L +w”’1+w”)= -
n 1 1 1 1

(I_Wl)

CowAwi AL AW T w] —wi =L —w = = . 1-w/ )
1-w, 1-w, 1l—w1
Dosazenim (479) a (478) do (481) nalezneme rovnici
l—cos(nZRJ—isin "on
1-wy I-w, n n
S, =w =w =W =
1-w, 1-w, (271-) . (275)
I—cos| — |—isin| —
n n
B 1—cos(2n)—isin(2n) B 1-1-7-0 _
) el )
1—cos| — |—isin| — I—cos| — |—isin| —
n n n
=w 0 (482a)

(2nj . (Zn)
1—cos| — |—isin| —
n n

Pro n =2 nabyvé jmenovatel zlomku hodnoty 1-cosmt—isint=1-— (—1)—1’-0 =2 aje tedy # 0. Pro
n >3, lezi thel 2n/n e(O,%n), a tedy sin(2n/n) > 0. Imaginarni slozka ve jmenovateli je pak # 0 a
tim 1 cely jmenovatel zlomku je # 0. Mzeme tedy pro vSechna n > 2 psat
S =0 (482)
Uzitim (478) a (482) ve (480) nalezneme vztah
0= iwk = i{COS(EZﬂT) +isin(£2nﬂ = icos(ﬁbt) + iisin(Ean (483)
k=1 k=1 n n k=1 n k=1 n

Komplexni ¢islo je rovno 0 tehdy, jsou-li redlnd i imaginarni slozka nulové. Ze (483) proto plyne

Zn:cos(ﬁbc) =0 (484)
k=1 n
isin(kbtj =0 (485)
k=1 n

178



Podobné uvazujme komplexni ¢isla

Vv, =CO0s (E4nj +isin ££4nj k=12, --.n (486)
n n
Specialné pro k =1 lze psat
v, = cos(4—n] +i sin(4—nj (486a)
n n

Podle Moivreovy véty plati vztah
k (K 4n) . (4n)]
cos| —4m |+isin| —4m ||=|cos| — [+isin| —
n n n n
v, = V) (487)
Zavedeme soucet n komplexnich &isel O, = ZZ=1 v, a uzitim (486), (486a) a (487) jej vyjadiime

jako soucet ¢lenti geometrické posloupnosti. Postupné nalezneme

) l—cos(n4nj—isin(n4nj
l—=vi 11—y, n n _

Qn:zvk:zvlkzvl =V =V
=l el I=v 1= l—cos(mrj—isin(“)
n

n
1—cos 4n)—zsm(4n) 1-1-=7-0
=V =
! 4r 4r 41 .. (4m
l—cos| — |—isin| — l—cos — |—isin| —
n n n n
0
:Vl
41 .. (4mn
l—cos| — |—isin| — (488a)
n n

Pro n=3 ma jmenovatel zlomku hodnotu [1—cos(4n/ 3)—isin(4n/ 3)] # 1. Pro n=4 ma jmenovatel
zlomku hodnotu [l—cos(4n/4)—isin(4n/4)]=2¢1. Pro n>5 lezi thel 4n/n e(O,%n), hodnota
sin(4m/n) > 0, imaginarni slozka ve jmenovateli je #0 a tim i cely jmenovatel zlomku je # 0.

Jmenovatel je tedy #0 pro vSechna n>3. Naproti tomu pro n=2 ma jmenovatel hodnotu
1-cos(4m/2)—isin(4m/2) = 1-cos(2n)—isin(27) =1-1-0=0 a zlomek ve vztahu (488a) vede

na neurcity V}'/raz typu 0/0. Pro n =2 plyne Q, = Q, pfimo z definice.

ZVk = ;[cos(§4nj +isin(§4nﬂ -

= cos(2n) +zsin(2n) +cos(4n) +isin(4n)=1+i-0+1+i-0=2 (488b)
Souhrnné z (448a) a (448b) plati
0,=2...n=2 (488)
0,=0...n23

UZzitim (486) a (488) v souctu Q, = zn v, nalezneme:

a)?2= Zn:[cos(k )+zsm( ﬂ Zcos[ ) i 3 sin[£4n), je-lin=2,
k=1 n k=1 n

b) 0= i[cos(k j+ i s1n( ﬂ ZCOS( ] i n sin(kmtj, je-lin>3.
=1 n k=1 n
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Z ptedchozich vyrazl plynou nasledujici vztahy

ZCOS 547: =2 n=2

p n (489)
L k

Zcos —4n|=2 n=3

k=1 n

> sin Kanl=0  nx2 (490)
k=1 n

Upraveny vztah pro mérnou silu multiaxialni textilie. Pro piipad n =2
nalezneme dosazenim vyrazii (484), (485) a (489), (490) do vychoziho vztahu (477) vztah

R:Q82+%005(282)-0—%sin(282)-0+%cos(482)-2—%sin(482)-0:

8 2 2 8 8
=Q8%+%COS(49) Qe{ +£11cos( )} Qs{ +%[cosz(282)—sin2(292)]}:
—Qs{ +— [cos 29,)—1+cos’(29, )]} Qs{%+%[2cosz(282)—l]}:

—Qs{ +;cos (292)} n=2 (491)

Pro n > 3 nalezneme analogickym postupem vztah

R:Qs%+%cos(28 )- O—% sm(28 )- 0+Q8 cos(48 )-0— %sin(48n)-0:

3
= 0¢ §” n=3 (492)

PovS§imnéme si, ze pFi dvou soustavach (n =2, soustavy pootocené o 90°) zavisi mérna sila R na
uhlu, pod jakym je tato dvouosa textilie upnuta v Celistech (zavisi na uhlu 9, e(O, n/ 2> ). Naproti
tomu pri 3 a vice soustavach (n >3) nezavisi velikost mérné sily R na thlu, pod jakym je tato
textilie upnuta v Gelistech (nezavisi na thlu 9, e(n/2—n/n, n/ 2)). Jinak fe€eno, textilie ze 3 a vice
soustav se deformuje ve vSech smérech stejné. Lze fici, Ze takova textilie je modulové isotropni.
(Mémym modulem této textilie je pomér R/e = Q-3n/8, coz je pro v§echny mozné hodnoty 3, stale
stejna hodnota.).

Pokud bychom vSechny soustavy uvazované textilie (myslen¢) pootocily tak, aby jejich smér
byl rovnobézny s osou celisti (tj. se smérem tahového namdhani), potom by mérna sila kazdé
soustavy byla dle (471) ur¢ena vztahem

Simax = Q8 (493)
(U pravidelnych textilii jsou vSechny hodnoty O, = O.) Mé&rna sila textilie by byla dle definice (468)

pii uziti (493) Vyjédf"ena ve tvaru
z imax an (494)

Dosazenim (491), (492) a (494) do vztahu (469) miZeme nyni vyjadfit vyuZiti materidlu n, pii

tahovém namahani.
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Nalezneme vztah

Qe l+1cos2(282)
R 272 1,
Ng = = =~ +—cos’(29,) n=2
Ry Q5 2 4 4 (495)
3n
Qe -
Nr :i_ 8 - . nz3
max an 8

Prabéh zavislosti (495) charakterizuje obr. 32.
Textilie ze 2 soustav (tj. n =2) vzajemné pootocenych
o n/2 (pravidelna textilie) ma proménlivou hodnotu

vyuziti materidlu m, v zavislosti na hodnoté¢ thlu
9,=9,. Nejvétsi hodnota n, =0,5 odpovida uhlu

9,=n/2 (resp. 9,=0); smé namdahani odpovida

sméru jedné ze dvou soustav. Naopak nejmensi
hodnota vyuziti n, = 0,25 odpovida thlu 9, = /4, j.

tahovému namahani v "Ghlopficném" sméru. Naproti
tomu textile vytvofené¢ z poctu soustav n>3 maji ve vSech smérech stejnou hodnotu vyuziti
Ny =3/8=0,375.

Poznamky: 1) Zavéry k nimz jsme dospéli plati jenom v ramci ptredpokladii, uvedenych
vuvodu této kapitoly. Jejich platnost zejména nelze rozsSifovat na oblast ptetrh. (Pevnosti
pravidelnych multiaxialnich textilii nejsou ani pii #n > 3 nezdvislé na sméru namahani.)

2) Podle rovnice (495) ma jiz pravidelnd triaxidlni textilie ve vSech smeérech
konstantni vyuZiti materialu n, (tj. je modulové isotropni). Vysledek prvotniho teoretického rozboru
vedl pted ¢asem pracovniky NASA k zadani vyvoje a realizace stroje na vyrobu triaxialnich tkanin,

které se pak uplatnily jako materidl padakt sestupnych modult v projektu Apollo.

4.5 Namahani textilie se spojitym rozlozenim sméru vlaken v roviné.

Problém a idea jeho reSeni. V praxi Gasto pracujeme s textiliemi jejichz vlakna
maji spojité rozlozeni sméra. Jsou jimi textilni Gtvary z pavucin mykacich strojii (rouna, netkané
textilie), vrstvy vldken tvofené pneumaticky a pod. V takovém piipad¢ se v jednom vybraném sméru
- nebo presnéji v nekonecné (diferencialn¢) malém intervalu smérii - vyskytuje jen nekonecné
(diferencidln€¢) malo vlaken; tato vldkna Ize chéapat jako nekonecné 'Fidkou'" soustavu.
V uvazovaném textilnim ttvaru je ovSem nekone¢né mnoho takovych nekone¢né "fidkych" soustav.
Namahani textilniho utvaru se spojitym rozloZzenim smérti vldken miizeme proto chapat jako
namahani zvlastni multiaxidlni textilie, vytvorené z nekonecného poctu nekonecné "fidkych" soustav.
Pro popis mechanického chovéni lze pak s vyhodou vyuzit mnohé postupy a vztahy nalezené v

predchozich statich.
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Sila od jednoho vlakna. V kap. 4.1 bylo studovano jedno vlakno upnuté v obou
Celistech - viz obr. 27. UvaZzujme, ze predpoklady uvedené v tivodu citované kapitoly jsou splnény
(vldkna nekonecnd, rovnd, homogenné rozlozend, stejnych vlastnosti, bez vlivu upinaci délky na
mech. vlastnosti). Pak pro silu 7 od jednoho vlakna, piisobici ve sméru osy ¢&elisti, plati vztah (442)
s pomérnym prodlouZenim vlakna ¢, vyjadienym rovnici (434). Pro pomérné prodlouZeni € = ¢
ve sméru osy Celisti pfi pretrhu uvaZovaného vladkna plati vztah (435). Jsou-li navic splnény
predpoklady varianty A, uvedené za rovnici (443), pak pro F plati jednodussi vztah (446) s ¢, dle
(437) apro € =¢&" vztah (438).

Ve vSech zminovanych vyrazech kap. 4.1 se vyskytuje orientovany uhel 9 e(— n/2,n/2>
sklonu vlakna vzhledem k ose Celisti, a to vyhradné ve tvaru goniometrické funkce cos9 . Plati v§ak
cos9 = cos(—S), a proto vypoctené hodnoty F,¢,,&" nezaviseji na znaménku uhlu S .

Pti feSeni mechanického namdhani textilii se spojitym rozloZenim smérii vlaken je vyhodné;jsi
definovat uhel 9 sklonu vlakna vzhledem k ose Celisti jako neorientovany uhel 9 € <0, n/ 2>. (Takto
zavedeny uhel nerozliSuje, zda je vlakno od osy odklonéno "vpravo" nebo "vlevo".) Zminované
vztahy (442), (434), (435), nebo (446), (437), (438) budou piesto platit beze zmény. Platit budou 1

dalsi dffve odvozené vyrazy, které jsou sudou funkci thlu 9 V.

Pocet vlaken nekonecné "Fidké" soustavy sevieny v obou Celistech nelze
popsat diive odvozenou rovnici (452); nekonecéné "tidk4a" soustava ma totiz nekonecné¢ malou
"dostavu" D. Pro textilie se spojitym rozloZzenim smérti vlaken je tieba odvodit vyraz jiny.

Uvazujme mySleny Fez vlakennou strukturou, vedeny svérnou linii Celisti o Sifce ¢ (srovnej s
obr. 28a) ). Pro pocet vSech vlaken sevirenych v jednotce SiFky celisti (t.J. pfipadajicich na jednotku
délky mysleného fezu) plati vztah n, =k, y/t, odvozeny v &asti A, kap.4.6., rovnice (115); v je
plosnad hmotnost textilie, ¢ je jemnost vladken, vyznam soucinitele k, je popsan v ¢asti A, kap.4.5.
Pocet vlaken sevieny v celé SiFce svérné linie Celisti je tedy

en =Lk (496)

o n

t
V casti A, kap.4.4 je dale odvozen vyraz (103) pro hustotu pravdépodobnosti u*(S)

2)

smérového rozloZeni vliken sevienych ve svérné linii (v mysleném fezu). Jmenovatel zlomku na
pravé stran¢ rovnice (103) je vSak dle ¢asti A, kap. 4.5, rovnice (107) roven veli¢in€ £, , takze
cosd ul 9 cosdul 9
u'(9)= = (9) — (%) 9 e<0,§>
[cos9u(9)ds "
0
(u(S) je hustotou pravdépodobnosti rozlozeni neorientovanych smér. uhlt vldken v celé textilii.)

(497)

D'V dal$im textu budeme odkazovat bez dalsiho zdivodiiovéni i na jiné, dfive odvozené rovnice, které obsahuji jen
vyrazy cos 9, sin” 9 ¢i |tg8

, nebot’ jsou platné i pro neorientovany thel 9 € <0, n/ 2> .

2V rovnici (103) je zapsan otevieny interval uhlu 3. Z poznidmky pod ¢arou v &asti A, kap. 4.1, je vSak ziejmé, Ze
se jedna pouze o zjednodusenou konvenci zapisu. Nedopoustime se proto zadné chyby uvazujeme-li rovnici (103)
platnou i v uzavieném intervalu 3 € <0, TC/ 2> .
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Relativni Cetnost vldken svirajicich s osou celisti thel 3 (pfesnéji thel z diferencidlniho
intervalu (9, 9 +d9) ) Ize vyjadiit vyrazem u*(9)d9. Podet vlaken, ktera jsou seviena v &elisti a

soucasné sviraji s osou elisti Ghel § je dm = cn, -u’(9)d9. Uzitim (496) a (497) nalezneme
—_

celkovy relativni
pocet Cetnost
dm =cn,u’ (8)d9 = %kﬂ %”(9') d9 = %COSSu (9)d8  9e <0, §> (498)

Je zfejmé, Ze pocet vlaken dm , ktera jsou seviena v Celisti a souCasné sviraji s osou Celisti tthel 3, je
nekonecné (diferencialné) maly - soustava je tedy nekonecné "fidka".

V kap. 4.2 jsme na obr. 28 ukazali, Ze v obou Celistech jsou soucasné seviena jenom vldkna,
ktera lezi v tiseku ¢* < c¢. Mé-li soustava thel 9 > 3 _ (mezni hodnota Ghlu - viz obr. 29), je ¢* =0 a
z4dné vladkno neni sevieno v obou celistech soucasné. Pocet vlaken, ktera jsou sevi‘ena v obou

Celistech a soucasné sviraji s osou Celisti uhel 9 je tedy dm=dm-c’ / ¢ . Uzitim dfive odvozenych

vyrazu (450) a (451) ve (498) nalezneme vyjadieni

am =S~ cosu(9) 48 = L cosgu(9) =) 4q _
c t c t c
= P cos9u(9) (1—ﬁtg 9) d9= ﬂcosgu(a)[ —ﬁj d9  9e(0,9,) (499)
t ¢ ¢ tg 9,
dn=09¢(9, ,71;/2>

(Absolutni hodnoty v rovnicich (450) a (451) jsme vynechali, protoze nyni 9 € <0, n/ 2> )

Pocet vldken jedné soustavy multiaxialni textilie sevieny v jedné Celisti (t.j. na délce c) je
podle textu za rovnici (452) dan vyrazem Dccos$; veli¢ina D je dostavou uvazované soustavy.
Porovname-li tento vyraz s dm dle (498) mizeme vyjadrit dostavu nekonecné "Fidké" soustavy.

Dccosé):d%:%cosSu(S) d8D=%u(8) dg (500)

Dostava nekonecné "fidké" textilie je podle ofekavani nekonen¢€ mala. (Vyraz (499) ziskdme také

dosazenim dostavy nekonec¢né "fidké" textilie dle (500) do rovnice (452).)

Sila od vlaken nekonecné "Fidké" soustavy (pisobici ve sméru osy Celisti)
bude oznacovana symbolem ds; je rovnéz veli¢inou nekone¢né malou. Tuto silu mizeme v analogii
k vyrazu (453) vyjadtit souCinem sily F od jednoho vldkna a poctu dm vldken soustavy, kterd jsou
soucasné seviena v obou Celistech.

dS = Fdm (501)

Na jednotku $itky cCelisti pfipadd mérna sila nekonecné "ridké" soustavy dS, urena v analogii ke

(454) vyrazem
a5 =95 _pdm (502)
c c
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Vyjadiime-li F rovnici (442) s g, dle (434) a uZijeme dm ve tvaru (499), nalezneme vztah

cYcosSu(Q)( tthS jd&
g

dSde—mzc(81)1+8c058 ! o =
c l+eg,
= Yo(e,) 5 cos 9| 1 9¢(0,9,)
t 1+81 th (503)
ds = F I _ o(g,) 15 cos s-:o 9 (9, ©/2)
c l+eg,
kde:

= \/1+cosz 8[28+82] -1

Uvazujme, Ze jsme oddalenim celisti vyvodili jistou hodnotu pomérné¢ho prodlouzeni v
Celistech € > a. V tomto okamziku pro jednu nekonecné "fidkou" soustavu plati, Ze je pravé na mezi
své pevnosti, tj. pravé pro ni plati e =¢" (a tedy také €, = a, F = P). Vlakna této soustavy maji jisty
hrani¢ni thel sklonu 3 =9 _. PiepiSeme-li rovnici (435) do této symboliky, miZeme z ni vyjadfit
thel 9,.

2
S P ET (504a)
cos” 9,
2 2 2
(1+8)2_1:2a-2|-a cos® 9 = 2a+2a :2a+a2 (504b)
cos” 9, (1+8) -1 Z2e+e¢
e (504)
8, = arccos 5
2e+¢

(Pokud by bylo pomérné prodlouzeni v ¢elistech € < a, potom by Zadna nekonecné "fidka" soustava

nedosahla meze své pevnosti; vyraz (504) by nebyl definovan.) Nekone¢n¢ "tidké" soustavy s thlem
sklonu vladken 3 <98, jiz pfekonali mez své pevnosti, zatimco soustavy s uhlem sklonu vldken

9, <9 <39, -pokud existuji - ji dosud nedosahly.
Obvykle je 9, <93 . Hranicni pifipad, kdy 9, =9, nastane pfi uritém pomérném
prodlouZzeni v Celistech € = ¢’. Z (504a) plyne

2a+a’ (505)

g =1+ -1

2
cos” 9,

Je-li e>¢' (z (504) vypolteme 9§, >3 ), vSechny soustavy upnuté v obou celistech (3 <9 ) jiz

piekonali mez své pevnosti. Pfehled odvozenych souvislosti charakterizuje nasledujici tabulka:

var.| PO P rodl. | yihel 9, Stav jednotlivych (nekonecné "fidkych") soustav
v celistech €
1 2 3 4
1 c<a neexis- 9 <38, ..soustavy dosud nedosahly mez své pevnosti
tuje (tj. pomérné prodlouzeni jejich vldken €, < a)

9, <9 ..vldkna nejsou seviena ob&ma &elistmi, proto

neposkytuji Zadny ptinos sil
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1 2 3 4

2| g<e<er | 9.<9, 8 <3, ..soustavy piekro¢ily mez své pevnosti
(fj. pomérné prodlouzenti jejich vldken €, > a)
8, <3 <3, . .soustavy dosud nepFekrocily mez své pevnosti
(tj. pomérné prodlouzeni jejich vldken ¢, < a)
8, <98 ..vladkna nejsou seviena ob&ma celistmi, proto

neposkytuji zadny piinos sil

3 e’ <& 9 <9 8 <98, ...soustavy prekrocily mez své pevnosti
(fj. pomérné prodlouzenti jejich vldken €, > a)

8, <98 ..vladkna nejsou seviena ob&ma celistmi, proto

neposkytuji zadny piinos sil

Predpokladame-li, ze tahova pracovni kiivka vlaken G(S ,) nabyva pro ¢, >a nulovych

hodnot, miizeme mérnou silu nekone¢né "Fidké" soustavy dS vyjadfit z (503) s ptihlédnutim

relacim, uvedenym v piedchozi tabulce. Tak nalezneme

-proe<aad e<0,8m>, nebo pro € e<a,6’> a9 e<98,8m>:

ds = 16(81) I+e COSZS[I—ﬂ]u(S)dS
t l+eg, tg 9

m

- jinak: dS =0 (506)

kde &' = \/1+[2a+a2]/cosz 9 -1

g, =\/1+COS29[28+82]—1

9, = arccos\/(2a+a2)/(28+82)

Mérnou silu soustavy ve varianté A odvodime analogicky. Uhel 9. uréime
podobné, jako obecnéjsi vztah (504). Misto rovnice (435) vSak mizeme ve variant¢ A uzit jednodussi
vztah (438). PfepiSeme-li jej do zavedené symboliky, miizeme vyjadrit thel 9. .

.= 621 (507a)
cos” 9,

9, = arccos\/g (507)
€

Pfi € >a existuji soustavy, které nedosdhly meze své pevnosti jen je-li 3, <3 . Hrani¢ni

pfipad 3, =9, nastane pfi uritém pomérném prodlouZeni v Celistech e =¢’. Ve varianté¢ A

nalezneme z rovnice (507a) vztah

oo (508)
cos” 9,

Silu F od jednoho vldkna vyjadiime rovnici (446), uZijeme dm ve tvaru (499) a vyjadiime

V&I

mérnou silu nekonecné "Fidké" soustavy dS z rovnice (502).
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Ptihlédneme-li jesté k souvislostem z predchozi tabulky a rovnicim (507) a (508) nalezneme

-proe<aa 3 e<0,8m>, nebo pro € e<a,s’> a9 e<88,8m>:

Y cos9 u(S)(l _ 89 ]dS

t tg 9
ds = Fd—m:£800538 Sl =
c a c
(509)
:lzscos“\(}(l—ﬁ]u(%})dS
ta tg S,
- jinak: dS =0

kde &' =a/cos’ 9

9, =arccos/a/e

Tahova sila v textilii se spojitym rozloZenim sméra vlaken. pii
napinani textilie se uplatiiuji vSechny jeji nekonecné "tidké" soustavy dohromady. Na jednotku Sitky
Celisti pfipada tahova sila R, jiz shodné¢ s kap. 4.3 nazveme mérna sila textilie se spojitym
rozloZenim sméria vlaken. U multiaxidlnich textilii je R sou¢tem mérnych sil vSech soustav - viz
rov. (465). Textilie se spojitym rozlozenim smérit vlaken je ovSem vytvofena souctem nekonecné
malych mérnych sil dS od nekonecného poctu nekonecné "fidkych" soustav; odpovidajici formou

"s¢itani" je integrace. V analogii ke (465) muzeme psat
9=n/2
R= [ds

9=0

(510)

\Y nejobecnéjéim uvaiovaném pfipadé dosadime dS z (503) do (510) a nalezneme vztah

9=n/2 9=n/2 te 9 /2
jds_ de+ de jy 29( £ ju(&)d8+J-0d8:
S0 w0 o, tgd, :,
Sj T (l—t;g—;})u(S)dS (511)
0 m
kde: g, =\/1+cos2 3[28+82]—1

V kap. 4.3 je zavedena také mérna sila R__ , kterd by vznikla, kdyby byla v§echna vlikna

max ?

rovnobézna se smérem osy Celisti, tj. kdyby kazdé vlakno mélo sviij ihel 3 = 0. Potom by bylo dle
(434) pomérné prodlouZeni kazdého vlikna ¢, =¢ a podle (442) by byla osova sila vyvozena
jednim vlaknem F = G(a). Protoze soucinitel k£, ve vztahu (496) by byl roven 1 (viz ¢ast A, kap.
4.5), byl by poéet vlaken sevi‘enych v &elisti podle (496) vyjadien vztahem cn, = ¢y /t. Mémou silu

R_.. by potom bylo mozné vyjadfit vztahem
pocet vldken sjla od 1 vlakna
—— ——
t)- ofe
R - (cv/t) - o(e) ~Yo(e) (512)

max
c t

V kapitole 4.3 je rovnici (469) zavedeno vyuZiti mn, materidlu pfi tahovém namahani textilie

pomérem 1, = R/R__ . Nyni je mizeme vyjadfit uZitim rovnic (511) a (512).

max
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Tak nalezneme

R l+eg, tgd
nR = = =
Riux Y o(e)
t (513)
1 S
_(1+e) | oe) ool 1 188 u(8)ds
o(e) y 1+¢€ tgd

kde: ¢, = \/1+cosz 8[28+82] -1
Pokud tahova pracovni kiivka vlaken o(g,) nabyva pro €, > a nulovych hodnot, mizeme pro

dS uzit vztah (506), a tak nalézt nasledujici vyrazy:

I) Pro e <a:
9=n/2 9=9, 9=n/2
R= [ds= [ds+ [ds=
9=0 9=0 9=9,,
S /2
= [Lole,) I+e c0329[1—ﬂJu(9)d9+ fods =
t l+¢ tg 9
0 / m 9
=1(1+8)\T G(SI)COSZS 1- g9 u(9)ds 514
t y 1€, tgd (514a)
II)Prose<a,8’>:
9=n/2 9=9, 9=9,, 9=n/2
R= [ds= [ds+ [ds+ [ds=
9=0 9=0 9=9, 9=9,
% °r 1+ tg 9 e
= [0d9 + jlo(gl)—gcoszs[l— £ ]u(S)d8+ fods =
t I+¢ tg 9
0 9, i m S,
=l(1+s)9jm ole)) oegf1_ 8% u(9)d9 (514b)
t 5 1+e, tgd
) Proe>¢':
9=n/2 n/2
R= [ds=[0d9=0 (514c¢)
9=0 0

kde

g' :\/1+|:2a+az]/cos2 9 -1

8,2\/1+00828[28+82]—1 (514d)

9, = arccos\/(2a +a’ )/(28 + 82)

V uvazovaném pitipad¢ plati pro mérnou silu R_, vztah (512) pouze je-li € <a; pro € >a je
evidentné R _, = 0. Vyuziti n, materidlu pfi tahovém naméhani textilie je tedy definovano jenom

pro pfipad, kdy € <a. Pro R zde plati rovnice (514a), ktera je formaln¢ shodnd s (511), a proto
vyuziti 1, miZeme vyjadrit rovnéz vztahem (513).
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Meérna sila textilie ve varianté A. Jsou-li splnény podminky varianty A, mizeme
do rovnice (510) za dS dosadit vztah (509), a tak nalézt nasledujici vyrazy.

I) Pro e <a:
9=n/2 9=9, 9=n/2 S n/2
R= [ds= [ds+ [ds= jlfgcos“s ~ 8% 1(9)ds + fods =
9-0 9-0 9-9,, ol a tg 3, .
9
_Y P f tgd
_7;8 ‘([cos 8[ —E]u(S)dS (515a)
IT) Pro ¢ e<a,8’>:
9=n/2 9=9, 9=9,, 9=n/2
R= [ds= [ds+ [dS+ [dS=
9=0 9=0 9=9, 9=9,,
9, S /2
- [ods + jlfgcos“s(l—ﬂ]u(s)ds + [od9 =
) 3 1 a tgd ;
9
_Y P f tgd
_7;85{003 S[I—E]u(S)dS (515b)
III) Pro € > ¢’
9=n/2 n/2
R= de:deS:O (515¢)
3=0 0
kde
r _ 2
e =alcos’ 9, (515d)
9, = arccosq/a/e

Pro mérnou silu R, plati vztah (512). ProtoZze vSak ¢, =¢ (viz text pied rovnici (512)) a
tahova pracovni kiivka o(e ,) je ve varianté A dana vztahem (431), miizeme mérnou silu R, vyjadfit

rovnici
P
Rmalec(s)zl—s €<a
! ta (516)
Rmax:%c(s):%O:O e>a

Vyuziti 1, materidlu pfi tahovém namahani textilie dle varianta A je definovano jen pro

pfipad € <a. Pro R pak plati rovnice (515a). Uzitim (516) a (515a) v definicnim vztahu (469)

nalezneme pro m, rovnici
S

. ZPs Jcos“S[l—ttg\;}ju(S)dS . 5
- _t4 % E%m _ (eos'g| 1— 8%
Mg = . P = '([cos 8(1 tggmju(S)dS e<a (517)

max 2 ok

t a

Mérna pevnost textilie se spojitym rozloZzenim sméri vlaken

vyjadiuje nejvetsi tahovou silu, pfipadajici na jednotku Sitky celisti; ve shod¢ se symbolikou minulé
kapitoly (text za rovnici (469) aj.) ji oznalime P, = max(R). Pomérné prodlouzeni v &elistech & = as

odpovidajici mérné pevnosti R = P, je taZnosti textilie se spojitym rozlozenim smért vldken. Urcit
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mérnou pevnost P, a taznost a, textilie tedy znamend stanovit totdlni maximum funkce R, dané

nejobecnéji rovnici (511), nebo ve specidlnich ptipadech rovnicemi (514) ¢i (515).

Predpokladame-li, ze R dle (511) je hladka funkce (tj. spojitd a spojita i v 1. derivaci),

muzeme pro uréeni taznosti textilie vyuzit 1. derivaci. Nejprve vyjadiime vyraz
dc(gl )

d(c(sl)]_@(“rsl)c(gl) 1 [dc(e,) 0(8;)] (518)

de, | 1+¢, (1+¢,) :1+8, -

deg, l+¢g,
Derivovanim vztahu (434) dale nalezneme
£=i(\/l+00528(28+82)—1): COSZS(2+28)
de

de 2\/1+cos2 8(28+82) )

cos’ 9(1+¢) cos’ 9 (1+¢)
= = (519)
\/1+00528(28+82) I+g,
takze

d ole,) . d ole,) de, 1 dc(sl)_c(sl) 00828(1+8)_

de| 1+¢, _dal l+¢g, ds_1+8, de, l+eg, l+eg, -
~ do(e,) ofg,))cos’ 9 (1+¢)
T\ de,  1+e ) (14g,) (520)

Derivovanim (511) za uziti (520) nalezneme

ar = %{l(l + S)T T(SI)COSZS(I —ﬁju(é})dé}} =

y 1+¢g, tgd

S

=19f 0(8’)c0529(1_f5_9ju(8)d9+1(1+s)fi(c(g’))coszg(l— g9 Ju(S)d8 (521a)

t < 1+¢, g9 t del| 1+¢, tgd
S
%:l‘[ G(SI)COSZS l—ﬁ u(S)dS+
de 1 l+g tg 9,
‘e d 291
+l(1+8)j[ 0(81)_6(81)J COS ( —ZS)COSZS( _ﬂ]u(g)d‘g:
t oL dg, 1+¢, (1.,.81) tgd
:19"2’ 0(8,)+d0(8,)00528(1+28)2 _6(81)00528(1+8)2 COSZS(I— tg 9 ju(S)dQ
tyll+g de, (1+8,) I+g, (1+81) g3,

(1"'81)2 de, (1"'81)

kde: ¢, :\/1+cos2 8[28+82]—1

dr _ IT{G(SI)I:I_ cos’ 9 (1+g)2 }_ do(e,) cos* 9 (1+28)2 }Coszs(l_ﬁju(g)dg

Z rovnice (434) mizeme téz vyjadrit vztah
(1+¢,)" =1+ cos® 8(28+82): 1+ cos’ 9(1+28+82)—0052 9 =sin’ 9 +cos’ 9 (1+¢)’
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cos’ 9(1+¢)" =(1+¢,)" —sin> 9 (522)
a dosadit jej do (521). Tak nalezneme alternativni vyjadfeni derivace dR/de.

‘ 2_ )
iR lgf c(a,){l(1+8/)2—Sln29]+d0(8l)[(1+81) sin’ 9] cosze(l—ﬂ
0

(1+¢,)’ de, (1+¢,)’ g9,
9, d . 2

%j{ ole) g G(g’)[1(sm Y ] coszg[l——t“’"9 u(8)d9 =
0

l+¢,)’ de, 1+¢,) tgo,
d d in?
ole) g, dole) dole) sin % }00528[1——ttg88 ju(S)dS
g9,

(1+¢,) de, de, (1+¢g,)

ar ¥ | Ire, 98 Gn2geoss|1- €Y |u(9)as+
de ¢ |9 tgd
(523)

2d
+I G(SZ)COSZS( _ g% ]u(&)df}} kde: g, :\/1+cos2 8[28+82]—1
. de, g,

V okamziku, kdy P, = max(R), atedy € =ay, je dR/de = 0. Z (523) tak nalezneme rovnici

ofe,) dc( /)

m

J. Lre, sin28c0528(1— g9 ]u(S)d8+
0 1+8[) tggm

(524)

+J’"d6(81)c

de,

OSZS[I—ﬁJu(S)dS =0 kde: g, = \/1+cosz 9[2az +a§] -1

Z rovnice (524) je mozné vyhledat (obvykle numerickou metodou) jeji koten, jimz je taZnost
textilie a, (obsaZena v proménné ¢,). Mérnou pevnost textilie P, poté nalezneme dosazenim € = ay

0

do piivodni rovnice (511).
26(e,) tg 9
P, :%(l+az)_([ | 11 00528(1—;—8m]u(9)d8 kde: ¢, :\/1+cos2 8[2(1Z +a§]—1 (525)

Existuje-li vice kofent rovnice (524), pak skutecnou taznost a skuteCnou meérnou pevnost vyjadiuje ta
dvojice (a5 , P, ), ktera mé nejvétsi hodnotu P,.

Pokud tahova pracovni kiivka vlaken c(a l) nabyva pro g, >a nulovych hodnot, nelze vztah
(525) pouzit - tahova pracovni kiivka 0(8,) neni v bod€ ¢, =a spojitd, a tedy R dle (511) neni
hladkou funkci. Tahova sila v textilii R je v tomto piipad¢ vyjadiena rovnicemi (514a) az (514d). Je-li
€ <a - rovnice (514a) - namahani zadného vldkna v textilii dosud nedosahuje meze jeho pevnosti.
Je-li € > ¢’ - rovnice (514c) - je tahova sila R trvale rovna 0, takze zadné vlakno jiz neprenasi silu.

M¢érna pevnost a taznost textilie proto nemohou lezet v téchto oblastech, ale pouze v oblasti
€€ <a,8'> popsané rovnici (514b). Je-li v této oblasti funkce R hladkéd, mizeme postupovat obdobné,

jako pfi odvozeni vztahu (525).
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Vyraz (514b) se lisi od vztahu (511) pouze v tom, ze v dolni mezi integralu neni 0, ale
veli¢ina 9, jez je dle (514d) také funkei ¢ . Derivace dR/de je pak vyjadiena vztahem

Sln
R _d 1(1+8)J-Mcos28 1—ﬁ u(9)d9 ;=
de de|¢ 5 1+g tgd,
f ole, )cos 8( g9 )u(S)d8+
by +8[ gSm
9l"n
Z(HS){Jdi[clsial)jCOSZS[I_%JM(S)dS_
5. de g, g

m

dg [ ole,) tg 9
——e | 60?9 | 1-—= |u(9)d9 —A-B
de |:1+8, o8 tg 3 u(9) oo (526)

|-<

m

kde podle (514d) ¢, = \/1+c052 9 [28 + 82] -1, 9, = arccos\/(2a +a2)/(28 +¢) a zavedené symboly

A a B oznacuji vyrazy

9n"l
A= l{ J- MCOSZS(I—E]MS)&Wr
€9

ts l+eg, g
9
3 d 6(81) 2 th
1 — 9 1-—= (u(9)dS
+( +8)9'[ ds[l+a,)cos tgd u( ) (527)
B=Y(14+¢)3% Mcoszg 1-2% 1(9) (528)
t de | 1+¢g, tg 9, -

. . . (p)
(Ptipomenme, Ze pro derivovani podobnych integralii plati obecny vztah d“w(p) f (x, p)dx:| / dp =

= J’:((:))dfg);p)dwr dczi)p)f([w(p)],p)_ dle(pp) ([\If(p)],p).)

Vyraz na pravé strané rovnice (527) je az na dolni mez shodny s pravou stranou vyrazu

(521a). Postupem, jimz jsme upravili vztah (521a) do tvaru (523), mlizeme upravit i vztah (527).

ole,) dc( /)

9
4=1 J-1+8’ sinZSCOSZS(l—ﬁju(S)dS+
t 9, 1+81 tggm
9 d (529)
+ G(S’)coszs[l—ﬂ]u(s)dg}
5. de, tg 9,

V hranaté zavorce rovnice (528) nabyvé uhel 9 hodnoty 9. Uhel 9 se viak vyskytuje i uvniti
vyrazu definuyjictho veli¢inu ¢, - viz (434) nebo (514d). V tomto pfipadé je tedy
(81)929‘ = \/1+cosz 98[28 + 82] —1. Dle (504b) &i (514d) je vsak cos \98(28 +82) =2a+a’, takze

. :\/l+cosz88[28+82]—1=\/1+2a+a2 —1=4(1+a)’ -1=a (530)

(Vyraz plyne téZ ptimo z definice thlu 3, - viz text pfed rov. (504a).)
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V (528) je téz derivace d3, /de. Z rovnice (434) nebo (514d) pro ni nalezneme nasledujici vztah.

ds. d [2a+a? = 1 —(2a+a?)(2+2e)
—~& = —| arccos = |= 5 =
de de 2e+¢ \/1_2a+a2 2a+a’ (28+82)

2
2¢+¢? \/28+82

2a+a’
B 1 2e+e2  l+e 1 cos’9, l+g
_\/1_2a+a2 \/2a+a2 2e+¢’ _\/l—cosZSS \/cosz\‘}8 2e+¢’
2e+&” \2e+¢’
1 cosY, 1+e 1 l+¢ (531)

Csin9, 1 2e+ge’  tg9, 2e+¢’

Dosazenim (530) a (531) do (528) vznikne vyraz

B= %(1 o) B [MCOSZS[I —ﬁ)u(\“})} =

de | 1+¢g, tgd

“Y(14e) L 1FE o) oy (1288 )y (5.) =
t tgd, 2e+¢e” l+a tgd
1+g)’ :
_rl +8)2 ola) cos’. (| _te9. ), g (532)
t2e+¢e” 1+a tg9, tgd
Uzitim (504b) miZeme ovSem upravit nasledujici zlomek
(e ey [(+e) 1]+ | |
2ove’ (1r2ere)1 (1vof =1 (eef1 | 2ava’
+2e+¢ )—1 (1+¢) -1 (1+g) -1 2a+a
cos” 9,
4 cos” 9,
T T et (533)

a dosazenim tohoto vyrazu do (532) ziskame pro B vztah

_y (1+¢)” ola) cos’8, (1_ tg9, JM(SS)

Tt 2e+el l+a tg 9, tg9 -
2 2
=1c5(a) 1+cos 82 cos™ 9, - tgd, u(SS)
t1+a 2a+a” ) tg9, tgd,, (534)
Dosazenim (529) a (534) do (526) nalezneme hledanou derivaci dR/de ve tvaru
0(81)_(16(81)
S
%:A—B: vflte,  de sinzx‘}cosz\‘}[l—ﬁ]u(\‘})d\qﬁt
de t (1+e, tg9,,
‘ed
+J 6(81)c0328 l—ﬂ u(9)ds -
5, de, thm
o(a)(, cos’9, \cos’9, tg9, (535)
- 1+ : 1- u(9,)
l+a 2a+a” ) tg9, tgd
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V okamziku, kdy P, = max(R), a tedy € = as, je dR/de = 0. Z (535) tak nalezneme rovnici

0(81)_(10(81)

9

m 1

J te,  de SiHZSCOSZS[l—ﬂju(S)dS+

s (1+e, tgd,,

S'“dcs(s,) 5 tg 9
+ cos’ 3| 1——=— |u(9)dS -

S-[ de, ( thm] () (536a)

2 2 t

_lc(a) L. Sos 8; cos 9, - g9, u(8.)=0

t 1+a 2a+a” ) tg9, tgd

kde misto obecnych vztahli (514d) je nyni specidlné
81:\/1+c0s28[2a2+a22]—1
(536b)

9, = arccos\/(2a +a’ )/(2(12 +a22)
Z rovnic (536a) a (536b) je mozné vyhledat (numerickou metodou) koten, jimz je taZnost
textilie a, (obsazend v proménnych €, a 3§, ). Mérnou pevnost textilie P, poté nalezneme
dosazenim € = a, do piivodni rovnice (514b).
9
m G 8
P %(ME)]Mcoszg(l_ﬂ]u(s)dg

3 1+eg tg 9, (537)

kde: g, = \/1+cosz S[Za2 +a§] -1,98, = arccos\/(Za +az)/(2a2 +a22)

Existuje-li vice kotfenti rovnice (537), pak skutecnou taznost a skutecnou meérnou pevnost vyjadiuje ta
dvojice (ay , P, ), ktera ma nejvétsi hodnotu P, .

Mérna pevnost textilie ve varianté A. Tahova sila v textilii R je pro variantu A
vyjadiena rovnicemi (515a) az (515d). Je-li € <a - rovnice (515a) - namahani Zadného vlakna dosud
nedosahlo meze jeho pevnosti. Je-li € > ¢’ - rovnice (515¢) - je tahova sila R trvale rovna 0, takZe
zadné vlakno jiz neptfenasi silu. Mérna pevnost a taznost textilie proto musi lezet v oblasti ¢ € <a,8'> ,
popsané rovnici (515b) a lze je urcit z 1. derivace této funkce.

Derivovanim (515b) nalezneme
9

D :illfe o _ﬁju(sm]:

de  de 3 tgd

S
:15 Jcom(l_ﬂ]u(g)dg_lﬁg%cos‘*gg[l—::gju(sg) (538)

Z (507) ¢i (515d) nalezneme derivovanim a Gpravou za uziti (507a) vyraz

dg, d arccos\/g -l 1 -a_ 1  ale 1 _
de de € Jl—ale 2 Jale € J1—a/e \Jale 2¢

B 1 cos’9, 1 1
\/1—00329S \/coszé}E 2e  2etg9,

(539)
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a dosazenim (539) do (538) ziskame derivaci dR/de ve tvaru
9

n tg I
ﬁzlfjcos“s 8% u(S)dS—lES 1 cos*9, [ 1-->oe {u(9,)
de t a 5 th\m t a 28tg8h thm
_‘9 4 7
. t
:lfi.pmyg -89 ) (9)ag -8 Ve[ 185 (g ) (540)
taly g9, 2tg9, g9,

A% okamiikil, kdy P, = max(R), a tedy € = as, je dR/de = 0. Z (535) t_ak nalezneme rovnici

9“’\

! t

rP Lm¢91—l5i149d9—m5881—g88uﬁh)zo

talg tgd 2tg 9, tgd
9 4

d 9, tg 9,

jco§9(1—-§51)u(9<ﬂ}=cos h(l— ) h]u(Sg) (5412)
9, tggm 2tg8£ tggm

kde misto obecného vyrazu z (515d) je nyni specialné
9, = arccos = [az = 621 ] (541b)
\ as cos” 9,

Z rovnic (541a) a (541b) lze vyhledat (vétSinou numerickou metodou hledéani kotentt) jedinou
neznamou, jiZ je taZnost textilie a,, obsaZzenou v proménné 9 ,. (Prakticky je tfeba vyhledat koten

9, rovnice (541a) a potom vyjadfit a, z (541b).) Mérnou pevnost textilie P, nasledn¢ stanovime

dosazenim € = a,; do ptivodni rovnice (515b).

Sln
SR <m§8(l—l§§Juﬂﬂd9
tg 9,

t a
a
arccos, [—
as

PZ
(542)

4.6 Priklad feSeni varianty A s modelovym rozloZenim sméri vlaken.

Zadani pf'ikladu. Uvazujme textilii se spojitym rozloZzenim sméra vladken, ktera spliuje
predpoklady uvedené v uvodu kapitoly 4.1 (vldkna nekone¢na, rovna, homogenné rozlozena, stejnych
vlastnosti, bez vlivu upinaci délky na mech. vlastnosti).a dale jest¢ predpoklady varianty A, popsané
za rovnici (443) (mald pomérna prodlouzeni v Celistech € a linearni tahova pracovni kiivka vlaken).

Smérové usporadani vlaken v textilii necht’ odpovida modelu, odvozenému v ¢asti A, kapitole
4.2. Hustota pravdépodobnosti f (\|1) rozlozeni orientovanych ahla y e (—n/ 2, + n/ 2), které sviraji
vldkna s nejcetnéjSim (obvykle "podélnym") smérem je pak popséna v Casti A, kapitole 4.2 rovnici
(74).

Uvazujme, ze tato textilie je seviena v Celistech dynamometru tak, ze nejcetnéjsi smér svird s
osou celisti jisty thel a e (—n/ 2, +TE/ 2). Svérnou linii Celisti je pak mozno povazovat za mysleny
"fez" textilii a uzit vysledky odvozené ¢asti A, kapitole 4.6. Hustota pravdépodobnosti smérového
rozloZeni orientovaného thlu & (—n/2, +m/2), ktery sviraji vlikna s osou Celisti (tj. s norméalou

fezné roviny) je dle ¢asti A, rov. (110) vyjadiena funkci f (oc+§) (§ je proménna, o je parametr
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rozlozeni). Hustota pravd&podobnosti u(9)smérového rozloZeni neorientovaného iihlu 9 = |§ ,
9 €(0,m/2), je podle &asti A, rov. (112) vyjadtena tvarem u(9) = /(o +9)+ f(a—9). Vzdjemnym

dosazenim rovnic (74), (110) a (112) z ¢asti A nalezneme

u(9)=f(oa+9)+f(a-9)
. I C
kde: f{o+9)= Cz—( ~1)cos’(a+9)’ (543)
1 C
f(a—S)—;Cz —(c*-1)cos*(a—-9)

UZzitim této hustoty pravdépodobnosti je mozno konkrétn€ stanovit: /) mérnou silu R ze
vztahii (515a) az (515d), 2) vyuZiti n, materidlu ze vztahu (517), 3) taZnost textilie a, jako kofen
rovnice (541a) s (541b) a 4) mérnou pevnost textilie P. vztahem (542). (Mezni uhel 9, ktery se ve

vztazich téz vyskytuje, zavisi na upinaci délce a na Siice Celisti a je ur€en rovnici (451).)

Matematické vztahy. Ve viech uvedenych vztazich se vyskytuje uréity integral
ij cos*9(1-tg9/tg9)u(9)d9 (i J:m cos*9(1-tg9/tg9_)u(9)d9). Takovy integral lze upravit

do tvaru
S
[cos*s| 1-—== €5 1,(9)d9 = jcosgu 9)d9——jsm9cos3u(9)d9 J——L g (544)
5 g3, tg 9 g9,
kde

S S

= Jcos 9u(9)d9 J, = IsinScos38u(8)d8 (545)
9, 9,

Pro urdcity 1ntegral J, nalezneme za uziti (543) vztah

J, = Jcos“S u(9)d9 = Jcos43[f(a+9)+f(oc—8)]d8 =

_jcosgfa+9d3+jcossfa 9)d9 = jcossfa+9d3 jcos x) fo+x)dx =

- 8 x,—d9 =dx
(plati cos(—x) = cosx a pfejmenujeme integracni proménné v obou integralech na &)

= Joos'e f(a+&)dg— [eos* (&) £(a+E)ds = [oos't f(o+&)dg+

_95

+ Joos*(g) fo+8)de = Sf"cos‘*af(owa)da— Sfcos4(a)f(oc+a)da

-5y
_C j‘" cos*é dg C S]- cos &dc‘3
Ty Cz—(C2 —1) cos’(a+&) my C cos 2(a+¢)

v=a+,dy=dg
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o+9 o+9,

c " COS4(\|I — OL) dy C cos4(\v — (x) dy
= - 46
/i T a_‘Lm C? —(C2 - 1) cos’y T a;[)e C? —(C2 —1) cos’y (546)

Podobné¢ pro ur¢ity integral J, nalezneme uZzitim (543) vztah

Y S
J, = [sin9cos’9u(9)d9 = [sing cos9[f(a+8)+ f(a—9)]d9 =
9, 9,

S,
= J-sm\‘}cos 9f(a+9)d9 + JsmScos 9 fa—-9)d9 =
9,
- 8 =x,—-d9 =dx
9. -9,
= JsinS cos’9 f(a+9)d9 - jsin(—x)cos3(—x)f(0c +x)dx
9 -9,
( plati cos( ) = COSX, sin( ) = —sinx a pfejmenujeme integr. proménné na & )
-9,
= J-smicos if(a+§)d§+ J51n§cos &f(oc+§)d§ =

-9,

_Ef

nSSCz—(Cz—l)cos (a+E) T,
y=a+&,dy =dg

c“irsin(y —a)cos® (y—a) dy ¢ prsin(y —a)cos® (y — o) dy

= j i j (547)

T C? —(C* -1) cos’y n  C —(c?=1) cos’y

° siné cos’€ d& g _[ s1né'; co)s e dg
C* - cos’ (o +&)

J, =

o+,

Jmenovatel zlomki v integralech (546) a (547) lze ovSem vyjadfit tfemi rovnocennymi tvary

C* - (C2 —~ l)cos2 V= (C2 —~ l)sin2 v +1=C?sin’ y +cos’ y (548)
Pro analyticke feseni Vyrazu (546) a (547) bude tfeba nalézt nasledujlcl neurcité integraly.
1=] -] “Jeam el
C?sin’ \|1+cos v Cztg \|1+lcos v CxT+1 1+1¢°

toy = x, d‘z" =dx ¢=Cx, dt=Cdx
cos”

= %arctgt = %arctg(Cx) = éarctg(C tg\u) (549)

B cos’ydy _1)005 v dy C? cos® y —cos” y B
& _ICZ sin” y +cos” j ? sin’ \|1+cos \|1) J‘(Cz 1)(C2 sinz\y+coszw) dv =

~ Cz(l—sinz\p)—cos \V C2 sin® y + cos \y) dy -

_J‘(Cz—l)(C2 sin y + cos” y ) _'[ )(C? sin? y +cos® v ) v

o dy C2 Ly

- C? IJC231n y +cos” C2 J. W_C 11l Cc* -1 (550)

B cosysinydy 1 cosysinydy 1 1pde 1
I3_JC2—(C2—1)0052\|1_C2—1J C? S -120 1 2 C2—11n|t|

5 _l—cosz\y

Cz/(C2 —1)—cos2 Y =t, cosysiny dy =d¢/2
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I, = ! In ¢ —cos” y (551)
* e -1) (-1

3

cos” y siny dy 1 cos\y sin )
I, = = cos” y dy =
) Jc —(c>=1)cos’ v c2—1J C? )
———cos" y
C? -
1 : 2 2 2 :
_— J- cgswsm\y S B S _cos? y | |dy = S _[ cosysiny dy
c-17 ¢ , -1 - 17 (€ = 1)cos’ y
————Cos" y
Cc° -1
1 C? 1
- cosy siny dy = I, + —2cosysiny ) d
) coswsiny dy =1, 2(02—1)1( ysiny) dy
c? cos’ y
I, = I + 552
o1 2(C2_1) (552)
Definujeme vSak
I, =1,+71, (553)
kde
C? cos”
Iy=1,-11,=——1, —1r =
-1 2(c?-1)
2¢? _(C2 _1) cos’ y C*+1 cos’ y
= I3+ = I3+ (554)
2(c? -1 20c>-1) 2(c2-1)" 2(c*-1)
Dale zavadime
_J sin’ \Vcosw dy _J 1 cos \V siny cosy d\lf
cos 1 l)cos U}
J- s1n\|/ cosw dy _I cos \|/sm\|1 dy
C* - cos \j cos U}
15213_14:]3_(10*'%]3):_10‘*'%]3 (555)

sin y cos® y dy 1 (C2 — l)sin2 v cos” y dy
I,=] _ 1J _

C’sin® y +cos’y  C* — C?sin® y + cos” y

o cosz\y(Czsinzw—sinzw)d\u_ 1 C052\|!(C25in2\|l—1+COSZ\|I)d\V
C —1I e —1I

C? sin’® y +cos® y C?sin’® y +cos” y

1 J.cosz\p(C2 sin” y + cos’ w)—cosz\pd
-1 C?sin® y +cos” y V=
cos’

1 2 1
= cos” ydy — d
CZ—IJ. Ve Cz—l".Czsinz\ercosz\y M

J.cosz v dy = siny cosy + Isinz v dy = siny cosy + J(l— cos’ \|1)d\|/

u' =cosy,u=siny, v=cosy,v =-—siny
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Jcosz v dy = siny cosy +de —J-cos2 v dy = siny cosy +\4/—_|.cos2 v dy

2 2
_ siny cosy U} 1 _ siny cosy U} 1 C? \\

I, = > + > T I, = > + > — 5 I, - T
2o(c-1) 2(c-1) -1 2(cr-1) 2(c-1) c-ilci-1 -
siny cosy 1 1 C’

= + + | ]1
2(C2 —1) 2(C2 —1) (C2 _1)2 (C2 _1)2
siny cosy C*+1 C?

= + v I, (556)
2o(c-1) o(cro1) T (cr-a)

/ _J- cos* y dy J‘COS w(l—sm \V) dy _[ cos® y dy _J- cos” y sin® y dy

C?sin® y +cos® ¢ C? sin® y +cos® y C?sin® y + cos’ y C?sin® y +cos® y
=1,-1, (557)

2
/ _J sin* y dy _J (I—COSZ\V) dy __[ dy _
C*sin” y+cos’y 7 C’sin® y+cos’y ¢ C?sin’ y +cos” y
2 4
—2f 2 \"d“’z [ "’d"’z =1, -20,+1, =1,-21,+1, -1, =
C”sin” y +cos” y C”sin” y +cos” y

=1 -1,-1 (558)

Neurdity lntegral potfebny po feseni vyrazu (546) je
B J- cos’ \|1 oc) dy

cos \V

(559)

Pro vyraz v Citateli plati
cos* (y —a) = (cosy cosa + sinysina)’ = cos* y cos* o+ 4 cos® y siny cos’ asina + (560)
+6c0s” y sin® y cos® asin® o + 4 cosy sin® y cosasin® o + sin* y sin* o

Uzitim (560) v (559) a Gpravou za uziti integrali (549) az (558) nalezneme
U=1,cos*a+1,4cos’ asina+I,6cos” asin® o+ I, 4cosasin’ o+ I sin* o =

= (1, —1,)cos* a+(1, +11,)4cos’ asina + I, 6cos ausin’ o +

+(=1, +11,)4cosasin’ o+ (1, - I, — I, )sin* o0 =
= —Ié[cos4 o —6¢cos” asin’ o +sin* oc] + Iz[cos4 o —sin’ oc]+ I, sin* o+

+ 13[20053 a.sino + 2 cosasin’ a] + 10[4cos3 asino — 4 cosasin’ oc] (561a)

U= —I{(cos2 a—sin’a) —(2cosa sinoc)z}r I, [(cos2 a +sin’ o )(cos? o — sin’ OL)]-I—
+1,sin* o+ 13[2 cosal sinoc(cos2 o+ sin’ oc)] + 10[2(2 cosa sinOL)(cos2 o —sin’ oc)] =
= —16[cos2 20 —sin’ 20c] +1,cos20+ 1, sin* o+ 1, sin2a + I, [2sin2a cos2a ] =

=—1I,cosda+1,cos2a+ 1 sin* a+ I, sin2a + I, sin4a (561)
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Neurcity integral potfebny po feSeni vyrazu (547) je

_Ism v —a)cos* (y —a) dy (562)
C? —(C? -1) cos’y
kde pro vyraz v Citateli plati
sin(y —a)cos® (y —a) = (siny cosa — cosy sinoc)(cosq/ cosol + siny sinoc)3 =
= (siny coso. — cos sinoc)(cos3 Y cos’ oL+ 3cos” y cos” asiny sina +
+3cosy cosasin® ysin® o + sin’ y sin® OL) =
=cos’ ysiny cos’ o +3cos” ysin® y cos’ asina + 3cosy sin’® y cos® a.sin® o +
+sin® y cosasin’® o — cos* y cos’ asinol — 3cos’ y siny cos” asin® o, —
—3cos” ysin® ycosasin’® o — cosy sin® ysin o =
= —cos* y(cos’ ausina ) + cos® y siny(cos* o — 3cos® asin® o) +
+cos ysin® y(3cos® arsina — 3cosasin® o) +
+ cosy sin’ \|/(3cos2 asin® o — sin* 0,) +sin* \u(cosa sin’ oc) = (563)
Uzitim (563) v (562) a Gpravou za uziti integralii (549) az (558) nalezneme
V =-1Icos’ asina )+ I,(cos* a—3cos’ asin’ a ) +
+1, (3cos3 asina — 3cosa sin’ a) + 1 (3cos2 asin® o — sin* a) + 1 (cosoc sin’ OL) =
—(1, -1, )(cos® asina) + (1, + 1 1, )(cos* o — 3cos ausin® o) +
+ 16(3cos3 asino — 3cosasin’ oc) +(-1, +%I3)(3cos2 asin” o —sin* oc) +
+(1, -1, —16)(cosasin3oc) =
= I,(cos® asina + 3cos® asina — 3cosasin® o — cosasin® o) —
-1, (cos3 asino + coso sin’ oc) +1, (cosoc sin’ oc) +
+%I3(cos4 o —3cos” asin’ o+ 3cos’ asin® o — sin* oc) +
+ Io(cos4 o —3cos’ asin® o — 3cos’ asin’® o + sin’ oc)
= 1,2(2 cosasina)(cos® o — sin® o) =1 1, (2 cosasin o)  cos? + sin” ot ) +
+ Il(cosoc sin’ OL) +%I3(cos2 a —sin’ oc)(0052 o +sin’ oc) +
- [0[(0084 a.—2cos’ ausin o +sin‘ o) — (2 cosar sina)z] =
= I,2sin201cos20 — 2 1, sin20 + 1, (cosausin® o) + L 7, cos2a + I, (cos? 20 — sin® 2at)
V =1Isin4o—11,sin20+ 1, (cosa sin’ oc) +41,c0820 + 1, cos4a (564)

Pro urcité integraly budeme pouzivat oznaceni odpovidajiciho neurcitého integralu v
’ y y , .. , v o+,
hranatych zavorkach, s uvedenymi indexy mezi (napf-. [I | ]a_ 5 )

Vztah (546) nyni upravime uzitim (559) a (561).
_ _OL‘]? COS \lf (X) d\ll _ EG]‘SE COS4 (W - (1) dw _ g{[U]OHSm . [U](X+SE }
T, 1) cos’y T, % C7 - (C2 _ 1) cosly a8, s,
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J, = g{[—l6 cos4a + 1, cos2a + 1, sin* o+ I, sin2a, + I, sin4oc]a+z -
T N

—[ I cosd4a+1,cos2a+ 1, sin? a+1;sin2o+ 1, s1n4oc]q+s }:

= S Iy feosta e {[L 1 —[1]07 Feos2at
AL [0 Feint o {170 <[]0 Fsin2a+

AT -] Jsinda ) (565)
Podobné upravime vztah (547) uzitim (562) a (564).
;o C“Tm sin(y —a)cos® (y —a) dy .\ c“ i sin(y —a)cos® (y — o) dy ~
2 C? —(C* -1) cos’y n  C —(c-1)cos’y

m C m Ve
S LAt L g S L el (S O
a+9,,

{[ sindo.— 17, sin20 + / (cosocsin30L)+%I3 cos2o+ 1, cos4oc] -

a+9,

-9,
[I sin4o -5/, sm2a+1(cosocsin3oc)+%13cos2oc+locos4oc] . }=

= ST —LL sindo- HILTS ~[B]27 Jin2oc+
+ {[11 ]Zig - [I1 ]a:S; }cosoc sin’® oL + %{[13 ]Ziim - [13]2:3; }COSZOL n
AT (1] feosta ) (566)

Urcité integraly v (565) a (566) stanovime z vyraza (556), (550), (549), (551), (554). (Pfipomenme,
Ze pro hodnoty parametrii plati C>1, 0< 9, <9, <n/2 a a e(-7n/2,7/2).)

Poznamka: Vyjadieni urcitého integralu jako "vyraz s horni mezi minus vyraz s dolni mezi"
muze selhat u integrala typu [1 | ]i, nebot’ funkce tgy v (549) je nespojitd v bodech nt/2 +nn, kde n
je ptirozené. (Vzhledem k pfipustnym hodnotdm o, 3_, 9, lezi meze 4, B urcitych integralt v

intervalu od —m do m.) Pro tyto integraly obecné plati:

-pro (=m/2 +nm) < 4 asoucasné B < (n/2 +nn) je [Il]j = %{arctg[Cth] - arctg[CtgA]}
(567)

- jinak [11 ]i = %{arctg[Cth] - arctg[CtgA] + n}

9l‘l’l
Kone¢né¢ vyjadiime konkrétni tvar integralu J-S cos*9(1-tg 9 /tg Sm)u(S)dS dosazenim
J, dle (565) a J, dle (566) do vztahu (544). Polozime formalné¢ 9, = 0 nalezneme stejnym postupem
8"]
1 konkrétni tvar druhého potfebného integralu JO cos*9(1-tg9 /tg 9 Ju(9)dS.

Zv1asté jednoduchy tvar nabude integral (544) v pfipadé, kdy 3, = n/2 (nekone¢né Siroké
celisti) a 9, = 0 (pomérné prodlouZeni v Celistech ¢ mensi neZ taznost a vlaken, zadné vlakno neni

pfetrzeno).
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Potom z (567) nalezneme

- pro o = 0 vztah

o+, m/2 1 T T
[]1 ]wsm = [11 ]ﬂ/2 = E{arctg[Cth} - arctg{Ctg(—Eﬂ} =

- lntele] -l ol} - 33 )} - (652

-pro a >0, tj. (o +7/2) > n/2 vztah

a+9,, o+m/2 1 T T
[11 ]a_sm = [11 ](H/2 = E{arctg{Ctg(oc + EH - arctg[Ctg o— EH + n} =

= %{arctg{Ctg(a + g — nﬂ - arctg[Ctg(a —%

-pro a. <0, tj. (o —n/2) < (-n/2) vztah

[11 ]Ziim = [11 ]Zizz = %{arCtg{Ctg(Oﬂ + gﬂ - arctg[Ctg(a - gﬂ + n} =
)

Uhrnné tedy pro viechny hodnoty a. plati vztah

}+ n} =— (568b)

[Il]zi:: = [ll]ﬂﬁ :% (568)
Dale z (550) a (568) nalezneme
[I ]oH—Sm:[I ]a+n/2: C? E_(OHL?T/Z)—(OL—?T/Z): Cn m _
2aco,  1T2demm 02 g C Cc?* -1 c*-1 C*-1
n(C—l) T
(c+1)(c-1) C+1 (569)

Protoze plati cos(a +71/2) = —cos(a — 1/2), cos* (o +7/2) = cos* (o —7/2), plyne z (551) vztah

[1 ]OH—Sm :[[ ](x+rr/2 _ 1 In CZ _COSZ (a-l—TC/Z) —
3da-9, 3 do-n/2 ) C* -1

2(c? -1 -
C2
—ln[ o — cos’ (a—n/2)]} =0 (570)
a z (554) vyjadiime uzitim (570) vyraz
+ o+ 2 . 2 - 2 - 2
(] =[]0 =04+ &2 o+ m/2)—costla-m2) o 0 ¢ (571)

a-n/2 2(C2 _ 1) 2(C2 _ 1)

Z (556) nalezneme pfi pouziti (568) rovnici
wrd winf2 sin(o + 1/2) cos(a + 1/2) — sin( o — /2 ) cos(a — 7/2)
[]6 ] - [16 ] = +

a-9, a-/2 Z(CZ . 1)
C*+1 C* =
+2(C2 _1)2 [(oc+n/2) (a n/2)] (C2 _1)2 c
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2
7 OH'Sm: ] 0Pfff/zz()_|_ C +1 T — T = =
elay =] 2ozicr-1) (c-1) 2(c-1)
(C—l)2 T
=T =
2(c+1)°(c-1)" 2(c+1)’ o

Veli¢inu J, vyjadfime pro tento piipad vyhodnéji ze vztahu (546) uzitim (559) a (561a).

Misto tvaru (565) tak najdeme alternativni vyjadieni
“n cost (y—a) dy c“? cost(y—a)dy C i i
_ _ U1 [

- (AR Lt

C
" ;“‘L ¢ _(CZ - 1) cos’y _a—S oy _(C2 - 1) cos T n a9, -9,

o—9,

+{[12 ]Ot+9m -[1, ]m+9 }(COS o — sin O‘)"’{[ll]wsm _[Il]Ziz: }sin4 o+

a-9 -9, -9,

J, = i({ [I ]OHS [16](”8 }(cos o —6cos’ asin’® o + sin OL)+

+{|:I3:|°L+9 -[1, ]a+9 }(2cos3(xsin(x+2cosocsin3OL)+

+{[10]Z+s [I ]DHS }(4cos asina —4cosasin’ oc) ) (573)

Protoze 9, = /2, plati pro prvni z kazdé dvojice urgitych integrald v pfedchozim vyrazu néktery ze
vztahl (568) az (572). Druhy z kazdé dvojice urcitych integralt je roven nule, protoze v uvazovaném
pfipadé¢ je 3, =0, takZe aa + 9, =a— 93, = a. V tomto ptipade z (573) plyne vztah

J __( [1 ]a+n/2(cos o — 6cos a.sin’ o+ sin oc) [[] n/z(cos“a—sin“(x) [1] sm o+

a+m/2 (

+[I ](“/ (2cos asino + 2 cosasin’ OL) [I] 4 cos’ asino — 4 cosa sin® a) ):

_C —Lz(cos“oc—6cos2asin20c+sin4oc)+ (cos4oc—sin4oc)+£sin4oc =
| 2(C+1) C+1 C
-c+C2(Cc+1) C . ., —c-c2c+n)+2(C+1)

= s——co0s" oL +—————6c0s" asin” o + 5 sin® o =

2(C+1) 2(C+1) 2(C+1)
c(2c+1) C . cC+2 .,

=————C08 o+———6cos asin” a+—————sin" o =
2(C+1) 2(C+1) 2(C+1)

_ZCZCOS4OL+CCOS4(1+6CCOS2()LSiIIZOL+CSiIl4OL+2Si1’14(1_

2
2(C+1)
4 2 -2 - 4 2 4 2 -2 - 4
Clcos"a+2Ccos“asin“o+sin"a)+2C“cos" a+4Ccos” asin” o +2sin” o

2(C+1)°

C(cos2 o+ sin’ a)2 + 2[(Ccos2 oc)2 + Z(Ccos2 oa)sin2 o +sin* a}

2(C+1)°
C+2(Ccos2 a +sin’ 0,)2 C (Ccos2 o +sin’ oc)2 574
Jy = 2 = >+ > (574)
2(C+1) 2(C+1) (C+1)
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Pro ptipad, kdy 9, =n/2 a 3, =0 vyjadiime integral Em cos*9(1-tg9/tg9 )u(9)d9 ze

vztahu (544) dosazenim J, dle (574). Tak nalezneme vyjadieni

% tg9 i tg9 1
Icos“S 1-—27 1,(9)ds = Icos“S - u(9)dS =J, - ———J, =
5, g9, g g9, tg(n/2)
1 C (Ccos2 o+ sin’ oc)2
=J,-——J,=J,= >t 2 (575)
o0 2(C+1) (C+1)

Algoritmus V)"pOétll. Uzitim vztahd z predchozich kapitol a matematickych vyrazi
z této kapitoly Ize zadany ptiklad feSit ve 4 krocich, formulovanych za rovnici (543). Nejprve je

nutno zjistit

1) vstupni parametry, jimizZ jsou
a) pevnost vlaken P, taznost vldken a, jemnost vldken ¢,
b) plo$na hmotnost textilie v,
¢) parametr hustoty pravdépodobnosti rozlozeni smérti vladken C, thel a "natoceni" upnutého
vzorku textilie vzhledem k ose Celisti,
d) §itka celisti ¢, upinaci délka A.
Ve vlastnim feSeni je uzivan
1) postup vypoltu integralu Km cos*9(1-tg9/tg9 )u(9)d9. (Pro vypodet je nutno znat

parametry C, a a integrani meze 3, a 9 . ) Postup vypoctu je nasledujici:
a)Je-li 8, =n/2 a3, =0, vypoéteme integral vztahem (575).
b) Ve vsech ostatnich ptipadech vypocfteme integral z rovnice (545), dosazenim hodnoty J, z
rov. (565) a hodnoty J, z rov. (567).
Poznamka: Pti vypoctu ur€itych integralll typu /, uzijeme vztah (567), ostatni urcité integraly
vyjadiime jako "vyraz s horni mezi minus vyraz s dolni mezi" z neurcitych integralt (550),
(551), (554) a (556).
Uvazujme, ze jsme stanovili parametry ad ). Vypocet 4 dil¢ich uloh, formulovanych za rov.
(543), I1ze pak provést nasledujicim postupem:
1) Vypocet mérné sily textilie R.
a) Z rov. (451) vypocteme thel § . (UvaZzujeme 9§ _ =0, nebot’ v této kapitole jsou vSechny
uhly 9 nezaporné - viz kap.4.5.)
b) Stanovime pomérné prodlouZeni v Celistech ¢, pro které ma byt vypoctena hodnota mérné

sily textilie R.,
¢) Z rov. (515d) vypocteme veli¢inu ¢’. Pokud € € <a, 8'>, vypocteme z téze rovnice také

veli¢inu 3, .

d) Z rovnic (515a) az (515c¢) za uziti postupu ad /1) vypocteme mérnou silu textilie R.
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Poznamka: Opakovanim bodl b), c¢), d) pro rizné hodnoty & nalezneme zavislost R na ¢, tj.
nalezneme tahovou pracovni kfivku upnutého vzorku textilie.
2) Vypocet vyuziti n, materialu
a) Z rov. (451) vypocteme uhel § . (UvaZzujeme 9§ _ =0, nebot’ v této kapitole jsou vSechny
uhly S nezéporné - viz kap.4.5.)
b) Z rov. (517) za uZiti postupu ad /1) vypocteme vyuZiti 1, materialu.
Pozndamka: V daném ptikladé je vyuZiti n, stejné pro vSechny hodnoty € <a; pro €>a neni
N, definovano.
3) Vypocet taznosti textilie a, .
a) Z rov. (451) vypocteme uhel § . (UvaZzujeme 9§ _ =0, nebot’ v této kapitole jsou vSechny
uhly 9 nezéporné - viz kap.4.5.)

iterativni vyhledani korene rovnice:
b) zvolime néjakou hodnotu 3, e<0, Sm), vypoc¢teme pravou stranu rovnice (541a) a s vyuzitim

postupu ad /7]) také levou stranu téze rovnice.
¢) postup ad b) opakujeme pro rizné hodnoty 3, tak dlouho, aZ je leva strana rovnice (541a)

rovna jeji pravé strané. (UZijeme vhodnou numerickou metodu hledani kofene rovnice.)
d) Posledni uzitou hodnotu 3, dosadime do rov. (541b) a z ni nalezneme taZnost a, upnutého

vzorku textilie a, = a/cos’ 9, .

4) Vypocet mérné pevnosti textilie P,.
a) Vypocteme taznosti textilie a, podle pfedchoziho bodu 3).
b) Z rov. (542) za uZiti postupu ad //) vypocteme mérnou pevnost P, upnutého vzorku textilie.

V)'fsledky Vj’pOétlol. Zavislost vyuZiti m, materialu na thlu o (natoceni vzorku

vzhledem k ose Celisti) je zobrazena v grafech na obr. 33. (Plati pro vSechna € <a.)
S‘m: TC/ 2 n R
(90°)

C=5(3)0(C+°°) 9m=7f/4 Tre C=500 (C=>=)
2

(45°) .

- £- o W o @ - £- o o o o @
i 3 i o T n i 3 i f g n
i ) i . i g i
- - s A [rad] . . - - s A [rad] .
| | ] =] - - | | ] =] - -
a) b)

obr. 33
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Obr. 33a) charakterizuje piipad, kdy lze zanedbat vliv okraji &elisti (9 _=m/2, uzito
rov. (575) ). Kfivka pro C =500 vyjadfuje zavislost pro svazek prakticky paralelnich vliken.
(Je témeF identicka s funkci m, = cos* o, jiz nalezneme limitovanim vztahu (575) pro C—> .)
Naproti tomu textilie s isotropni orientaci vlaken (C =1) ma pro vSechny thly a stejnou hodnotu
vyuziti m, =3/8. (Je to vlastné pravidelnd multiaxialni textilie s nekoneénym potem nekonené
"fidkych" soustav. Vysledek je proto shodny s rov. (498).)

Obr. 33b) ilustruje analogické zavislosti pro piipad, kdy vliv okraji celisti je vyznamny
(9, =m/4, tj. siika Celisti je stejna jako upinaci délka). V porovnani s obr. 33a) je vyuziti 1, nizsi
zejména u mensich hodnot C (méné uspotfadané struktury) a u vétSich absolutnich hodnot uhlu a.

Tahové pracovni krivky ilustruji grafy na obr.34 az 37. Pro snazS§i zobrazeni neni
zakreslovana vychozi zavislost R na &, nybrz zavislost veli¢iny (R/P)-(¢/y) na €/a, ktera plyne
rovnéz z rovnic (515). (P, a,t,y jsou pevné parametry.) V jednom grafu jsou vzdy vyneseny tahové
pracovni kfivky pro fadu hodnot o. Obrazky a) charakterizuji pripady bez vlivu okraji celisti
(9, =n/2), obrazky b) ilustruji ptipad, kdy vliv okraji &elisti je vyznamny (3 =n/4, tj. Sifka
Celisti je stejné jako upinaci délka).

Obr. 34 se tyka svazku prakticky paralelnich vlaken (velmi vysoka hodnota C = 500). Lze si
povSimnout, ze s thlem o (natoceni vzorku vzhledem k ose Celisti) se vyznamné¢ méni pevnost i
taznost upnutého vzorku textilie (tj. bod maxima tahové pracovni kfivky). Vliv okraju Celisti je pro
malé hodnoty o nepodstatny, pro hodnoty a. > 3 je naopak rozhodujici (znamena prakticky nulovou

pevnost).

C =500, 8 =m/2(90°) C =500, 3 =m/4(45°)
RIT(C>=) fo=te RIT(C>=) foaor
Pyl Josts Py ]

/ a=30° I
0.6 o.61 oa=15°

] 1 a=30°

0.2 .21
__9(;_6_(1_, | OL=450, 600,
lk 0=75°, 90° ey | .75 ’9.0.
"% 1.5 2 o o5 1 @ 15 2
e/a e/a
a) b)
obr. 34
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Pro stéle jesté vysokou miru paralelity vldken pii C =32 jsou analogické grafy znazornény na

obr. 35. I zde se s thlem a vyznamné méni pevnost i taZnost upnutého vzorku textilie.

C =32,9,=m/2(90° C =32, 3,=m/4 (45°)

1+ 1+
Ei | a:OO E,i 1 (X,:OO
P P
X.B N a=15° z_ 1
0.6 o=30° 0.
0.4 0.
0.2 0.
] —
e/a
a) b)

obr. 35
(Zejména u Ghld a nad 15°.) Ve srovnani s obr. 34 jsou maxima téchto k¥ivek "zaoblena".
Na obr. 36 jsou tahové pracovni kiivky vypocteny pro C =4 (odpovida ptiblizn€ orientaci
centimetrovych tsekil vldken v pavuciné z mykaciho stroje - viz ¢ast A, priklad v zavéru kap. 4.2).

C=4,9 =m/2(90°)  C=4,9 =n/4(45°)

obr. 36
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Zde je jiz pti vSech uhlech o (natoceni vzorku) taznost textilie prakticky rovna taznosti vlaken
(as /a=1); jinak feCeno, jakmile se ptetrhne prvni vldkno, pietrhne se i celd textilie. Vliv kraji
celisti (thlu 8 ) je zfeymy z porovnani grafii ad a) a b.

Kone¢né pro isotropni uspotradani vlaken, popsané hodnotou C =1 byly vypocteny tahové
pracovni kfivky zndzornéné na obr. 37.

C=1,38 =mn/2(90°) C=1,9 =mn/4(45°)

R t'7T R t*'7
Py ] Py
0.8} 0.8
0.6+ 0.6+
o =0° az 90°
o.4+ 0.4+
o =0°az90°
0.2+ 0.21+
DU""DIS""jI. 1|5"2I 'Du"'lzl.ls"'il'"1.5""2I
e/a e/a
a) b)
obr. 37

Jak bylo mozné ocekavat, je tahova pracovni kiivka stejna pri vSech uhlech o natoceni vzorku
textilie vzhledem k ose Celisti. Stejn¢ jako v pfedchozim ptipadé je i zde taznost textilie rovna
taznosti vlaken (a, /a = 1).

Z grafii na obr. 34 az 37 je ziejmé, Ze vypocet taznosti textilie a, specidlnim algoritmem
ad 3) ptichazi prakticky v uvahu jenom u textilii s vysokou paralelitou vldken.

Poznamka: Pii programovani vypoctu integralu podle popsaného algoritmu /1) je tieba
peclivé osetfit numerickou nestabilitu v okoli neurcitych vyrazii resp. singularit (napf. v okoli tthli
n/2 +im, i je celé &islo, nebo jestlize C — 1 nebo C — ). PHimy numericky vypodet integralu (544)

po dosazeni (543) je z tohoto hlediska "robustnéjsi", méné "rizikovy"; je ovSem podstatné pomalejsi.

4.7 Multiaxialni textilie ze staplovych vlaken a dalsi vlivy

Staplové vlakna. Vv piedchozich kapitolach je mechanické chovani multiaxialnich

textilii feSeno za uziti fady predpokladi. Sest nejpodstatngjsich je uvedeno v uvodu kap. 4.1.
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Hned prvni ptedpoklad uvazoval nekonecna vladkna. Mnohé multiaxidlni textilie (zejména se
spojitym rozlozenim sméra) jsou vSak vyrabény ze staplovych vliken, tj. vlaken relativné kratkych.

UvaZujme soustavu staplovych vldken s konstantni délkou vlaken /.. Takovou soustavu
(myslen¢) vytvofime ze soustavy nekonecnych vldken tak, ze na kazdém nekonecném vlakné

vybereme nahodné a nezévisle vychozi bod a od tohoto bodu na obé strany nekonec¢né vlakno
roziezeme na useky o délce /..

S e

111/

OV Sidrdiont

// // / / / / / / / /7/ / // /% // / Nektera diive
a) b)

nekonecna vldkna nyni

nepienaseji zaddnou silu,
obr. 38 .

protoze jsou v prostoru

mezi Celistmi rozfiznuta (napf. vladkna ¢. 1, 3 atd.). Jind dfive nekonecnd vldkna silu pienaSeji,
protoze prislusné staplové vldkno je sevieno obéma Celistmi (napft. vlakna €. 2, 4 atd.).

Bez Gjmy na obecnosti je mozno pivodné nekonecna vlakna prerovnat podle toho, jak
velky konec staplového vldkna "vycniva" ze spodni Celisti. Tak vznikne usporadani znazornéné na
obr. 38b). Po pferovnani tvoii konce staplovych vlaken ¢arkované piimky" (AF a dalgi). Je ziejmé,
ze vldkna protinajici isecku AB silu nepiendSeji a naopak vldkna v tse¢ce BD pienaseji stejné
velkou silu jako dfive nekone¢na vldkna. Podil A vldken, ktera pfenaseji silu nalezneme jako podil

velikosti tsetek BD/AD. Z obr. 38b) za uziti podobnosti trojuhelnikéi ADF a CEF vyplyva vztah
_BD_CE _EF_[-DE —l—DE _l_h/cosf) - h/l;
AD AD DF IR [ IR cosd

(576)

P11 jisté hrani¢ni hodnot€ tthlu § = 3, nabude podil A hodnoty 0.

: Bl h h
‘ 0=1-——~+- cosy, = — 9. = arccos—
/lf/h cos 9, A ! [ (577)

| (Situaci znazorfiuje obr.39.) Je-li 9>9,; pak zaddné staplové vldkno neni

i sevieno obéma Celistmi, a nepfenasi tedy silu. Souhrnné proto plati
h/l
obr. 39 A= _ Ak h/l, <cos9 (cos9, <cos9)

cos9 (578)
A=0 h/l. > cos9 (cos9, >cos9)

D v . Iy « . . s s o . . «
) Vychozi bod pro roziezavani kazdého nekonecného vlakna jsme volili nezavisle na jinych vlaknech a nahodné.
Kazdé misto na nekonecném vlakné ma proto stejnou pravdépodobnost, ze bude mistem fezu. Odtud je ziejmé, ze
konce vlaken po pferovnani musi tvofit ptimky.
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Pii vypoctu tahového naméhani je mozné pouzit vysledky odvozené v predeslych kapitolach,
je vSak tfeba zmensit pocet vlaken vyndsobenim podilem A.

U multiaxialnich textilii s kone€nym poctem soustav musime u kazdé soustavy misto jeji
skute¢né dostavy D (zavedené v kap. 4.2) uZit redukovanou dostavu soustavy D,,.

D,y = DA (579)
kde A je vyjadieno rovnici (578).
Pozndmka: Redukce dostavy se promitne i do veli¢iny Q dle (459); Q. , = D, ,P/a=hDP/a=
=AQ. V pravidelné multiaxidlni textilii maji sice vSechny soustavy stejné O, ale hodnoty
Q.. Jjsou nyni riizné (vzhledem k riznym hodnotam 9, a tedy riznym hodnotam A).

U textilii se spojitym rozlozenim smérd vldken v rovin€ je nutno obdobné misto hustoty
pravddpodobnosti u(9) smérového rozlozeni vldken uzit redukovanou hustotu pravdépodobnosti

u,,(9), jiz vyjadiime tvarem
ey (8) = u(8) 1 (580)
kde A je vyjadieno téz rovnici (578).

Priklad textilie se spojitym rozlozenim smért vlaken v roving, uvedeny v kapitole 4.6,

je mozno dale rozs§ifit 1 na pfipad textilie ze staplovych vlaken. V tomto pfipadé musime uzit pii
9, .

vypoctu integralu L cos*9(1-tg 9/ thm)u(S)dS misto pivodni funkce u(S) funkci ured(S). Pro

piiklad jsme zvolili hodnotu i/l =1/2 (Sf = 600). Misto grafii na obr. 33 az 37 jsme pak nalezli

grafy na obr. 40 az 44. (Pro porovnani jsou grafy zakresleny ve stejném meéfitku. Integral
Sﬂ] . .
L cos'9(1-tg9 tg Sm)ured(S)dS byl nyni vypocitavan numericky - viz téZ poznamka v zavéru
kap. 4.6.)
Zavislost vyuZiti materidlu n, na uhlu o charakterizuji grafy na obr. 40. V porovnani s

obr. 33 je ziejmy pokles kiivek, zplisobeny vlivem konct staplovych vladken.

Wi=1/2

WI=1/2 Mg C=5(3)8(C»oo)
3 =n/2

S=n/4 "°T/ 16

- = o W Il = - b= o W Il =

b= o Il " b= =] b= o ] " b= =]

'y} =] 'r} ™ g b= 'y} =] 'n} ™ g b=

< 4 g ofrad]® i < < gofrad]® o

| | | =] - - | | | =] - -
a) b)
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Tahové pracovni kiivky zndzornuji grafy na obr. 41 az 44. Ve srovnani s grafy na obr. 34 az 37 je i

zde zfejma niz8i poloha kiivek, jako dusledek pouziti staplovych vlaken.

| C=500

h/l =1/2 9 = T1/2
(90°) R t
=0°

- WI=172 3 =1/2

ﬂ'\
!

Wi=1/2 9 =mn/4
C =500 (45°)

Wl=1/2 3 =m/4

=32 (90°) R £ c=32 (45°)
a=0° ] a=0°
P
azlso yﬂ.4-
a=30° o= g(s)z o=15° OL:450’
0° >0. 2 600,
a=45° a=30° / 75°
. . o
0.3 158/61 2 0.5 1.5 8/6[ 2
a) b)
obr. 42
Wi=1/2 3§ =m/2 R ¢ Wi=1/2 3 =m/4
C=4 (90°) F? C=4 (45°)
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0.61

R WM=12 8 =n2 R t T Wi=12 8 =n/4
Py | C=1 (90°) b Py | C=1 (45°)

o.4+ a4
0.2+ o = 0° az 90° o.24
a=0°az90°
Duml:s' ———
' % ¢e/a
a) b)

obr. 44

Nelinearni tahové pracovni krivky vlaken ¢i velké deformace v
¢elistech. rro tyto piipady nelze pouzit jednodus$si rovnice varianty A. Je nutno vychazet z
obecnéjsich vztahl, do nichz se zadava tahova pracovni kiivka vldken 0(8 1) a pomérné prodlouzeni

vlakna g, se po€itd obecnéji - viz napf. rov. (466), (473) nebo (511) ¢i (514a) az (514d).

Vliv upinaci délky vlakna. Na pocatku je vlakno upnuto v délce [=h/cos9,

zavisejici na 9 - viz kap. 4.1, obr. 27 a vztah (427). Ve statich 1 a 2 je vSak ukazano, Ze pevnost,
taznost a nejobecnéji 1 tvary tahovych pracovnich kiivek zaviseji na upnuté délce. Misto G(s,)

musime proto zadat obecn&jsi funkci o(e 15l ). (Funkce zavisi na 9 i prostfednictvim / = 4/cos 9.)

Vliv variability tahové pracovni kfivky vlaken. Maji-li pouzitd viakna
vyznamnou variabilitu pevnosti a taznosti, 1ze se na jednu soustavu multiaxidlni textilie divat jako na
svazek rovnobéznych vlaken, popsany v kap.3. Ve funkci tahové pracovni kiivky vldkna pak

muizeme pouzit tahovou pracovni kiivku svazku vldken (pfepoctenou na jedno vlédkno).

DalSsi Vlivy lze zahrnout jen vyrazn€jSimi zménami dosud popsanych modeli. Takové
problémy piinasi napt. tfeni a jiné interakce mezi vlakny (vlakna mezi Celistmi na sebe navzijem
plisobi tfecimi silami a to 1 poté, je-li vldkno pfetrzeno ¢i neni-li staplové vlakno sevieno obéma
Celistmi), navinéni vlaken a jeho distribuce (navinéna vldkna se chovaji jakoby méla jakousi jinou,
"zdanlivou" tahovou pracovni kiivku a distribuce navinéni zpusobuje variabilitu této "zdanlivé"
tahové pracovni kiivky - efekt je podobny jako vliv variace taznosti u svazku vldken v kap. 3), malé
mnozstvi vlaken v celistech a nehomogenita textilie (je nutno feSit vztah mezi chovanim

nahodného vybérového souboru vldken v Celistech a "primérnym" chovéanim textilie).
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5. KONTAKTY MEZI \{LAKNY A STLAg'JOVANi VLAKENNEHO
MATERIALU V JEDNE A DVOU DIMEZICH

5.1 Teorie kontaktii mezi vlakny podle C.M. van Wyka

Pojem kontaktu. Ve vlakenném utvaru se vldkna navzajem dotykaji. Jejich styk,
znazornény na obr. 44, nazveme kontaktem. Misto na povrchu vldkna, jimz se dotyké jiné¢ho vldkna

nazveme kontaktnim mistem. Jeden kontakt je tedy tvofen dvéma kontaktnimi misty.

Prostfednictvim kontaktli se z vldkna na vldkno ptenaseji sily, které
m vznikaji ptfi deformovéani (napf. stlatovani) vlakenného utvaru. Pocet
kontakti je ovSem proménlivy. Intuitivné je ziejmé, ze ¢im vysSsi je

obr. 44 zaplnéni vldkenného ttvaru, tim vEtsi je 1 pocet kontaktd v ném.

Zakladni idea CM. vaNn Wyka [6]. Zavedme zjednodusujici predpoklad: textilie je
vytvorena z rovnych (piimkovych) vlaken valcového tvaru, stejné délky / a priméru d.
Umisténi kazdého vladkna v prostoru je popsano:
C 1) Smérem, tj. sférickymi
souradnicemi jednotkového
smér.  vektoru i=(1,9,0).
(Viz ¢ast A, kap. 4.1. Defini¢ni
obor - tj. 9e(0,m/2) a
¢ (0,2n) - je souhrnnd
oznacovan symbolem .)
2) Polohou, tj. prostorovymi
soufadnicemi n¢jakého bodu
vldkna (napf. krajniho bodu
jeho osy).

Uvazujme dv€ vlakna

(¢.1 a ¢.2), jejichz smér

zname, tj. zname jednotkové
vektory i, =(1,9,,0,) a

i,=(1,9,,¢,) - obr. 45.

vlakna ¢. 1:

smér

vlakna €. 2: Vlidkno €1 ma v prostoru
danou polohu - napf. jako na
obr. 45. Naproti tomu vlakno
obr. 45 ¢.2 je umisténo v prostoru

nahodné.
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Pro nasledujici tvahy nahradme hmotnd vldkna idedlni geometrickou pfedstavou
nehmotnych valci. V nékterych polohach nahodného umisténi valce €. 2 (napt. 2a ¢i 2b na obr. 45)
nebudou mit vélce zadny spole¢ny bod. Jindy (napf. pii umisténi do polohy 2) vznikne zndzornény
priniku valcu.

U hmotnych vldken ovSem prinik nastat nemtze. Mélo-li by nastat takové usporadani, pak
vlakna po sob¢ "sklouznou", vzajemné se nepatrné "posunou” a "pootoci" tak, Ze se nakonec dotykaji
- jsou v kontaktu. Tuto zakladni ideu 1ze vyjadrtit nésledujicim predpokladem: Pravdépodobnost, Ze
vlikna ¢. 1 a €. 2 budou v kontaktu je rovna pravdépodobnosti, Ze (nehmotné) valce ¢. 1 a ¢. 2

budou mit spole¢ny prinik.

KOSS’ hranol, znizornény na obr. 45, je uzitedny pro vyjadfeni pravdépodobnosti
kontaktu vlaken. V prostoru je danym zpiisobem umistén vélec €. 1, a tedy 1 jeho osa PS. Z bodii P a
S ved'me ve sméru vektoru i, (sméru valce &. 2) use¢ky PQ a SR o délce I. Use¢ka QR ma rovnéz
délku / a je rovnobéZzna s PS. V bodé P vzty€ime kolmici k roviné PQRS a ve vzdalenosti d (primér
valcl) na obou strandch od bodu P vyznac¢ime body A a E. Podobné vytvofime kolmice v bodech Q,
R a S a nalezneme body B, F, dale C, G a D, H. Tak vznikne kosy hranol ABCDEFGH, kde usecky
AD, BC, EH, FG maji délku / a smér vektoru i,, tsecky AB, DC, EF, HG maji rovnéz délku / a smér
vektoru i, a tsecky AE, BF, CG, DH maji délku 2d a jsou na vSechny piedchozi Gsecky kolmé.

Jednotkové smérové vektory i, =(1,9,,¢,) a i,=(1,9,,¢,) sviraji neorientovany thel
DCB = &, ktery je funkci sférickych soufadnic téchto vektora.

£=6(9,,0,.9,.0,) (581)
(Ze zpisobu zavedeni v ¢asti A, kap. 4.1 je zfejmé, ze § e(O,n) J)
Plocha koso&tverce ABCD & EFGH v obr. 45 je [ (Isin&) =1*sin& a objem kosého hranolu

ABCDEFGH je
V., =AE-ABCD=2d I’ sin§ (582)

Pravdépodobnost kontaktu. valec ¢.2 mé sice znamy smér (vektoru i,), ale je
ndhodn¢ umistén v prostoru. Na obr. 45 je jeho umisténi popsano polohou "koncového bodu" X jeho
osy. Vilce €. 1 a €. 2 nemaji spoleény prinik, jestlize (ve smyslu obr. 45):

a) bod X lezi nad rovinou ABCD (viz napt. 2a) ¢i pod rovinou EFGH (viz napft. 2b),

b) bod X lezi vpravo od roviny BCGF, nebo vievo od roviny ADHE,"

¢) bod X lezi ped rovinou ABFE, nebo za rovinou DCHG."

Naopak, vélce ¢. 1 a ¢. 2 maji spoleény prinik, leZi-li bod X uvniti kosého hranolu ABCDEFGH.

1) Pfedstava je jenom pFibliZna, protoze zanedbava zvlastnosti plynouci z vlivu konci a tloust’ky vlaken. Napt. bude-li
bod X lezet pravé v roviné PQRS a jenom"maly kousek" (mensi nez d/2) vpravo od roviny BCGF, ¢i vlevo od roviny
ADHE, pak k priniku dojde. Neptesnost vSak neni pfili§ vyznamna, nebot’ vétsinou d < /.
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Je-li celkovy objem vlakenného utvaru V,, je pravdépodobnost priniku vélct ¢. 1 a ¢.2
vyjadiena z geometrické definice pravdépodobnosti pomérem P =V, /V, . Uzitim (582) pak
Vi, 2dUP’sing

P:—’:—
7 v (583)

C C

(Ptitom uvazujeme, ze V, >V, ,, takZe jevy na okraji vlakenného utvaru lze zanedbat.)

Podle zékladni ideje C.M. VAN WYKa, popsané v Uvodu kapitoly, veli¢ina P vyjadiuje také

pravdépodobnost, Ze vlikna €. 1 a €. 2 budou ve vzijemném kontaktu.

Stiedni pocet kontaktnich mist na vlakné ¢. 1. Uvazujme viakenny ttvar

vytvoieny nahodnym usporadanim N rovnych (ptfimkovych) vlaken s hustotou pravdépodobnosti
jejich smérového rozlozeni w(9,p)". Budiz libovoln& vybrané vlikno vldknem ¢&. 1. Sférické

soufadnice jeho sméru oznaéme 3 = 3,, ¢ = ¢, (vektor i, = (1,81 ,(pl)).

Zbyvajicich N, =N -1 vldken miZe chéapat jako mnozinu vldken ¢.2 se sférickymi
soufadnicemi sméru 3 =9,, ¢ = @,. Predpoklddame-li, Zze pocet vlaken N je velky, pak smérové
rozlozeni mnoziny vlédken ¢. 2 popisuje stejnd hustota pravdépodobnosti w(Sz,(pz). Zvolme jeden
ur¢ity smér, dany dvojici hodnot 9,,¢, (vektorem 1, 5(1,82,(p2)). V mnoziné vldken €.2 je
relativni Eetnost? téchto vlaken vyjadiena vyrazem w(9,,¢,)d9,de, a jejich absolutni etnost?
(pocet) je

dN, = (N =1) w(9,.,9,)d9,de, (584)

Vlakno ¢. 2, zvoleného sméru, je v kontaktu s vladknem ¢. 1 s pravdépodobnosti, vyjadienou

vyrazem (583). Stiedni pocet kontaktnich mist na vlakné ¢. 1 od vlaken zvoleného sméru je proto
dm, = P dN, ¥ a dosazenim (583) a (584) vznikne

2 .
am, = PaN, = 2LE30S (v 1)u(9,.0,)d9 do, =

C

2d I’(N -1
=(—)sin§w(82,(p2)d82d(p2 (585)

C

"Sanci" vytvofit kontakty s vlaknem ¢&. 1 ma nejen skupina vlaken s pravé zvolenym smérem
i,=(1,9,,9,), ale i viechna vlakna jinych smérii. Stiedni pocet kontaktnich mist na vlakné &. 1

od mnoZiny vSech vliken €. 2 nalezneme integraci ("seCtenim") hodnot dm, pfes vSechny mozné

uhly.
2d P(N-1) |
= “TsmF3 W(Sz,(Pz)dgzd(Pz =

_2d 12
”sm& 2,(p2)d82d(p2 kde ®,: 9, e(O,rc/2)a<p2 e(O,Zn) (586)

1) Pouzito oznaceni shodné s Casti A, kap. 4.3.
2) Pfesn¢ji, jedna se o relativni ¢i absolutni Cetnost vlaken, jejichz sférické soutadnice smérd lezi v diferencidlnich

intervalech (9,,9, +d9,) a (¢,.9, +dg, ).

3) C.M. vaN WYK vychazi ze zjednodusujiciho predpokladu, ze pti vzniku vice kontakti s vlaknem ¢. 1 si vlakna ¢. 2
vzajemné "nepiekazeji". Ve skutecnosti se s kazdym dalsim kontaktem pravdépodobnost P zmensuje.
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Pocet kontaktnich mist ve vlakenném utvaru. Dosavadni Gvahy vedly k
uréeni stfedniho poctu kontaktnich mist na jednom konkrétnim, libovolné zvoleném vldkné ¢. 1.
Kdybychom zvolili jako €. 1 jiné vladkno, mélo by obecné jinou polohu v prostoru a jiné sférické
soufadnice 9,9, (vektor i, = (1,81,@1)). MnozZina vlédken z niz lze vybrat vldkno €. 1 je mnoZinou
vSech vlaken tvoficich uvazovany vldkenny Utvar. Hustota pravdépodobnosti rozloZeni sméru
vlaken & 1 je tedy w(9,,9,).

Zvolme jeden uréity smér, dany dvojici hodnot 9,, @, (vektorem i, =(1,9,,¢,)). V mnozing
vldken €. 1 je relativni Eetnost vlaken tohoto sméru vyjadiena vyrazem w(9,,¢,)d9,de, a jejich
absolutni ¢etnost (pocet) je

dv, = N W(Sl’(pl)d‘gldq)l (587)
Na kazdém vlakné je stfedni pocet m, kontaktnich mist, takze na vSech vldknech zvoleného sméru
je dm = m,dN, kontaktnich mist. Uzitim (586) a (587) nalezneme vztah

2d IP(N-1) ¢ |
dm =m,dN, = [—Hsmi W(Sz 9(p2)d82d(P2:|[NW(SH(pl)dSld(Pl] =
2d PN(N -1) , (588)
= % W(Sla@l)dgld@l ”Slni W(Sza(pz)d‘gzd(Pz

kde ®,: 9, €(0,7/2)a ¢, €(0,2n)

Ve vldkenném utvaru jsou kontaktni mista na vlaknech vSech moznych sméri. Pocet m
kontaktnich mist v celém vlakenném utvaru je proto integralem ("souctem") hodnot dm pies
vSechny mozné sméry vldken €. 1.

2d PN(N-1) ,
m= JJ{—W(SI9(p1) JJSlna W(st(Pz)d‘gzd(Pz dd,do, =

7

C

2d1 N i,[”smé 1a(P1 ( 2,@2)d81d(p1d92d@2 (589)

kde o: 81 e(0,n/2)a g, €(0,2n), ®,: 9, €(0,7/2)ap, €(0,27)

Ctyfnasobny integral z posledniho vyrazu Ize uzitim (581) zapsat ve formé

1= J.J.J.J.Sln 91,04, 2a(Pz)]W(81’(P1)W(Sz’@z)d81d¢1d82d@2
o1, 0 (590)

kde ®,:9, €(0,n/2) a9, €(0,2n), ®,:9, €(0,7/2)a ¢, €(0,27)
Odtud je zfejmé, ze hodnota urcitého integralu / zavisi pouze na hustoté pravdépodobnosti

smérového rozlozeni vlaken w. Veli¢ina / je statistickou charakteristikou tohoto rozlozeni.

Pocet kontaktii ve vlakenném utvaru. Vznikne-li mezi dvéma vlakny kontakt,
jsou kontaktni mista na obou vldknech. Jinak feceno, jeden kontakt je tvoifen dvéma kontaktnimi

misty. Pocet kontakti v celém vlakenném ttvaru je tedy polovinou poctu kontaktnich mist
n=m2 (591)
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Uzitim (589) a (590) nalezneme pro pocet kontakti formalné jednoduchy vyraz
m dIPN(N-1)
n=—=——"°17]
2 V.

C

(592a)

Uvazovany vldkenny utvar je dle predpokladu vytvoten z velkého poctu vldken (N je velké), a
proto piiblizné plati N (N —1) =~ N?. Polet kontaktii v celém vlikenném utvaru je pak mozno
zapsat ve tvaru

dI’N*
n=
|4

C

I (592)

Hustota kontaktu. Uvaovany vlikenny atvar obsahuje N rovnych (piimkovych)
valcovych vldken o priméru d a délce /. Objem vldken ve vldkenném tutvaru je V' =N (nd 2 /4) l.
Celkovy objem vlakenného utvaru V, vyjadiime uzitim jeho zaplnéni p ve tvaru

V:K:Nﬁfﬂﬁ:Nmﬁ

Cop H 4p

Hustota kontakti vyjadiuje pocet kontaktii, obsazeny v jednotce objemu vlakenného utvaru,
v =n/V, . Uzitim (592) a (593) vznikne vyraz

(593)

nebo, zavec;eme—li Cparametr k, vztahem

k, = ;26;3 (595)
nalezneme

v =k p? (596)

(Parametr &, zavisi na priméru d pouZitych vldken a prostiednictvim / také na jejich smérovém

uspotadani.)

Stiredni vzdalenost kontaktnich mist na vlakné. Na obr. 46 je znazornéna
5 cast Cerného vldkna s dotykajicimi se vldkny Sedymi. Mezi "sousednimi"
kontaktnimi misty na ¢erném vlakné nalézdme rGzné velké vzdalenosti &

(méfené podél osy vlakna). StFedni vzdalenost 5 (sousednich) kontaktnich

mist na vlaknech nalezneme jako podil thrnné délky NI vSech vlidken a

0 poctu m vSech kontaktnich mist ve vlakenném ttvaru. Uzitim (591), (592) a
obr. 46 (593) vznikne vztah

<= NI NI NI NI Nl Nrnd’l nd 1
d=—=_"-= 2ar2 o Ve = 2772 Y (597)

m 2n 2le]2leI 2d I°"N°T 4p 81 n

Ve
nebo, zavedeme-li parametr & vztahem

K = (598)
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mizeme vyjadfit
— k
0 | (599)
(Také k; zavisi na priméru d vlaken a prostfednictvim / na jejich smérovém uspotfadani.)
Poznamenejme, Ze uZitim (595) a (598) Ize nalézt vztah mezi parametry & a k;.
o o160 md 14 1
VT nd? 81 2md*  2s (600)
(s =mnd?*/4 je plocha priifezu vlakna.)

Pl"iklady. Orientani hodnoty vyplyvajici z ptfedchozich vztahti ilustrujme dvéma
ptiklady. V 1. prikladé uvazujme specidlni, pravidelné uspotfddani vlaken zndzornéné na obr. 47a).
Takové struktura je tvofena opakujicimi se strukturnimi
jednotkami ve tvaru krychle s hranou odpovidajici

d priméru vldkna d - viz obr. 47b). Celkovy objem

strukturni jednotky je ¥, =d’. Objem vlédken v ni je dén

V/‘ ; m “V4
%///: /// o dvéma polovinami vldkna o délce d, tj. objemem vlakna
/ - P délky d; V= (nd ? /4)d =nd’/4. Zaplnéni strukturni
jednotky je p=V/V, =(nd*/4)/d> =n/4 (=0,785). Ve

b)
strukturni jednotce je pravé 1 kontakt, takze hustotu

obr. 47 L X :

kontaktdi je v =1/d*. Uzitim vypo&itanych hodnot v (594)

nalezneme v=1/d’ = [161/(n2d3)] [1c/4:|2 =1/d*® a odtud I=1. (K témuz vysledku dosp&jeme

uvédomime-li si, Ze vlakna v kontaktech sviraji jen pravé thly & = /2 a v integrované funkci (590)
je stale sing =1.)

Uvazujme napt. polyesterovéa vldkna s hustotou p = 1360kgm™ o jemnosti ¢ = 0,17 tex. Jejich

prumér je d[mm] :\/4t[tex]/( ) \/4 0 17/ 1360 =0,012616 mm. Hodnotu para-metru £k
nalezneme z (595); ko[mm_3] :161/ nzd[mm]):lﬁl/(n 0,0126163):807338mm'3. Pro méng

zaplnénou strukturu (s pravouhlym kiizenim vldken v kontaktech) nalezneme hustoty kontaktl z
rovnice  (596). Napt. pro zaplnéni 0,5 (typicky prize) je U[mm,_;] = ku[mm,3]u2 =
=807338-0,5° =201835mm™, pro zaplnéni 0,3 je podobné v=72660mm™, pro zaplnéni 0,1 je
L =8073mm", pro zaplnéni 0,01 (orientatné vata) je hustota kontakt( "jen" v = 80,73 mm".

V 2. prikladé uvazujme vlakenny tutvar s ryze nahodnou (prostorové isotropni) orientaci

vladken. Hustota pravdépodobnosti smérového rozlozeni vlaken je dle ¢asti A, kap. 4.3, rov. (88) déna
vztahem w(9,¢) = sin 8/(21c).

Ve sférickych soufadnicich urcuje smér vldkna ¢.1 jednotkovy vektor i, E(l,Sl,q)]).

Kartézské soufadnice tohoto vektoru nalezneme uzitim rovnice (59) z casti A, kap.4.1. Plati
ilE(sinSICOS(pl,sinSIsin(pl,cosgl). Podobné pro jednotkovy smérovy vektor vlakna ¢. 2,

i, = (1,82,@2), plati v kartézskych soufadnicich i, = (sinS2 cosQ,, sinJ, sinQ,, 00582). Skaléarni
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soucin téchto dvou jednotkovych vektorl je kosinem thlu &, ktery spolu sviraji. Plati tedy vztah
cos¢ =i, i, =sin Y, cos@, sinI, cos@, +sinY, sin@, sin I, sin@, +cosP, cosP, a piirozené téZ

1/2
sin§ =4/1—cos’ § = [1 —(sin 9, cos@, sin 9, cos@, +sin 9, sing, sin 9, sing, +cos Y, cos Y, )2]
(Ghel & je zaveden jako neorientovany). V daném piikladé ma urcity integral (590) konkrétni tvar

. . . . . . 2 sin 9, sin 9
I = H”[l—(sm&l cos@, sinY, cos@, +sin Y, sing, sinJ, sin@, +cosJ, cos82)2] smi#
Wy, O, T

.d9,d@,d9,dp,, kde ®,:9, €(0,7/2) a ¢, €(0,2n), ©,:9,<(0,7/2) a ¢, €(0,2n). Jeho
numerickym feSenim se nalezneme hodnota I =0,7854. Pro dfive uvazovana polyesterova vlakna

(d=0,012616mm) vypoiteme z (595) ko[mm_3]:16[/(n2d[3mm]):16-0,7854/(7c20,0126163):

= 634083 mm>. Podle (596) nalezneme napt. pro zaplnéni 0,5 (typicky pfize) hustotu kontaktl
U[mm—-?] =ku[mm,3]u2 =634083-0,5" =158521mm™, pro zaplnéni 0,3 podobné v=357067 mm™>, pro

zaplnéni 0,1 je v=6341mm” a pro zaplnéni 0,01 (orientaéné napf. vata) je L= 63,41 mm".

5.2 Jednodimenzionalni deformace vlakenného materialu

V)”ChOZI’ pf'edpoklady. Stlacovani vldkenného utvaru je obecné velmi slozitym
procesem, v némz probihaji reologické jevy, dochdzi k nejriznéjsSim formam disipace energie,
probiha restrukturalizace vldkenného uvaru atd. Nasledujici model jednoosého stlaovani

vldkenného 1utvaru dle C.M. VAN

\ WyKa [6] je proto jen dil¢im feSenim
N , .
NN celé prOblematlky'

N Ot ~oe
xR ‘ Uvazujme dokonale tuhou
LN NN NNANNNNNNNN ‘\\’\x\“»‘ I

?
AN

'\\:%,\\k"\\\: \i@ | krabi¢ku (box), napInénou do vysky
) C C nestlaCenym vlakennym
\/\ N /;%i 0 0

> HO{ C materidlem s vychozim zaplnénim

X

bl

.l
N@L& Bf\[ B

/Jﬂﬁ% = u - obr.48a). Naslednym
/ﬁ 1 = S = 0
s 512 ==

pusobenim tlaku p se vldkenny utvar

a stla¢i - obr. 48b). Rozméry a, b se

vzhledem k  tuhosti  krabicky
nezméni, vySka ¢, se zmen$i na

$
b

obr. 48 hodnotu c.
Pti  stlacovani vlakenného
materialu jsou vlakna namahdna slozitym zpiisobem. Zitejmé nejpodstatnéjsi je deformace ohybova, a
proto se zavadi zjednodusujici predpoklad 1: Stlatovani zptisobuje pouze ohybové deformace
vlaken.
Klasickou tlohou technické mechaniky je feSeni ohybové deformace pravidelné zatiZeného

(silami F)) nekone¢ného nosniku s pravidelné rozmisténymi podporami (ve vzdalenosti 24).
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Ulohu  ukazuje  obr. 49.

777777777777 Tradi¢ni feSeni je zalozeno
—~ W NV na  tfade  predpokladi
z 7

N\

Z (Hooketiv ~ zdkon, malé

o h

deformace aj.). Vyuzitim

obr. 49 tiimomentoveé
(Clapeyronovy) véty byl nalezen vztah mezi ptisobici silou F a prithybem y
F=k, 13 k. ...parametr (vliv Youngova modulu a (601)
h momentu setrvacnosti prufezu)
a vztah pro vypocet délky ohybové ¢ary o (obr. 49).
d=hf % f ...monotdnné rostouci funkce (vliv Youngova modulu (602)

a momentu setrvacnosti prafezu)

V popisovaném modelu stlacovani vldkenného materidlu se zavadi zjednoduSujici prredpoklad 2:
Vliakna ve stlaCovaném vlakenném ttvaru maji tvar pravidelné zatiZenych nekonecnych
nosnikii a plati pro né rovnice odvozené z teorie nosnikii v technické mechanice, zejména
rovnice (601) a (602).

Zavadi se jesté zjednodusujici predpoklad 3: Délku ohybové ¢ary o na obr. 49 lze chapat
jako stfedni délku vlikna mezi sousednimi kontakty 5, odvozenou v predeslé kapitole a
zjednodusujici prredpoklad 4: Stlatovanim vlikenného materidlu se hustota pravdépodobnosti
smérového usporadani vlaken w vyznamné neméni. Podle (590) se pak stlacovdnim neméni ani
veli¢ina / a podle (598) se neméni ani veli¢ina k. Pt uziti (599) se tedy predpoklada platnost vztahu
ks
u
Konecné zavadime zjednodusujici predpoklad 4: P¥i stlaovani se objem ani délka vlaken

§=6= k; ... parametr materialu (603)

neméni.

Idealizovana strukturni jednotka. Zjednodugené si lze piedstavit, 7e vychozi
vlakenny utvar na obr. 48a) je sloZzen z mnoha opakujicich se strukturnich jednotek znazornénych
na obr. 50a). (Veli¢iny vychoziho stavu budou znaceny indexem 0, veliiny stla¢eného stavu bez
indexu.) Rozméry vychozi strukturni jednotky jsou X, Y, Z,, jeji objem je V, , = X ¥ Z,. Uvniti
strukturni jednotky je uisek vldkna ve tvaru ¢asti nekone¢ného, pravidelné zatizeného nosniku. Objem

tohoto seku ozna¢me V. Vychozi zaplnéni 1, je pak

V V

TV, X,

(604)

Usek vlakna ve strukturni jednotce je tvofen jednotlivymi segmenty, tj. ¢astmi vlakna mezi
sousednimi kontakty. Horizontalni vzdalenost sousednich kontaktnich mist je /,, délka segmentu
("délka ohybové cary", stfedni délka vlakna mezi sousednimi kontakty) je 5, a prihyb je y,.
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Plsobenim tlaku p na vySrafovanou

plochu se vychozi strukturni jednotka stlac¢i

do stavu dle obr. 50b). "Pticné" rozméry

vlakenného tvaru se pii  jednoosé

a) deformaci neméni - viz téZ obr. 48, a proto
)6 se neméni ani "pficné" rozméry X, I

strukturni jednotky. Na-proti tomu vychozi

rozmér Z,, se pusobenim tlaku p zmensi na

hodnotu Z - viz obr. 50b). ProtoZze objem

vlakenného useku je dle ptredpokladu 5

N stale stejny, lze zaplnéni p stlacené

y b strukturni jednotky vyjadfit vztahem

) ‘ N V
Z \ \ n=
2 > 2 XOYOZ

(605)

h h h h h h Z porovnani rovnic (604) a (605)

nalezneme relaci
obr. 50

T
V=nX 12, =X, %, Z WoZy = pZ Z =2, TO (606)

Je-i Z< Z,, je p>p,.)

Stlacenim se zaplnéni strukturni jednotky zvétsi a v dusledku toho se zvétsi 1 pocet
kontaktnich mist na vlakenném useku. Délka segmentu se ve shod¢ s (603) zmensi z &, na o a
horizontalni vzdalenost sousednich kontaktnich mist se zmensi z /4, na 4 - obr. 50.

Pocet segmentl ve vychozi strukturni jednotce je dle obr.50a) X,/h,, délka celého
vlakenného useku je (X 0 /ho) d,. Podobné z obr. 50b) nalezneme pro pocet segmentii ve stlacené

strukturni jednotce vyraz X,/h a pro délku celého vlakenného tuseku vyraz (X,/h)d. Podle

predpokladu 5 se vSak délka vldkna stlacovanim neméni, a proto plati vztah

(Eee s

0 0 0
Pro segment vldkna ve stlacené strukturni jednotce plati podle predpokladu 2 vztah (602), tj.

o=hf ( v/ h) a pro segment vlakna ve vychozi strukturni jednotce plati analogicky vztah
8,=hy f(v,/ ho). Z poméru obou rovnic za uziti (607) nalezneme

& _ hfyh) s fy/h) S /h) f(l):f{zg

Sy f(yo/ho) 9, f(yo/ho) f(J’o/ho) h hy
Protoze funkce fje monotonni, je rovnice (608a) splnéna jenom tehdy, plati-li

Y _ W y
o= = 608
h h Yo hy (608)

) (608a)
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Ve stlacené strukturni jednotce je délka segmentu & vyjadiena rovnici (603), tj. rovnici
d=ks/u. Analogicky pro délku segmentu 8, ve vychozi strukturni jednotce plati rovnice

8, = ks /1, - UZitim t&chto vztahti a rovnic (607) a (608) nalezneme nésledujici vyrazy.
y_h_ 8 _k/n_m

s = 609
Yo hy 8 ki/p, n (609)
a odtud
Y=Yy Ho (610)
-0
u
Ho
h=hy~—= 611
o (611)
Ve stlacené strukturni jednotce ma segment vldkna (s primérem vldkna d) objem
d2
V=87, (612)

Objem celého useku vlakna ve strukturni jednotce (vychozi i stlaené) je podle (604) V' = X Y, Z u,.
Polet segmenti vlakna ve stladené strukturni jednotce je pak m; =V/V,. Uzitim vyrazu pro V a

rovnic (612) a (603) nalezneme pro pocet segmentd vztah
_ K _ XhZow,  4X N2, 44X 121, l _ 4X .Y, Zu, B

Vy gmd’ o onds md nd® kg
4

ms

(613)

Energie deformace. Na obr. 49 sila F vyvolala v useku mezi podporami nekoneéného
nosniku, tj. v useku o délce nosniku 26 jistou deformacni energii E,;. Po pfiloZeni sily se pivodné

rovny nosnik zacal prohybat. Obecny prithyb n se postupné zvétSoval z hodnoty 0 az na kone¢nou

hodnotu 1 = y. Pfi obecném prithybu nosniku n ptsobi ve shod€ s (601) na nosnik sila F' = k,. n/h.
V tomto okamziku se zvétSenim prithybu o dn zvétsi vyvolana deformacni energie o dE,; = F dn).

Je-li kone¢nd hodnota prihybu n = y, je celkova vlozena deformacni energie dana rovnici

n=y y y 2\ 2
n kp(m kry
E, = LdE28 :le”:{th_sd”:h_f(ﬂ = (614)
n= 0
V poloviéni délce, tj. v délce 6 - viz obr. 49 - je vyvolana deformacni energie
1 k.y*  k.y°
ESZ%E%:E 2Fh3 = 4Fh3 (615)

Podle pfedpokladu 2 je energie E; téZ deformacni energii v jednom segmentu vlikna

stlacené strukturni jednotky.

Celkova deformacni energie ve stla¢ené strukturni jednotce je dana soucinem E = E ms.
Uzitim (615) a (613) a Gipravou s vyuzitim (610) a (611) lze nalézt vztah
key® 4X Y Zo1oH A, 1 X Zpp

E=Em, =
M T ndik, "YW T rdk,
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2 3
[y B [ ) XoXZopor _ o done 1’ XK Zopep _
E=kp|yo— 2 ThET 33 2 -
hobty nd kg neohgng  md kg
kpngOYoZo 2

= _F707 07070 616
Wnd’k, | (616)
Deformacni energii £, vychozi strukturni jednotky nalezneme dosazenim p = p, do (616).
_ kFngOYOZO 2
" Bnd’k,

Prirastek deformacni energie AE, pti némz strukturni jednotka na obr. 50 piejde z vychoziho do

(617)

stlaceného stavu, je dan rozdilem AE = E — E,. Po dosazeni (616) a (617) nalezneme

k.yeX,Y,Z k.yeX,Y,Z k.yveX,Y,Z
AE=E-E, = F30 gOOHZ—F;) go ouéz F30 go 0( 2_“3)
hynd kg hynd kg hynd kg

(618)

Vykonané préce. Stlaceni strukturni jednotky na obr. 50 se uskutecnilo pfilozenim
tlaku na vySrafovanou plochu. Postupnym zvySovanim tlaku se "vyska" strukturni jednotky
zmenSovala z vychozi hodnoty Z, aZ na kone¢nou hodnotu Z. Soucasné se zaplnéni strukturni
jednotky zvySovalo z vychozi hodnoty p, na kone¢nou hodnotu p. Mezi vychozim a konecnym

stlacenym stavem strukturni jednotky, znazornénymi na obr. 50, prosla strukturni jednotka fadou
mezistavii. V obecném mezistavu oznaéme pravé pusobici tlak symbolem p* (p° e<0, p>),

okamzitou "vysku" strukturni jednotky symbolem Z* (Z° e<ZO,Z>) a okamzité zaplnéni p*
(M* €<I"L07M>)'

Pii pohybu z vychoziho do kone¢ného stavu prosla horni vysrafovana plocha po draze

AN=Z,-7 (619)
a v obecném mezistavu prosla horni vySrafovana plocha po draze
N=Z,-7 (620)

Piidame-li v obecném mezistavu k pusobicimu tlaku p* elementarni piirtstek dp®, draha
horni vyS$rafované plochy se zvétsi o elementarni pfiristek dA” a vykona se elementirni prace
d4 = p* X, Y,d\". (Pfi jednoosé deformaci se velikost horni vysrafované plochy XY, neméni, takze
okamzita pusobici sila je dana souc¢inem p*XY.) Prace nutna na stlaceni strukturni jednotky z
vychoziho do kone¢ného stavu je pak

A=\ A A
A= [da=[p XY = XY, [ p'dx (621a)
A'=0 0 0
Uzijeme-li jako integralni substituci vztah (620) a znaceni dle (619), nalezneme vyraz
A A
A= XY, [pdv =-X¥,[p'dz’ (621)
0 Z
N =Z,-Z",d\/dZ" = -1,d\ = —dzZ°

Pro obecny mezistav strukturni jednotky plati rovnice (606) ve tvaru

.M
Z' =2, HS (622)
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Vyraz je vhodnou substituci v integralu (621). Uzitim (622) a (606) v (621) vznikne rovnice

VA u n *
A==XY, [pdZ' ==X, [p'| -2, du }XOYOZOHOJTdu (623)
Zy Ho M HOM
z2=z,80 4z =-z,Foay

2

Tlak p* v integralu rov. (623) je funkei zaplnéni p*, tj. zaplnéni, jeZ ma strukturni jednotka v

daném mezistavu. V kone¢ném stavu (pii zaplnéni pu* = p) nabyva tlak hodnoty p* = p. Plati tedy
p=p(n) p=r"(n) (624)

Zavislost tlaku na zaplnéni. V mechanice je definovan konzervativni systém,
vnémz piiristek deformacni energie je roven vykonané praci. Tradicni odvozeni rovnic pro
pravidelné zatizeny nekonec¢ny nosnik vychazi z Hookeova zdkona, ktery implicitné zahrnuje
i predpoklad konzervativniho systému. Ve formé wuzivanych rovnic (601) a (602) s blize
nespecifikovanym parametrem kg a funkci f - viz predpoklad 2 - vSak postaci 1 nasledujici "volné;si"
predpoklad: Vykonana prace je umérna priristku deformacni energie Uzitim (623), (618) a

(624) pak nalezneme rovnice

A=CAE
T * 2
XOY()Z()HOI P (*tl )dlvl* = C—kF];OTéOZ);)ZO (Mz - Mé)
0 3

Ho
sp ()L Chy?
/ M e,

( - uﬁ) C >1...konstanta im&rnosti
(625)

Ho
Derivovanim rovnice (625) podle proménné p pifi znaceni dle (624) vznikne vyraz pro

vypocet tlaku p. (Pfipomenme, ze obecné plati d{Jj f (x) dx} / dy=f ( y) )

da [ap(w) . d [ Ckpy?
E{J- l-l*2 du}a{hgndgkaouo(uz_ug)}

Ho

p(W) _ Ckuyi P 2Cky; oo 2Ckeys s (©26)

u? homd ks, w' hgmd ksp, homd kg,
Zlomek v ptedchozim vztahu je souhrnnym parametrem vlidkenného materialu; oznacime jej
symbolem £ ,.

B 2CkFyg

= 627
p h g T d 2 ks 1 o ( )
Zavislost tlaku na zaplnéni lze pak vyjadiit formalné jednoduchym vztahem
p=k, TN k,...souhrnny parametr vlakenné¢ho materialu (628)

Posledni vyraz byl odvozen pro strukturni jednotku. Predpokladame vsak, ze z takovych
jednotek je vytvoren cely vlakenny tutvar, a proto i platnost rovnice (628) lze rozsirit na cely

vlakenny tutvar.
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Pro vychozi strukturu (1 = p,) vypocteme sice nepatrnou, ale piece jen kladnou hodnotu tlaku
kpug > 0. (I ve vychozi strukturni jednotce je vlakno ohybové deformovano - viz obr. 50, takze sily v
kontaktech nemohou byt nulové.) Realn€ je vSak ve vychozim stavu vldkenného Gtvaru p=p, >0 a
pritom p=0. PfiCiny tohoto jevu nebyly do modelu stlacovani zahrnuty. (Napt. vychozi vldkna
nejsou piimkova, velmi malé sily jsou eliminovany tfenim mezi vldkny aj.) C.M. VAN WYK [6] proto

navrhnul nésledujici empirickou korekcei vztahu (628).

p=k, ( [TRETH ) k, ...souhrny parametr vlakenného materialu (629)
Nabizi se také moznost alternativni empirické korekce vztahu (628) ve formé€ rovnice
p=k,(n-p, )3 k, ...souhrnny parametr vlakenného materialu (630)

Vztah (629) ¢i (630) poskytuje pro p>>p, (hodnota p, je fadové kolem 0,01) prakticky stejné

hodnoty jako rovnice (628). Pfi p — pn, se vSak tlak p — 0, coZ je v souladu se skute¢nosti.

Poznamka: Vztah (629) ¢i (630) byl mnoha autory prakticky ovéfen pro mensi zaplnéni (pfiblizné
B, < pn<0,3)ato pro fadu riznych materialu.

5.3 Zobecnéna zavislost tlaku na zaplnéni

Nestlacditelné granule a idea zobecnéni. S rostoucim tlakem a zaplnénim
(ptiblizn€¢ nad p=0,3) se vypocty dle vztahu (629) ¢i (630) zacinaji vyznamné odchylovat od
skuteCnosti. Z prubehu funkce (629) ¢i (630) na obr. 51 je dokonce ziejmé, ze tlakim p > kp(l— ,ug)
¢l p>kp(1—u0)3pfislu§eji hodnoty zaplnéni p>1 (viz
vysSrafovana oblast), coz je redln¢ zcela nemozné. Podstatu
K rov. (630) problému lze snadnéji odhalit, vyjadiime-li v rovnici (629)
¢i (630) zaplnéni p=V/V, a vychozi zaplnéni u,=V/V,,,

kde V' je objem vldken, V, je celkovy objem vladkenného
utvaru a V , je celkovy objem vldkenného ttvaru ve

vychozim, nezatizeném stavu. Tak nalezneme z(629)

3
p ( 1 _HO) rovnici
& V3

) Pk =k =k, ook

p 3
—————— c VC,O

0 P nebo z (630) rovnici

3
v v
pzkAu—wf=[#Eé7—wg;fj (630a)
c c,0

(629a)

Na pravé strané téchto rovnic je jedinou proménnou celkovy objem vldkenného utvaru V.
(pfi stlacovani se &, V, p, ani ¥, , neméni), a proto, roste-li p nade viechny meze, celkovy objem V,

se bliZi bez omezeni k 0. Jinak feceno, celkovy objem V', 1ze bez omezeni stlacovat. (V kap. 5.1 a 5.2

se totiz nepfedpoklada, Ze by si vldkna n¢jakym zplisobem vzajemné "piekazela".)
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Ve skutecnosti stlatovat objem vlikenného utvaru bez omezeni nelze. (Napf. jiz samotna
vlakna maji prakticky nestlacitelny objem.) V realném procesu stlacovani si vlakna svymi objemy
Jako pravdépodobné se jevi zejména nésledujici predstavy:

1) V tésné blizkosti jednoho kontaktu nemtize vzniknout dalsi kontakt, protoze vldkna by se
musela v tomto prostoru vzajemné prostupovat - viz téz pozndmka k textu pred (585).

2) Na obr. 49 ptisobi okoli na idealizované vlakno pouze v bodech (ptsobisté sil, podpory);
ohybové deformovatelna je proto cela délka & (kazdého) segmentu. Skutecné kontaktni misto ma
vsak jistou délku a v celé této délce je vlakno pfitlaceno k druhému vldknu jistou spojité rozloZzenou
silou (spise nez bodove ptisobici silou), "doseda" na n¢j, je v této ¢asti "nepohyblivé", ohybove dale
nedeformovatelné. Skutecnd délka casti segmentu, jiz lze dale deformovat, je proto hodnotou o

zmens$enou o délku kontaktniho mista.

P {///////% Ob¢ predstavy vychézeji ze "zvlastniho" zplisobu usporadani a
"53":{6:4 5% :Effg':g?f{‘fﬂ chovani materidlu v kontaktu a v jeho bezprostiednim okoli - viz
4 ":3?532%%;:.’:0:323%:’,;/' obr. 52. Zvyraznéné C&asti na sebe dosedajicich vldken a k nim
. ‘::ggff:; s"u o Drislusejici nezbytny, tj. nevytlacitelny objem vzduchu v jejich tésném
REU

2 okoli (zejména ve "Stérbindch" mezi nimi) tvoii nestlacitelné téleso -
obr. 52 jakousi konkreci, "pecku" ¢i granuli.

Symbolem W, oznaCujme objem vSech granuli ve vlakenném
utvaru o celkovém objemu V_; V> W,. Zatimco objem granuli /7, je nestlacitelny, zbyvajici objem
V. —W,_ je deformabilni - 1ze jej déle stlacovat. Podobné vychozi, nestlaceny stav vlakenného ttvaru
ma celkovy vychozi objem V_;, je v ném vychozi objem granuli 7, a vychozi deformabilni
objem je V,,— W, . Nabizi se proto pfijmout nasledujici zobecrnujici hypotézu: Odvozeni, které
vedlo k rovnici (629a) ¢i (630a) plati nikoliv pro celkové objemy, ale pouze pro jejich
deformabilni ¢asti. Zobecnéna rovnice (629a) ma pak tvar

V3 V3
p= kp 3 "p 3
V=) ", -1,)

C

(631)

a alternativni zobecnéna rovnice (630a) ma tvar
3

V V
A T

c,0

(632)

Pro aplikaci t€chto rovnic je nutné vyjadiit objem granuli /¥, a vychozi objem granuli 17, .

Objem granuli ve vlakenném utvaru. Ve vlakenném ttvaru je celkovy pofet
N, granuli, (primérny) objem jedné granule je J, . Celkovy objem granuli ve vldkenném utvaru

W. 1ze zapsat vztahem
W.=N,W, (633)
Granule je okolim kazdeho kontaktu, takze celkovy pocet granuli N, je stejny jako celkovy

pocet kontaktii .
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Z definice hustoty kontaktii v dle (594) a rov. (596) se nalezne vztah
N, =n=vV, =k, (634)
Objem (primérny) jedné granule W,, je sloZzen z (pramérného) objemu vlikenného
materidlu /¥, v granuli (pfiblizn¢ zvyraznéna C¢ast na obr. 52) a z nezbytného, "nevytlaciteIného"

vzduchu v okoli (ve "St€rbindch" mezi vlakny a pod.). Oznacime-li zapInéni granule p, plati

W, W,
He = W VVc,g :H_ (635)
c.g g

Objem vlakenného materialu v jedné granuli ¥, zavisi na mife stlaCeni celé€ho Gtvaru. V mélo

stlaceném vlakenném utvaru vytvari "lehky" styk dvou vldken nepatrné stycné plochy, sily v kontaktu
jsou malé, maly je "ztuhly", tj. nedeformovatelny prostor granule a maly je pak i objem vlakenného
materialu v takové granuli. Naproti tomu ve velmi stlaceném vldkenném tutvaru jsou sily v kontaktu
veliké, vldkna jsou do sebe "zakousnuta", maji velké sty¢né plochy, "ztuhly" tj. nedeformovatelny
prostor granule je pomérné€ velky a objem vldkenného materidlu v granuli je pak také pomérné velky.
Charakterizujeme-li miru (jednoosého) stlaceni vlakenného utvaru jeho zaplnénim p, miZzeme

podle pfedchozich tvah formulovat nasledujici Aypotézu: Objem vlakenného materidlu v jedné
(pramérné) granuli /¥, je monoténné rostouci funkci zaplnéni p vlikenného ttvaru, z n¢hoz

granule pochazeji; W, = f ().

Exaktni odvozeni funkce f dosud neni znamo. Casto viak byva postatujici zavést empiricky
predpoklad, ze funkcei f1ze vyjadrit obecnou parabolou.
W,=f(n)=Kup'K >0,a>0...materidlové parametry (636)
Uzitim (634) a (635) s (636) ve vztahu (633) nalezneme pro objem vsSech granuli ve

vlakenném utvaru vyraz

W Kua kUH2+a Vc
W,=NW,, =kpnV,—£=kp, =K (637)

He He He

Stav, v némz je vlakenny utvar stlacen nejvétSim teoreticky moZnym zpiisobem nazveme

meznim stavem. V meznim stavu plati:
1) Vlakenny utvar ma nejmensi mozny celkovy objem V/

2) Vlakenny utvar ma nejvetsi mozné, tj. mezni zaplnéni p . ProtoZe objem vlaken V je konstantni -
kap.5.2, pfedpoklad 5 - 1ze mezni zaplnéni vyjadiit pomérem p, =V/V, ...

3) V meznim stavu granule zapliiuji cely objem vlikenného ttvaru; W =7,

¢, min*

—-W_ >0, ktery by bylo

(V opacném

pripad¢é by v meznim stavu existoval jesté néjaky deformabilni objem V,

¢, min
mozné dale stlacovat; pak by ov§em dany stav nebyl meznim.)

4) Protoze Utvar md mezni zaplnéni - bod 2) - a je tvofen vyhradn€ jen granulemi - bod 3) - je
zaplnéni granule rovnéz mezni; p, = p .

Dosadime-li hodnoty pro mezni stav do rovnice (637) ziskdme vyraz pro parametr K.

k 2+a V ) 1
u“’m ¢, min 1 — KkUMHa K - (638)

m 1+a

Mm kuum

V.

¢, min

=K
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Dosazenim (638) do (637) upravime vztah pro objem granuli do tvaru

2+a 2+a 2+a
M:Kh“ Ve 1 kp™V. _, #

(6392)

1+a c l+a

H, kown M o Mg
V meznim stavu je v celém vldkenném utvaru obsaZen jen nezbytny, nevytlacitelny objem
vzduchu. Objem vzduchu v granuli - byt’ taZ je soucasti Gtvaru i malo stlaceného - je chapan rovnéz

jako nezbytny, nevytlacitelny objem (viz text u obr. 52). Velmi pravdépodobny je proto nasledujici
predpoklad: Zaplnéni granule p, v libovolné stla¢eném vlakenném itvaru je meznim zaplnénim

K B, = 1,,- Z (6392) nyni nalezneme pro objem vSech granuli rovnici

2+a 2+a 2+a
VVC = I/C lira = I/C lia = I/C (LJ (639)
My My Hm My L

Ve vychozim, nestlaceném stavu vlakenného utvaru je V, =V, , u =y, a pro vychozi objem granuli

plati analogicky

2+4+a
W, =V, (“—] (640)

C
m

Zobecnéna zavislost tlaku na zaplnéni. Dosazenim vyrazl (639) a (640) do
zobecnéné rovnice (631), uzitim vztaht pro zaplnéni (n=V/V,, u,=V/V,,) a tpravou vznikne

zobecnéna zavislost tlaku p na zaplnéni p pri jednoosé deformaci ve tvaru rovnice

V3 V3 V3 V3
p=kp(V W)3_kp( )3:kp 2+a3_kp B
¢ e I/C’O_VVC’O [Vc _Vc (M/“m) ] [VC,O_VC,O(MO/HIH) ]
3
(v (/7o)
- kp 2+a e kp 2+a 3
(=)™ ] 1= (/)]
3 3
B K
pP= kp 2+a 3 kp : 2+a 3 (641)
(1= (/)™ ] 1= G/,
Formalni zapis rovnice (641) lze zjednodusit, zavedeme-li obecnou funkci
3
&(x)=k, al -x€(0, p,,)... argument funkce (642)

2+a
[1=(/m,)™ |
Zobecnéna zavislost tlaku p na zaplnéni p je pak vyjadiena rovnici
p=E(n)-&(n,) (643)

Podobné dosazenim vyrazii (639) a (640) do zobecnéné rovnice (632), uzitim vztahll pro
zaplnéni (u=V/V,, u,=V/V,,) a Gpravou vznikne alternativni zobecnéna zavislost tlaku p na

zaplnéni p pFi jednoosé deformaci ve tvaru rovnice

p= % & 2+a_\/z y
(n/p)

V.-V, Vc,o_Vc,o(Ho/Hm)zw

C C
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1404 VIV,
p=|k, —— =k —
_\/T)l—(pt/um)2 ﬁl—(uo/um)z |
p= {//7

N 644
2+a - P )2+a ( )
Formalni zapis rovnice (644) 1ze zjednodusit, zavedeme-li obecnou funkci

(u/ uo/
y(x)= {/El; =3/&(x)x (0, p,, )...argument funkce (645)

_ (x/lvlm )2+a
Zobecnénd zavislost tlaku p na zaplnéni p je pak vyjadrena rovnici
3
=[w(r) = wlw,)] (646)

V rovnici (641) ¢i (642) a (643) stejn¢ jako v alternativni rovnici (644) ¢i (645) a (646) se
vyskytuji dva parametry z piedchozich kapitol (£, a p,) a dva nové parametry (a a u ). Hodnoty

parametr je tieba stanovit experimentalng.

Mezni zaplnéni 1 je nejvySsi moZnou hodnotou zaplnéni. Je jist¢ mensi neZ 1, ale hodnoté
1 je velmi blizké. (Teoreticky je v ¢asti A, kap. 3.2 odvozena rovnici (30) hodnota limitniho zaplnéni
Wy = n/ (2\/5 ) =0,907. Skutecnd vlakna se vSak pii velkych silach jesté pficné ponc¢kud deformuyi,
"zakousnou" se do sebe; skuteéné mezni zaplnéni je proto jesté vyssi. Casto lze prakticky pouzit
pfibliznou hodnotu p = 1.)

Vychozi zaplnéni 1, je zaplnénim nestlacené struktury. Jeho hodnota se pohybuje v setinach,
nejcastéji n, = 0,01 az 0,03.

Materialovy parametr a, zavedeny rovnici (636), ma podle experimentalnich zkuSenosti pro

mnohé materialy hodnotu blizkou jedné, a = 1.
Materialovy parametr &, ma rozmér tlaku a podle experimentalnich zkuSenosti se jeho

hodnota v zavislosti na pouzitém materialu pohybuje nejcastéji v rozmezi k, =10MPa az 60 MPa.
1 _§ —————————————————————————— ::_Tﬂ—:+.—"—-. ————— VZtahy (641), (644), a téi
H=1 rov. (630)\ ““Nsov, (629) (629) a (630) ilustruji kiivky na
obr. 53, vypoctené pii n, = 0,02,

T

n,=1. Je z nich ziejmé, ze

rozdily mezi funkcemi (641) a
(644) jsou nepatrné. Pro malé
zaplnéni je prubéh rov. (641) ¢i
(644) prakticky stejny jako
prabéh rov. (629) ¢i (630). (Pro
, . 2+a
mala p je 1-(u/p,)" " =1,
0 P+ U, <u, a proto rovnéz plati

0,5 1 p’k, 1= (/1) " =1)
obr. 53
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Explicitni vyjadieni zaplnéni pri a =1. Pro mnohé materidly Ize uvazovat, ze

parametr a = 1. V tomto pfipad¢ Ize rovnici (641) upravit do tvaru

PP — -
(-G ] 1= (/)]
po (/) (e,
£yt [1—(uo/um)3]3 [1—(u/um)3]3
1 _ (n/u,, )3 (647)
Y [1—(u/um)3]3
kde Y B (o /11y,)’ i/ dpe kMo (648)

Eot 1= (o /)| (1= (o)’ ]

Reseni rov. (647) vede ke kubické rovnici s jednim realnym kofenem. Z n&j lze pro explicitni

vyjadieni zaplnéni p odvodit vztah
1/3

S RO R B -

(Tlak p je obsazen ve vyrazu (648) pro y.)
Podobné 1ze nalézt explicitni vyjadieni zaplnéni i z alternativni rovnice (644). Dosazenim

predpokladané hodnoty a =1 a upravou nalézdme postupné tvary

e — B Mo
p[\/gl—(u/umf \/El—(uo/umf]
i,

oy —te
e

u/u )

“O/Mm

3

1)

T s
Ho/“ ) [1—(u/pm)3]

[\/;“\/7 “o/“m) ] (u/m,,)’

Kphin :1—(u/um)3:3
1 (w/m,)
Yo = (w/m) | (030

kde

Y PR
HO/Mm)
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Jak je zfejmé, je rov. (650) analogickd s rov. (647). Alternativni vztah pro explicitni vyjadreni
zaplnéni p je téz vyjadien rovnici (649), v niz je misto y uzito y* dle (651). (Tlak p je obsaZen ve
vyrazu (651) pro y*.)

Poznamka: Explicitni analytické vyjadieni 1 pro obecnou hodnotu parametru a neexistuje.

Aproximaéni Vztahy. Pro nékteré ucely je rovnice (641) - zapsand téz tvarem (643) -
formalné pftilis slozitd. Pokud lze predpokladat, ze zaplnéni p (uvaZzovanych) vlakennych utvari se
pEili¥ neli§i od znamé hodnoty p°, Ize funkci &(n) ve vztahu (643) nahradit jednodussim

aproximacnim vyrazem typu
& aprox ( u) =k, cp’ k,...materialovy parametr, b,c...parametry aproximace (652)

jehoz derivace je
L (1)

dp
Derivace d&(x) / dx ptivodni funkce (642) je

=k, chbp"" (653)

) _df, 3_kpi[ ]
e B |l N AU

—k 3[;]21{;]# 3 X ibfﬂ#]:
P 1_(X/Hm)2+a dx 1_(x/um)2+a P [1_(x/um)2+a]2 dx 1_(X/Hm)2+a
R (L S R ST A

X Mm “m Mm
:3kpum =

[1- (T [1- (o, )|
3k (/)" + @ra)(y/u, )™ 1 (1+a)(x/um)z*“

[1- (] S [ )]

Hodnoty parametrii b a ¢ vyjadiime z pozadavki, aby pravé p¥i zaplnéni p=p” platilo:

(654)

1) hodnota F,(u*) vypoétena ze vztahu (642) je rovna hodnoté &apmx(u*) vypoétené z rov. (652),
2) hodnota derivace [d&(x)/dx] . dle (654) je rovna hodnotg [dE s () /dx] . die (653).

xX=

&) = &y (1)

)
[1 - (u*/um)m}
[de(x)/dx] . =[de e (x)/ax] .

. 2+a
- “*2 1+(1+a)(u /Hm) K Cb(u*)b—l (656)

: [1—(u*/um)2m}4

(655)
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Délenim rovnice (656) rovnici (655) a upravou vznikne vyraz pro vypocet parametru b.

2+a

P 1+(l+a)(u*/um)

3k,n T
|:1_(H'*/Mm) :| ~ k, cb(u*)b_1
kp H*3 3 kpC(M* b
[1—(u*/um)+a}
b:31+(1+a)(u*/um) a 657)

1= fu, )™

Pro parametr ¢ pak z (655) plati vztah
1
¢= (658)

[1— (0 ) T(M*)H

0.6+--—--------- 1 e P Pribéhy  funkci  dokumentuje
;,l 1 ptiklad na obr. 54, vypocteny s hodnotami

0,41

parametrii p_ =1 a a =1. Silnou Carou je
vyjadiena funkce &( u), plynouci z (642).

Slabé cary znazornuji funkce ?;apmx( u) pri
u"=0,02, dale 0,4 a 0,6. Graf ilustruje
dobré "pfimknuti" kfivek &,..(n) k
puvodni funkci ?;(u) v okoli pfislusnych

1: ©=0,02(zy,)

2: W=0/4

30 H=0,6 |
0 T 02 04

0,2

_____________Q ;.__
__ [

zaplnéni p”.

S vyuzitim ptedchozich vztaht 1ze

a(u)ﬂ E-‘aprox(u) funkci (641) nahradit v okoli zaplnéni
obr. 54 u=p" aproximacni funkei, jez uzitim
(652) a (642) nabyva tvar
P = Durox = Eapron (1) —E(11) = &, ct” —E (1) (659)

kde parametr b je dan vyrazem (657), parametr ¢ vyrazem (658) a parametr &(uo) rovnici (642), .

S(ME kpué/[l—(uo/um)““ .

Podobné jako (641) lze také funkci (644) nahradit alternativni rovnici v okoli zaplnéni
u=pu". UzZitim zapisu ve tvaru (646) se (645) a vyrazu (652) nalezneme vztah

p=Lwl)—w(,)] =[3/e) -] =
= Dapron [{/iapmx(u) —3\/&(“0)]3 = [W e _WT 660)

(Parametry b, c, e“;(uo) se stanovi stejn¢ jako u rovnice (659).)
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Poznamka: Ve zvlastnim piipadé p"=p, je b=3[1+(1+a)(uo/um)zm]/[l—(uo/um)zm], dale

c= 1/{[1—(u0/um)2+a]3(u*)“} a stale plati &(uo):kpug/[l—(uo/um)m]}. Protoze viak

1, je velmi malé, Ize piiblizné uvazovat 1—(u,/u,, ) =1+ (1+a)(u0/um)2m =1.

Pak b=3, c=l1, =k u;, rovnice \

&(HO) rto 1 | bavlna X

(659) ma tvar |J- -'?‘Cp:-.l 5 WEPa il =]

P = P =kl =l 0 = k[0 — 113

a rovnice (660) ma tvar 0,5

3
p;paprox:[%“’_”kpug:l =
:kp[p—uo:r = . I— N
0,0003 0,003 0,02 0,17 152050100328

Nalezené¢  vyrazy  jsou  totozné¢ s p [bPa]
"nezobecnénymi" rovnicemi (629) a (630), a)

Pf'iklady. P. D. BALJASOV [7] stla¢oval 1 i viskdza (B typ) y
vlakenny materidl do nedeformovateln¢ krabicky |, k=45 MPa N
("boxu") a zjistoval zavislost mezi pulsobicim
tlakem a wvzniklou deformaci. Vysledky jeho @ 5
experimentl charakterizuji semilogaritmické grafy .
na obr.55. Naméfené hodnoty jsou znaceny .
symbolem [ pro vlakenny material s piiblizné @ "

y i pv, o ,y p D L& f L L Lo .-/'J,.o-/""l-:‘_}_l-
paralelnim uspotrddanim vlaken a symbolem X pro 00003 0,003 002 017 1 52050100328
vlakenny material s  pfiblizn€ izotropnim p [MPa]
uspofadanim vlaken. Plna kiivka zobrazuje pribéh b)
funkce (641) s parametry n_, =1 p,=0,02,a=1a
riznymi hodnotami k, dle materialu. (Pribgh . .
alternativni funkce (644) by byl prakticky stejny.) ;mzl D x

= [m]

Z grafi je ziejmé, Ze existuje pomérné H P A
dobrd shoda teoreticky odvozeného vztahu s C
experimentalné namétenymi vysledky, a to az do 0.5 n
dosti vysokych hodnot zaplnéni.

Poznamka: Pti nejvétSich hodnotach zaplnéni se . o
, y . . . 0 BE=— . -t R

vyrazn¢ deformuje vlastni hmota vlaken, 0,0003 0,003 0,02 0,17 1 52050100328

coz model nezahrnuje. Proto je zde shoda P [MPa]

mensi a rozptyl hodnot vétsi. c)

obr. 55
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5.4 Dvoudimenzionalni deformace transverzalné izotropniho
vlakenného materialu

Napj atost a deformace. Uvazujme svazek piiblizné paralelnich vlaken, umistény do
soufadnicového systému x,,x,,x; dle obr. 56, kde osy souradnic urcuji hlavni sméry napjatosti.
X /F % Vldkna preferuji smér osy x,. U tohoto

1

uspotadani lze predpokladat, ze se bude chovat

/ i jako transverzilné izotropni kontinuum s

izotropii v roviné¢ kolmé k ose x,. Rovnice

—0y, « popisujici takovy systém pak plati i po zdméné

%*622 indextt "1" a "2" u veli¢in, vztazenych ke

] / // smérim x, a x,. Proto uZivejme obecné
///// _%2 : N TR,

indexy i a j, pficemz Ize volit 16{1,2},

lJrzalﬂT .,oof ..-, -;. x2 jef, 2} i= .
/ .‘. .... : i o~
/ 1+ | Ve vychozim (nezatizeném) stavu
82 naplnuji vldkna krychli o strané 1. Normalové
X3 1 sily —o),, znazornéné na obr. 56, plsobi na
obr. 56 vychozi jednotku plochy smérem dovniti

télesa. (Kladna hodnota vyjadiuje tlak.)
Normalové sily oznaCované o, jsou naopak chapany ve sméru od télesa ven. (Kladna hodnota
vyjadfuje tah.) Protoze normalové sily pusobi ve vychozim stavu na jednotkové plochy, jsou o,
soucasné Lagrangeovymi" (fiktivnimi) napé&timi, tj. napétimi vztahovanymi k vychozimu
(nezdeformovanému) télesu. Po deformaci ve sméru os x, a x, se jednotkové rozméry zméni dle
obr. 56 na hodnoty 1+¢, a 1+¢,; jen rozmér ve sméru x, je trvale 1. (Toho Ize dosdhnout umisténim
télesa mezi 2 tuhé desky, kolmé k x, a vzdalené 1. U svazku pfibliZzn¢ paralelnich vladken se vSak
tento rozmér prilis neodchyli od hodnoty 1 ani pfi usporadani bez téchto desek.)
Po zdeformovani ptisobi tlakové sily —c;, (tj. tahové sily o)) na skute¢né plochy 1-(1+8_/.).
Pro Cauchyho (skute¢na) napéti ,,, vztazend na plochy ve zdeformovaném télesu, plati vztah

O = J = O (661)
1(1+¢,) 1+e,

Stale prredpokldaddame, Ze p¥i stlacovani se objem vlaken neméni. Vychozi krychle na obr. 56

tedy obsahuje objem vlaken V, zaplnéni ve vychozim stavu je

Vv
SR (662)
M= 11
a stlaceny vlakenny materiadl ma zaplnéni
V Ko

T1(+e) (1+e,) (142 )1+e,) (663)

1) Nazev je odvozen od Lagrangeova pojeti pohybu ¢astic kontinua.
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Misto pomérnych prodlouzeni €, bude vyhodné charakterizovat deformace veli¢cinami

W, = Fo

Cl+e (664)

Poznamka: Zatimco veliCiny p, a u maji vyznam zaplnéni, veli¢iny p, €i p; obecné zaplnénimi

nejsou.
Z rovnic (663) a (664) nalezneme vztah vyjadiujici vazbu zavedenych veli¢in k zaplnénim.
N R Ho _

Uzitim (663) az (665) nalezneme téz derivace

_ 2 2
dy, _ d |: Ho :|= Ho = Lo ZL:L (666)
dSi d8i 1+8i (1+8i) (1+8i) ) Ho
o _ 0 Ko - —Ho S— Mo 1 _ My (667)
de, 0 |(1+e)1+e,)| (1+e,) (1+e,) (l+e)i+e,)l4e me b

Modelové predpoklady. Popisovany model dvoudimenzionalni deformace vychazi z
nasledujicich péti predpokladu.

1) V mechanice je pouzivan pojem konzervativni systém, coz je systém v némz deformacni
energie E zavisi jen na kone¢né deformaci (tj. nezavisi na "ceste" prechodu télesa z vychoziho do
kone¢ného, deformovaného stavu) a v némz je kazdy prirastek d4 vlozené prace "ulozen" ve formé
ptirtustku deformacni energie dE .

Redlné vladkenné utvary konzervativni nejsou. Pro omezeny okruh zpisobid namahani dle
schématu na obr. 56 vSak predpokladejme, ze plati:

a) (m&rnd) deformacni energie £ je funkci jen pomérnych prodlouZeni ¢ ,¢,, takze lze psat
E=E (81,82) a

b) elementarni priristek vloZené prace je imérny elementarnimu priristku deformacni energie;
tedy d4 = CdE, kde C>1 je konstantou imé&rnosti. (Cast vlozené prace miize byt spotfebovana na
tteni mezi vlakny a pod. Ve srovnani s konzervativnim systémem, kde C =1, je ptedpoklad ponc¢kud

"volngj$i".) Elementarni prirastek deformacni energie je totdlnim diferencidlem funkce
E=E(g,,&,). Plati

OFE OFE
dE =—de, +—dg, (668)
o*+doc* Ok, Ok,
114" 1 - Elementarni pFirustek vloZené prace vyjadiime ze

schématu na obr. 57. Necht piisobenim Lagrangeovych

Gz*j' dGz* ) (fiktivnich) napéti o}, a 6, se vychozi jednotkova krychle

1+¢ pretvorila do tvaru Sedého kvéadru s rozméry 1+¢,, 1+¢,,
I 1. Zvétsime-li napéti o,, a o,, o elementarni pfirstky
do}, a do),, zvétsi se hrany kvadru o znazornéné
1+ 82 d81 elementarni ptirtstky de, a de,.
obr. 57

234



Elementérni pfirtstek vlozené prace lze pak vyjadiit vztahem
d4 = (csf1 +dcs’f1)d81 + (0’;2 + dc;z)ds2 =
=0,,de, +do; de, + 05, de, +do),de, = (669)
=0, de, +0,,de,
(Pti Gpravée jsme zanedbali diferencialy vyssich fadi.) Ze zavedeného predpokladu nalezneme uzitim
(668) a (669)

d4=CdE
o, de, +0,,de, = C[a—Eds1 +8_Ed82j
o¢, €,
o) de, +03,de, = C%E de, +C%Ed(o,2 (670a)
I 2

Protoze rovnice ma platit pro vSechny dvojice hodnot ¢,,¢,, musi byt o], = COE/d¢, a

c,, = COE/d¢, ; obecné
o, =COE/0s, (670)

2) V 1vodu kapitoly byl zaveden piedpoklad, ze vldkenny materidl je transverzalné

izotropni. Vztah pro deformacni energii musi byt proto symetricky vzhledem k indextim 1, 2.
E(g,.e,) = E(e,.8,) 671)

3) Jednodimenzionilni deformace ve sméru osy x;, popsand v piedchozich statich, je
zvlastnim piipadem obecnéjSiho naméhani. Porovnanim obr. 48 s obr. 56 a uzitim (661) az (665),
nalezneme

e, =0, K = U, n=H, G;=0,;==p (672)
kde pro tlak p stale plati diive odvozena rovnice (641), nebo alternativné rovnice (644).

4)J. W. S. HEARLE a H. M. A. E. EL-BEHERY [8] zkoumali pomér Cauchyho (skutec¢nych)
napéti ¢, / G, Pri jednodimenzionalni deformaci ve sméru osy x,. (Mé&fili téz tlak plsobici na
boc¢ni sténu nedeformovatelné krabicky.) Experimenty ukdzaly, ze kromé¢ velmi malych tlaka plati
priblizné
(&) = konstanta (673)

ii Jg,=0

5) Pro vlastni feSeni je jeSt¢ nutné zavést vhodnou hypotézu o deformacni energii. Patrné

nejjednodussi je prredpokladat platnost linearniho vztahu
E=aF(u)+ar(u,)+pF(n) (674)

(Souctovy charakter pon¢kud pripomind deformacni energii dle Hookeova zdkona.) Jedina vhodna
funkce F' se zde vyskytuje se tfemi riznymi argumenty (u,,u;, ). Parametry o a 3 vyjadiuji

vzajemné "ovlivilovani" smérh i a j. MZzeme pro n¢€ bez ijmy na obecnosti zavést vztah

a+B=1 (675)
Zaved'me téZ oznaceni pro derivaci funkce F(x) (x je obecnd argument) symbolem
dr (x)
=fx 676
~—=/(x) (676)
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Lagrangeova napéti. Hypotéza o deformacni energii, formulovand rovnici (674),
evidentné spliluje pozadavky bodu /) a 2). Lagrangeova napéti, vyjadiena v bodé /) rovnici (670), Ize
za uziti vztahu (674) a naslednym dosazenim (666) a (667) vyjadrtit tvarem

= Cﬁa_i = Ca—al[aF(ui)JrocF(uj)jLBF(u)] =
- lar )2 - e 0) ) 677
L g O¢, Ho Ho

a zaménou indexil nalezneme téz
. dp 0 oy iy
oy =Closlu )+ (W) T |- C{ocf(u_/) L f ()= (678)
i €, €, Ho Ho
Pfi jednodimenzionalni deformaci ve sméru osy x, plati uzitim (672) a (675) v (677)

(00, o =01), = st 2 e ()

0

(679)

0
Vychozi nedeformovany svazek vldken je zvlastnim piipadem jednodimenzionalni deformace, pfi
kterém je zaplnéni p = p, a napéti (G;) e 0. Uzitim téchto hodnot v (679) nalézame rovnici
0= Cf(uo)(—pé/uo) = Cf(uo)(—uo). Protoze v§ak C =1 a p, > 0, musi platit

f(py)=0 (680)
Uzitim (661), (664), (672) a (680) v (678) nalezneme vztah

k3

ij £.=0 —u? —
(6//)S o —= 1 C|:0Lf(uo) Ho +Bf(“)&}:

l+e, l+e, Ho Ho

2

- B opr(p) e —cpr(n)—E

Ko Mo Mo (681)
Z rovnic (679) a (681) 1ze vyjadrit pomér
2
G CBf (M)L
[—”j = —H =...konstanta (682)
i )0 Cf
( ) Mo

Podminka (673) z bodu 4) je tedy splnéna. Rov. (682) tézZ vysvétluje vyznam parametru 3.

Logicky vyznam ma i parametr o. Pi jednodimenzionélni deformaci plati totiz

(G s ] _Cf( W) Hcp ()T

i 9 Ho Mo _ 1-B=a (683a)

i e Cflw) =

Z Mohrovy kruZnice vSak plyne [(Gii—G 17)/2]E_:0 :[Tijmax] > kde [ ymax] _, Je maximalnim

smykovym napétim pii jednodimenziondlni deformaci. Rovnici (683a) 1ze tedy prepsat do tvaru

O..—0O0 ..
( ,, J _2[ ] _q (683)
G, & =0 G e.=0

z néhoz je vyznam parametru o ziejmy.
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Zbyvajici pozadavek formulovany bodem 3) lze splnit vhodnou volbou funkce f. V prvém
pfipad¢ uvazujme, ze jednodimenzionalni deformaci popisuje rovnice (641), resp. (643) s (642). Z
rovnic (643), (672) a (679) vyplyva

(6,), -, = C./ ()= = —p=—(u) +E(1,)

Mo
_ Ky _ (684a)
S =2 el =& ,)] a
Funkce f obecného argumentu x ma tedy tvar
f(x)= %[&(X) ~&(uy)] (684)
Uzitim takto zavedené funkce f ve vyrazu (677) nalezneme pro Lagrangeovo (fiktivni) napéti ;,
rovnici
* Mo i “0 —HY;
f oo . ol o) G
o = o el ) 0 2050 )]
e 20 )] B a0~ el )] - -l Bl [ B e, ) (659

(Pro Lagrangeovo napéti o’ platl tyz vztah po zaméné indextii a j.)

V druhém, alternativnim ptipadé je jednodimenzionilni deformace popsana rovnici (644),
resp. (646) s (645). Z rovmc (646) a (679) pak vyplyva

CANREIMES
/ M

=—p={w(w)-wlu)]

0

f(u)= C“—Jz[w(u)— w(u)] (686a)
Funkce f obecného argumentu x mé nyni tvar
f(x)= MXOZ [w(x)=w(u,)] (686)

Uzitim takto zavedené alternativni funkce f ve vyrazu (677) nalezneme pro Lagrangeovo (fiktivni)
napéti ¢, alternativni vztah

o = o 2ol ) )] 5 ) -l )]

i 0 0

=—afw(w)-w(u,)] —B%[w(u)—w(uo)r (687)

(Pro Lagrangeovo napéti ¢, plati tyz vztah po zamén¢ indexii i aj.)

Cauchyho napéti. Pro Cauchyho (skute¢nd) napéti ziskdme z rovnic (661), (664) a

(665) vztah

oy =i =% Ho o B (638)
l+e;, p,l+g, [V

Pozndmka: Z rov. (665) vyplyva u; /u, = p/y,, takze plati také o, = o}, u/p, .
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Uzijeme-li v rov. (688) vyraz pro Lagrangeovo napéti dle (685), nalezneme za uZiti (665) pro
Cauchyho (skute¢né) napéti vztah

o, =| a5l )-pelu) - (a+ﬁuji(uo)}h=

Ko

()™ pe(n )ﬁ“—w[mﬁhja(uo)h:
Ho H Ho H Ho

o) gt o g ) -
iy Tt TP TS

i Ko

l_,l, .
=—aé(ui)i—ﬁé(uﬂ(a—’+Bjé(uo) (689)
(Pro Cauchyho napéti o ; plati tyz vztah po zaméné indextii aj.)

V alternativnim piipad¢ uzijeme v rov. (688) Lagrangeovo napéti ve tvaru (687) a za uZiti

(665) nalezneme alternativni vyjadieni pro Cauchyho (skutecné) napéti.

o, =0, % = {—a[w(ui)—\v(uo)]3 —B%[\v(u)—w(uo)]3}% -

0 0

= =a[w ()= i) 5= BE[w () - i )] - -
H u H

= —a[w()=w(u)] =B [wl(w) - wlp,)] =
H; H M
=—afw(u)-w(y,)] u__B[ w() = (w,)] (690)

(Pro Cauchyho napéti o ; plati tyz vztah po zamén¢ indextii aj.)

Rovnomérné namahani. Mnohdy se vyskytuji pfipady rovnomérného naméhani,
kdy 6, =0, =c. Pak je take n, =, a vzhledem k (665) plati

My =1, =K, (691)

Vyjdeme-li z rovnice (689) nalezneme pro Cauchyho (skute¢né) napéti pii rovhomérném

namahani rovnici

cz—aé(\/u_uo)\/;—u—ﬁﬁ(u)ﬂ{ @w]&( 0)=

0

=—a &(\/u_uo )\/MEO —BE(p)+ [oc\/lul0 + B]ﬁ(uo) (692)

Vyjdeme-li z alternativni rovnice (690), nalezneme alternativni vyjadreni

G:_G[W(\/“_“O)_\V(“o)]}\/u— Blw () - w(u,)] =

Z—a[\v i, ) -y, ] \/:— wip,)] (693)
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Uprava vztahu. Dosazenim funkce ¢ dle (642) do (689) nalezneme pro Cauchyho
napéti rovnici

o,.,.=—aa(ui)Lsam{ahsja(uo)=—akp e
H 0 [1—(ui/um) ]“"

-Bk, H 3+[a&+5)kp o T =
[1—(u/um)2”] Ho

i

PR PO 1y U S S (1 —[ahwj Mo/ (o)
P m +a 3 +a 3 + 3
=G/ =G U B =G /u,)™]
Z rovnice (665) Vypl}'fvaji vztahy
2
“3“ “5‘0 = (/1) (/)
Mm “’j lu’m (695)
e BB Z o (/i )wo/n)
“m M/ Mm
a po jejich dosazeni do (694) vznikne vyraz
o (/1) (o /1) (/1)
Gii T p“’m o +a 2+a 2+a B
[1—(u/um) (o/u,) } [1— ]
_[ oc +B) (10/ 1) (696)
+a]?
Ho/k, [1- (110 /10,)™ ]

Podobné dosazenim funkce y dle (645) do alternativniho vyrazu (690) nalezneme alternativni

Cauchyho napéti ve tvaru

o= _“[“’(“f)“"(“o)rf‘ﬁ[w(u)—w(uo)r =

i

=—al 3k _ i_
[ pl—(ui/u b uo/ )2”]

M,

_Blafrk —H Ho =
T R G et

b/ o/ M
:_kpufn OL[ /My — o /My 2+a:| i+
= (/)™ 1= (o /1) ;
; 697
+B[ R Ty ] ©7
(/)™ 1= (/)™
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Dosazenim (665) ve tvaru u/p, = i, /1, a druhé rovnice ze vztahu (695) do (697) vznikne vyraz

W 0{ (/)10 /12, ) o /M, ]3 1
)2+a

i = Mplm - MO/Mj

S (TVITINS it (TORITID R B (TRYUTR

3 (698)
+B[ n/p, __ Mo/l _ ]
—(0/pa) =g /)

Poznamky: 1) Vyraz (696) ¢i alternativni vyraz (698) lze chapat jako funkci proménné u/p_,
jejimiz parametry jsou vedle k,,pu,,0 a B=1-a t€z poméry p,/u,, a p,/u; =1+g, (viz

rovnice (664) ).
2) Vztah pro o ; vznikne z (696) ¢i alternativn€ z (698) zaménou indexi i a ;.

Pro Cauchyho napéti 6, =c, =c pFi rovhomérném namahani plati vztah (691), jehoz

uzitim lze nalézt téz vyrazy

Ho _ _Ho \/“_0 \/“_OM HO/H
TV TR TN TN T T

12
(/m ko /1, ) = )M:(H/Hm)m(“o/um)w (699)
(/)

(/p) (wo/m, ) =(u/um)3w=(u/um)2(uo/um)
(n/m,,)

1/2

Z rovnice (696) uzitim (699) vznikne vztah

3 (Mo /1)
(/i) (n/ny) (w/n,)’

_ 3
c=—k,u, 0 +B -

[1—(u/um)2?(uo/um)zﬂ3 [1_(“/“1n)2+a]3

_[a (0/p,)"” +B} (ko/t)’
[1-

(1o /1) (/)]

ke (/1) (o /1) B (0/w,)

[1—(u/um)2?(uo/um)zﬂ3 [1_(“/“1n)2+a]3

_[a (n/n,)"” +B} (1o /1) (700
[1-

(1o /)" (1o/1,)"]
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a z rovnice (698) uzitim (699) vznikne alternativni vztah

(H/H )(Ho/um)l/z
)" /e, (n/p,)"”
(/i) () e = (/i)™ ] (/)™

_ 3
c=—k,u, 0

Wi, Bo/py, 3
o .

THITIND R T (THTIN

3

(/i) (/i)™ /g (n/m,,)"”
) () 1 (e (/)"

+B[ Bla B M. } (701)
= (/)™ 1= (g /m,) ™

Pozndamka: Vyraz (700) &i alternativni vyraz (701) Ize chapat jako funkci proménné p/p_, jejimz
parametrem je vedle k,, p,,, o a B =1-0 t€Z pomér B /K, -

Grafy na obr. 58 a obr. 59 byly vypoéteny pro hodnoty p,/p,, =0,02 a a=1. Na obr. 58
jsou zobrazeny kiivky dle (696) a (700). Obr. 58a) vystihuje pribchy funkci v Sirsi oblasti, obr. 58b)
charakterizuje detail prib¢hu kolem nulového napéti o, (pfechod tlak - tah).

3 0,024
0,2 4 / i A
| 8 "
| | | ! | 6 | !

0 0,204 0,6 0,8 -0.00002
—G;/ (kp“él)
a)

rov. (696); ===== rov. (700) pro rovnomérné namahani 6, =6, =c

[

rov. (696) pii p,/u; =1+&, =1,t. &, =0 - totoZna s rov. (641).
obr. 58
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Na obr. 59 jsou zobrazeny kiivky dle (697) a (701). Stejné jako v predchozim piipade
vystihuje obr. 59a) pribéhy funkci v S§irSi oblasti a obr. 59b) detail pribéhu kolem nulového
napéti o, (prechod tlak - tah).

My 1
0.6 0.00005==—""1

2
0,4 2

4

0,2 4 8

J 8 16

0 0,204 0,6 0,8 -0.00002 0 0,00002
3 3
—c;;/ (k, 1) —0;;/(k, 1)

a) b)

rov. (697); ====- rov. (701) pro rovnomérné namahani 6, =6, =c

rov. (697) pii po/uj =l+g;,=1,4. &, =0 - totoZna s rov. (644).
obr. 59
Pribéhy kiivek v tlakové oblasti na obr. 58a) a obr. 59a) jsou prakticky totozné. Je z nich
ziejmé, ze ¢im vetsi je pomerne prodlouzeni ¢;, tim je pro dosazeni stejn¢ho zaplnéni p nutno
vynalozit vétsi tlak —c ;.
Kiivky na obr. 58b) a obr. 59b) jsou vsak zietelné¢ odlisné. V obou ptipadech je nulového
zaplnéni dosazeno konec¢nou hodnotou (tahového) napéti o,. Pribéh napéti pfi rovnomérném

namahani (==<=< ) se v oblasti tahového namahani "obraci", takze p¥i jedné hodnoté (tahového)
napéti 6, ma vlakenny tutvar dvé rizné hodnoty zaplnéni p; to je ovSem logicky neprijatelné.
Platnost odvozenych vztahi je tedy nutno omezit pouze na oblast 6, <0 a c; <0.

Poznamka: Pribéhy kiivek v oblasti 6, >0 jsou disledkem dvou variant empirickych korekci, jez
byly zavedeny v kap. 5.2 a vedly ke vztahtim (629) a (630).
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