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Limita a spojitost funkci

Definice Okoli bodu
Predpokladame, ze a € R, § € (0,00). Okolim bodu a s polomérem § (d—okolim
bodu a) se rozumi mnozina

{reR;|lx—a|<d}=(a—9, a+9) .

Poznamka
V mnohych souvislostech polomér uvazovaného d—okoli bodu a neni podstatny, pak
hovorime strucné o okoli bodu a.

Priklad
Sestrojte okoli bodu 2 s polomérem 1. interval (1, 3)
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Limita a spojitost funkci

Definice
Je-liae R, M C R a existuje-li okoli bodu a, které je podmnozinou mnoziny M
fekneme, ze a je vnitfni bod mnoziny M.

Priklad
M = (-1, 1] U {3} vnitfni body (—1, 1)

{—1, 1, 3} nejsou vnitfni body
Definice

Je-lia e R, M C R a obsahuje-li kazdé okoli bodu a néjaky bod mnoziny M a
néjaky bod nepatrici do mnoziny M, rekneme, ze a je hrani¢ni bod mnoziny M.

Priklad
M = (-1, 1] U {3} hrani¢ni body {—1, 1, 3}
Jiné hrani¢ni body M nemad
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Limita a spojitost funkci

Definice ( Limita funkce )
Rekneme, e funkce f ma v bodé a limitu b, jestlize ke kazdému okoli V' bodu b
existuje okoli U bodu a takové, Ze pro vSsechna x € U, = # a, je f(x) € V.
piSeme

lim f(x) =0 .

Tr—ra

Poznamka

Limita funkce f v bodé a je tedy takové Cislo, jemuz jsou blizké funkéni hodnoty
funkce f pro hodnoty nezdvisle proménné blizké a, avsak rizné od a.

Funkce ovsem nemusi mit limitu v kazdém bodé.

Priklad

lim (x +2)(z+ 3) _
r——3 xr+3

Priklad

lim sgn(x) =
z—0
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Limita a spojitost funkci

Véta 3.1 (o jednoznacnosti limity)
Funkce ma v kazdém bodé nejvyse jednu limitu.

Véta 3.2 (o limité souctu, rozdilu soucinu a podilu)
Je-li lim, ., f(x) = b, lim,_,, g(x) = ¢, pak
lim, [ f(x) +g(x)] =b+c,

limg o[ f(z) — g(z)] =b—c,

lim, ., f(z).g(x) = b.c,

je-li navic ¢ # 0, pak také

: f(x) _ b

lim,_., g = e

Priklad
lim (x +2)(z+ 3) _
r—5 r+3

Fakulta prirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL Zimni semestr — 5 / 19



Limita a spojitost funkci

Véta 3.3

Je-li lim,_,, f(x) =0, je-li funkce g omezena a existuje-li okoli U bodu a takové, ze
U\A{a} C D(g), pak
lim f(x)g(x) =0 .

r—ra

Priklad
1

lim zsin — =
x—0 T
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Limita a spojitost funkci

Véta 3.4 (o limité sloZené funkce)
Je-li lim, ., g(x) = b, lim,_,;, f(x) = ¢, je-li h = f(g) a je-li pro kazdé
x € D(g),x # a, slpnéna nerovnost g(z) # b, pak

lim h(z) = c.
r—a

Priklad

lim In(sinx) =
x5

Priklad

lim arctg(z? + e”) =
z—0
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Limita a spojitost funkci

Véta 3.5 (o limité elementarnich funkci)
Je-li f elementarni funkce a je-li a vnitfni bod D(f), pak

lim f(z) = f(a) .

r—ra

Priklad
lim sinx =
x—0
Priklad
lim e* =
x—0
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Limita a spojitost funkci

Definice

Nevlastnimi body se rozumi symboly —oco a oc.

Predpokladame, ze s € R. Pak se s-okoli nevlastniho bodu —oo, (resp. o),
definuje jako interval (—o0, s), (resp. (s,00)).

Poznamka
Podobné jako v prfipadé okoli bodu je i u okoli nevlastniho bodu Casto nepodstatné,
jaké je s, pak hovorime stru¢né o okoli.

Definice

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a € R* nevlastni limitu —oco, (resp. o0), jestlize
ke kazdému okoli V' nevlastniho bodu —oo, (resp. oo), existuje okoli U bodu a
takové, ze pro vsechna x € U, = # a, je f(x) € V.

Piseme: lim, ., f(z) = —oco, (resp. lim,_,, f(z) = o0).

Priklad
1

x—0
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Limita a spojitost funkci

Poznamka
Funkce f ma v bodé a nejvyse jednu nevlastni limitu —oo, (resp. co).

Poznamka
Véta o limité souctu, rozdilu, soucCinu a podilu plati i pro nevlastni limity a pro
kombinace limit a nevlastnich limit, pokud je pfislusna operace definovana.
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Limita a spojitost funkci

Definice (Jednostrannd limita)

Rekneme, e funkce f ma v bodé a limitu zprava b, (resp. limitu zleva b), jestlize
ke kazdému okoli V' bodu b existuje okoli U bodu a takové, ze pro vSechna

reU, x>a, (resp. z < a) je f(x) e V.

Piseme lim, ., + f(z) =0 (resp. lim,_,,- f(x) =b).

Limitu zprava a limitu zleva nazyvame jednostrannymi limitami.

Poznamka
Pro jednostranné limity plati analogie vét 3.2, 3.3, 3.4 a 3.6.

Véta 3.7 (vztah mezi limitami a jednostrannymi limitami)
Plati :
lim, ., f(z) =0b, pravé kdyz lim,_,,+ f(z) =b a lim,_,,- f(x) = 0.

Dasledek (Véty 3.7)
Plati implikace :
Je-li lim,_,,+ f(x) =0, lim,_,,- f(x) =c a b # ¢, potom lim,_,, f(x) neexistuje.

Priklad

lim sgn(x) =
x—0
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Limita a spojitost funkci

Definice
Definujeme nové symboly

07 = lim =,
x—0Tt

0O = lim x.
r—0—

Poznamka (operace s 0T, resp. 07)
1 1

P‘r'iklald .
lim (= — —) =

r—0 " 12 14

Poznamka
Analogicky se definuji i nevlastni jednostranné limity.
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Spojitost

Definice (Spojitost v bodé)
Rekneme, ze funkce f je spojita v bodé a, jestlize

lim f(z) = f(a) .

r—a
Poznamka
Funkce miize byt spojitd v bodé a jen v pripadé, Ze je v a definovana.
Priklad

Polynom a funkce sin a cos jsou spojité v kazdém a € R.
Raciondlni funkce je spojitd v kazdém bodé a € R, v némz je definovana.
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Spojitost

Véta 4.1 (o spojitosti souctu, rozdilu, soucinu a podilu)
Jsou-li funkce f a g spojité v bodé a, pak je v bod€ a spojitd funkce f+g, f — g, fg.
Je-li navic g(a) # 0, je v bodé a spojitd i funkce 5.

Priklad
f(x) =" + z°

Véta 4.2 (o spojitosti slozené funkce)
Je-li funkce g spojita v bodé a a je-li funkce h spojitéd v bodé g(a), pak je slozena
funkce f = h(g) spojitd v bodé a.

Priklad

f(x) = sinz?
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Spojitost

Definice (jednostranna spojitost)
Rekneme, ze funkce f je spojita zleva v bodé a, jestlize

lim f(z) = f(a) .

rT—a

Rekneme, Ze funkce f je spojita zprava v bodé a, jestlize

lim f(z)= f(a) .

r—at

Poznamka
Plati analogické véty vétam 4.1 a 4.2.
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Spojitost na intervalu

Definice
Rekneme, Ze funkce f je spojita na intervalu I, jestlize je spojitd v kazdém jeho

vnitrnim bodé, jestlize je spojitd zprava v levém hrani¢nim bodé intervalu I, pokud je
zleva uzavreny, a jestlize je spojitd zleva v pravém hrani¢nim bodé intervalu I, pokud

je zprava uzavreny.

Véta 4.3
Elementarni funkce f je spojita na kazdém intervalu I C D(f).
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Vlastnosti spojitych funkci

Véta 4.4 (Weierstrassova)

Je-li funkce f spojitd na omezeném uzavreném intervalu I, pak existuji ¢isla ¢, d € 1
takova, ze pro kazdé x € I plati

fle) < flz) < f(d) .

Poznamka
Véta rikd, ze spojitd funkce na omezeném uzavieném intervalu nabyva v néjakém
bodé své nejmensi funkéni hodnoty a v nékterém bodé své nejvétsi funkéni hodnoty.
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Vlastnosti spojitych funkci

Véta 4.5 (Bolzanova)
Je-li funkce f spojitad na intervalu [a, b], je-li f(a) # f(b) a je-li q Cislo lezici mezi
f(a) a f(b), pak existuje p € (a,b) takové, ze

flp)=q.

Poznamka

Funkce spojitd na intervalu [a, b] nabyva tedy vSech hodnot mezi f(a) a f(b).
Zvlastni pripad pro g =0

existuje alespon jeden koren rovnice f(z) = 0.

(metoda pileni intervalu)

Priklad
Naleznéte reseni rovnice

s presnosti na tfi desetinnd mista.
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Vlastnosti spojitych funkci

Regeni

Interval Stred Hodnota ve stredu
—1, 0] xo = —0,5 f(xo) = 0,106 5308
—1,—0, 5] x1 = —0,75 f(x1) = —0,2776334
—0,75, -0, 5] x9 = —0,625 f(xe) = —0,089 7385
—0,625, -0, 5] x3 = —0,5625 f(x3) =0,0072829
—0,625, -0, 5625] x4 = —0,59375 f(xy) = —0,0414975
—0, 59375, —0, 5625)] xs = —0,578125 f(xs) = —0,0171758
—0,578125, —0, 5625] rg = —0,5703125 | f(xg) = —0,004963 7
—0,5703125, —0, 5625] r7 = —0,5664062 | f(x7) =0,0011553
—0,5703125, —0,5664062] | zg = —0,5683593 | f(zg) = —0,001 905 2
—0, 5683593, —0, 5664062] | g = —0,5673828 | f(xg9) = —0,0003753
—0, 5673828, —0, 5664062] | x19 = —0,5668945 | f(x19) = 0,0003900

Z tabulky vyplyva, ze

z* = —0,567

pricemz vSechna tfi desetinna mista jsou platna.
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