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Derivace

Definice
Rekneme, ze funkce f ma v bodé a derivaci, jestlize existuje limita
x)— f(a
@)~ fla)
Tr—a Tr — a

Tuto limitu znac¢ime f’(a) nebo %(a).
V pfipadé, se
@)~ I

Tr—ra Tr — a

je nevlastni, hovorime o nevlastni derivaci funkce f v bodé a.
V pripadé jednostrannych limit nebo nevlastnich jednostrannych limit

@ =@ ) - @

hovorime o jednostrannych derivacich nebo nevlastnich jednostrannych
derivacich funkce f v bodé a,
znacime je f! (a), fL(a).
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Derivace

Priklad

Urcete derivaci funkce f(x) = ¢ v bodé a € R.
F'(a) =

Priklad

Urcete derivaci funkce f(x) = x v bodé a € R.
f'(a) =

Priklad

Urcete derivaci funkce f(z) = 22 v bodé& a € R.
F(a) =

Priklad

Urcete derivaci funkce f(z) = sgnz v bodé a = 0.

' a) =
i (a) =
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Derivace zakladnich elementarnich funkci

Véta 5.1

Ma-li funkce f v bodé a vlastni derivaci, pak je v bodé a spojita.
(naopak neplati, |z|)

Priklad

Urcete derivaci funkce f(z) = sgn|z| v bodé a = 0.
fo(a) =

fi(a) =
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Derivace zakladnich elementarnich funkci

Definice

Derivaci funkce f se rozumi funkce f’, jejimz defini¢nim oborem D(f’) je mnozina
vsech x € D(f), v nichz ma funkce f derivaci,

a ktera prirazuje kazdému x € D(f’) derivaci f/(x) funkce f v bodé .

Znaci se f’ nebo %.

Priklad
Konstantni funkce f(z) = ¢ ma derivaci f’ definovanou na D(f’) = R, pro kterou
plati

fi(z)=0.

Priklad
Funkce f(x) = x ma derivaci f’ definovanou na D(f’) = R, pro kterou plati

fl(z)=1.

Fakulta prirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL Zimni semestr — 5 / 17



Derivace zakladnich elementarnich funkci

=0,
=1,
(z™) = na" b,
(a®) =a*Ina (a>0),
(633)/:63:7
1
1 = > 0 1
(logy ) = —— (a>0,a#1),
1
Inz) ==
na) =1 |
(sinz) = cosz ,
(coszx) = —sinz ,
1
tgr) =
(tgz) cos?
1
(cotgz) = ——5— ,
sin” x
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Derivace zakladnich elementarnich funkci

1
. /
arcsing)’ = ——
(arcsine) = ——
1
(arccosz) = ———,
V1—z?
1
tgr)' =
1
tgr) = — .
(arccotgzr) oS
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Vlastnosti funkci majicich derivaci

Véta 5.2 (o derivaci souctu, rozdilu, soucinu a podilu)
M3ji-li funkce f a g v bodé€ a derivaci, pak md v bodé a derivaci funkce f 4+ g, f — g,

a fg a plati

(f+9)(a) = f'(a) +4'(a), (1)
f—9)(a)=f'(a)—g'(a), (2)
(f-9)" (a) = f'(a).g(a) + f(a).g'(a) , (3)

je-li navic g(a) # 0, pak ma v bodé a derivaci i funkce 5 a plati

g

- | (4)

(f)' () f'(a).g(a) — f(a).g'(a)

Poznamka
Véta plati i pro nevlastni derivace, jednostranné derivace a nevlastni jednostranné
derivace, pokud existuji vyrazy na pravach stranach vztaha (1) - (4).
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Vlastnosti funkci majicich derivaci

Priklad

Urcete derivaci funkce f(z) = Inx. cosz.
f'z) =

Priklad i

Urcete derivaci funkce f(z) = %
f'(@) =
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Vlastnosti funkci majicich derivaci

Véta 5.3 (o derivaci slozené funkce)
Ma-li funkce g v bodé a derivaci ¢’(a), ma-li funkce h v bodé g(a) derivaci h'(g(a)) a
je-li f = h(g), pak funkce f ma v bodé a derivaci

f'(a) =1(g(a)).g'(a) . (5)

Priklad

Urcete derivaci funkce f(x) =In(cosz) pro z € (=%, %).
f'(z) =

Priklad

Urlete derivaci funkce f(x) = cos(Inx) pro = € (0, c0).
@) =
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Vlastnosti funkci majicich derivaci

Véta 5.4 (o derivaci inverzni funkce)
Je-li D(f) interval, je-li funkce f prostad a spojitd na D(f) a ma-li v bodé b derivaci
f'(b) # 0, pak jeji inverzni funkce f~! ma derivaci v bod& a = f(b) a plati

1
f~H(a) = : 6
)@= 7 (6
Priklad
Urcete derivaci funkce f(z) = arcsinz.
in* _rr
g(x) =sin"z na | 5 2]
b = arcsina pak a =sinb
1 1 1 1

f’(a) = (9~ )’(Cb) - g'(b) — cos b — \/1—Sin2b - T — a2
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Vlastnosti funkci majicich derivaci

Priklad (derivace funkce s nezndmou jak v zdkladu, tak v exponentu)
Urcete derivace funkce f(x) = z” definované na (0, c0).

Nejprve maly trik

X

f(.ilf) _ 6lna: _ eazlna:

1
f(x) = exlnx(lnx —|—x;) =x%(Inx + 1)
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Vyssi derivace

Definice (lokalni v bodg)

Predpokladame, ze funkce f ma derivaci f’ s defini¢nim oborem D(f"). Oznaéme
g = f" a zvolme a € D(f’). Ma-li funkce g v bodé a derivaci ¢'(a), fekneme, zZe Cislo

g'(a) je druha derivace funkce f v bodé a a oznacime ho f”(a) nebo Z%f(a).
Obdobné zavadime nevlastni druhou derivaci funkce f v bodé a, jednostranné druhé

derivace v bodé a, nevlastni jednostranné druhé derivace v bodé a.

Priklad
Uréete druhou derivaci funkce f(z) = 2° v bodé& a € R.

Definice (funkce na intervalu)
Druhou derivaci funkce f se rozumi funkce f”, jejimz defini¢nim oborem je
mnozina vsech Cisel x € D(f"), v nichz ma funkce f druhou derivaci, a ktera

prifazuje kazdému = € D(f") druhou derivaci f”(x) funkce f v bodé .
d? f

v/ . 14}
Znacime ji " nebo 5.

Priklad
Urcete funkci druhd derivace k funkci f(z) = x°.
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Vyssi derivace

Poznamka
Analogicky definujeme treti, (Ctvrtou ...) derivaci funkce f v bodé a a funkce treti
(Ctvrta ...) derivace.

Hovorime souhrnné o vyssich derivacich funkce f.
)44 / 1/ 111 m
Zna&ime f/, ", ", ... fm) .

Priklad
Uréete vdechny derivace funkce f(z) = 23 + 2% + = + 1.
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Geometrické aplikace

Ma-li funkce f v bodé a derivaci, pak tecna t grafu funkce f v bodé [a, f(a)] ma
smérnici
k= 7'(a)

a prochazi bodem |[a, f(a)|, ma proto rovnici

y=f(a)(z—a)+ f(a) .

Normalou grafu funkce f v bodé [a, f(a)] se rozumi kolmice n k te¢né prochazejici
bodem |[a, f(a)].
Jeji rovnice je pro f'(a) # 0

apro f'(a) =0
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Geometrické aplikace

Je-li funkce f spojita v bodé a a ma-li v ném nevlastni derivaci, povazujeme za tecnu
t jejiho grafu v bodé [a, f(a)] pfimku o rovnici

Tr=a,

jeji normala n v témze bodé ma pak rovnici

y = f(a) .

Priklad
Uréete tednu a normalu paraboly y = 22 v bod& [1,1].
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Geometrické aplikace

Véta 5.5 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté)
Je-li a < b, je-li f spojitd na intervalu [a,b] a ma-li na (a,b) derivaci, pak existuje
c € (a,b) takové, ze

F) ~ fla)

Flle) ==
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