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Geometrické aplikace

Véta
Necht f je funkce spojita na intervalu I. Ma-li funkce f ve vsech vnitfnich bodech
kladnou ) rostouci
nezapornou neklesajici
intervalu I { zapornou > derivaci, pak je funkce f na I < klesajici .
nekladnou nerostouci
| nulovou ) | konstantni
Priklad

Vysetrete monotonii funkce f(x) = 2x + sin .
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Geometrické aplikace

Véta 5.7 (I'Hospitalovo pravidlo)
Je-li lim, . f(x) =lim,_,, g(x) = 0 nebo lim,_., |g(z)| = oo a je-li

lim,_,q 248 = b, pak lim,_,, £8 = b,

Poznamka
Véta plati i pro nevlastni limity, limity a nevlastni limity v nevlastnich bodech,

jednostranné limity a nevlastni jednostranné limity.

Priklad

y : 1
Uréete lim,_, o 2(cosz)

xT

Poznamka (triky na Gpravu soucinu, rozdilu a mocniny)
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Lokalni extrémy

Definice .
lokalni maximum

lokalni minimum
globalni maximum
globalni minimum

Rekneme, e funkce f ma v bodé a < >, jestlize

\ /
existuje okoli U bodu a takové, Ze pro vSechnaz € U je f(x) < f(a)
> f

existuje okoli U bodu a takové, Ze pro vSsechnax € U je f(x) (a).
pro vSechnax € D(f)je f(x) < f(a).
pro vSechnax € D(f)je f(x) > f(a).

lokalni maximum nebo lokalni minimum,
globalni maximum nebo globdlni minimum, }

\

M34-li funkce f v bodé a {

lokalni extrém.

fekneme, ze ma v a o ,
globalni extrém.

Priklad
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(z) = 2.
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Lokalni extrémy

Véta 6.1

Ma-li funkce f v bodé a lokdlni extrém a ma-li v bodé a derivaci,
pak f'(a) = 0.

Definice

Body, v nichz ma funkce derivaci rovnu nule, budeme nazyvat jejimi stacionarnimi

body.

Priklad
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(z) = z°.
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Lokalni extrémy

Véta 6.2 (postacujici podminky pro lokalni extrémy)

Necht je funkce f spojita v bodé a.

a) Existuje-li okoli U bodu a takové, ze pro vSechna x € U, = < a, je f'(x) > 0 a pro
vSechna x € U, = > a, je f'(z) <0, pak ma funkce f v bodé a lokalni maximum.

b) Existuje-li okoli U bodu a takové, ze pro vsechna xz € U, = < a, je f'(z) <0 a pro
vsechna z € U, x > a, je f'(x) > 0, pak ma funkce f v bodé a lokdlni minimum.

c) Existuje-li okoli U bodu a takové, ze pro vSechna x € U, = # a, je f'(x) > 0 nebo
pro véechna x € U, x # a, je f'(x) < 0, pak funkce f nemd v bodé a lokalni extrém.

Priklad
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x) = |z — 4.
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Lokalni extrémy

Véta 6.3

- 0 <0,
Ma-li funkce f druhou derivaci ve svém staciondrnim bodé a a je-li { F"(a) > 0,

lokalni maximum.

pak ma funkce f v bodé a { lokdIni minimum.

Priklad
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(z) = 52° — Hfa? + 28z

Poznamka

Abychom nalezli body, v nichz ma funkce globalni extrémy, staci vysetrit vsechny
body, v nichz ma lokalni extrémy, a vSechny hrani¢ni body jejiho defini¢niho oboru.
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Konvexnost, konkavnost a inflexe.

Definice

M3-li funkce f derivaci v bodé a, rekneme, ze je . (o
v bodé a konkdvni,

existuje okoli U bodu a takové, ze pro vsechna z € U, = # a, je
{ f(x) > f(a)(x —a) + f(a).
f(x) < f(a)(x —a) + f(a).

v bodé a konvexni, L
jestlize

Poznamka
Geometricky to znamenad, ze v néjakém okoli U bodu a probiha graf konvexni funkce
nad te¢nou v bodé A = [a, f(a)], graf konkavni funkce f pod te¢nou v bodé

A =la, f(a)].
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Konvexnost, konkavnost a inflexe.

Definice
M3a-li funkce f derivaci v bodé a, rekneme, ze ma v a inflexi, jestlize existuje okoli U

bodu a takové, ze

pro vSechna x € U, x < a, je f(z) < f'(a)(x —a) + f(a)

a pro véechna z € U, > a, je f(x) > f'(a (a)
nebo pro viechna x € U, z < a, je f(x) > f'(a)(x —a) + f(a)
a pro véechna z € U, = > a, je f(x) < f'(a)(x —a) + f(a).

Priklad Naleznéte inflexni body funkce
1) f(z) = 2
2) f(z) = =°

Véta 6.4 (postacujici podminka pro konvexnost a konkavnost)
. . y .. | f(a) >0, :
M3a-li funkce f druhou derivaci v bodé a a je-li { £(a) <0, pak je funkce f v

konvexni.
konkavni.

bodé a {
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Konvexnost, konkavnost a inflexe.

Priklad
Vysetrete konvexnost, resp. konkavnost, funkce f(z) = e” v bodé 1.

Definice ()
y y : konvexni na mnoziné M C D(f"), | . ... .
Rekneme, ze funkce f je { konkévni na mnoginé M  D(f') } jestlize je
konve/xm/ v kazdém a € M.
konkavni
Priklad

Zjistéte, kde je konvexni a kde konkavni funkce f(x) = In(2? + 1) definovand na R.
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Konvexnost, konkavnost a inflexe.

Véta 6.5
Ma-li funkce f inflexi v bodé a a ma-li v bodé a druhou derivaci, pak f"”(a) = 0.

Priklad
Naleznéte inflexni body funkce f(z) = In(2? + 1).
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Konvexnost, konkavnost a inflexe.

Véta 6.6
Necht funkce f ma spojitou derivaci v bodé a
a) Existuje-li okoli U bodu a takové, ze
1) pro vSechna x € U, = < a, je f"(x)
a pro vSechna x € U, x > a, je f"(x)
nebo
2) pro vsechna z € U, x < a, je f"(x)
a pro véechna z € U, > a, je f"(x)
pak ma funkce f v bodé a inflexi.
b) Existuje-li okoli U bodu a takové, ze
pro véechna z € U, x # a, je f"(z) >0
nebo
pro véechna x € U, = # a, je f"(x) <0,
pak nema funkce f v bodé a inflexi.

0
0

VA

0
01

IN IV

Poznamka

V pripadé a) méni druhd derivace f” své hodnoty v bodé a z nekladnych na
nezaporné nebo naopak.

V pfipadé€ b) v bodé a neméni znaménko.
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Konvexnost, konkavnost a inflexe.

Priklad
Naleznéte inflexni body funkce f(z) = In(z? + 1).

Véta 6.7
Je-li f"(a) =0a f"(a) # 0, pak ma funkce f v bodé a inflexi.

Priklad
Naleznéte inflexni body funkce f(z) = 2% — 222 + x.
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Asymptoty

Definice
Rekneme, ze funkce f ma svislou asymptotu = = a, jestlize ma v bodé a alespon
jednu nevlastni jednostrannou limitu.

Priklad
Urcete svislé asymptoty funkci

1) f(z) = 37
2) f(x) =Inx

Definice
Rekneme, ze funkce f ma Sikmou asymptotu y = ax + b, jestlize

lim [f(x) —ax—b =0 nebo lim [f(x)—ax—0b=0.

Tr—ro0 T—r— 00

Priklad
Urcete Sikmé asymptoty funkci

1) f(z) = 715
2) f(z) =Inx

3) f(z) = arctgx
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Asymptoty

Véta 6.8
Funkce f ma Sikmou asymptotu y = ax + b, pravé kdyz
a = lim M, b= lim [f(z) — ax],
T—r o0 T i dee)
nebo
a= lim @, b= lim [f(x)—az].
Tr—r—00 T Tr——0Q
Priklad ;
Urcete Sikmé asymptoty funkce f(z) = 5.
(y=2+3)
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Asymptotes

Definition
We say that the graph of function f has vertical asymptote z = a if

lim f(x) =400 or lim f(x)= to0.

r—at r—a~

We say that the graph of function f has asymptote y = kx + ¢ if

lim [f(z) —kx—q]=0 or lim [f(x)—kxr—q]=0.

T—r o0 Tr—r—00

Theorem
The graph of function f has asymptote y = kx + ¢ if and only if

k= lim J(z) qg= lim [f(x) — kz] ,

r—oo I xr— 00

k= lim /@) g= lim [f(x)— kz].

r——00 I xr— — 00
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