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Nevlastni integral

Urcity integrdl jsme definovali pro:
- kone¢ny interval [a,b], (tj. a, b € R)
- omezenou funkei f, (tj. |f(x)| < M na [a,b]).

Nyni rozsifime definici urcitého integralu na:
- nekonecné intervaly |a, 00), (—00,al, (—o0, )
- neomezené funkce.
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Nevlastni integral

Definice. (nevlastni integral vlivem meze)

Predpokladame, Ze funkce f je definovana na intervalu [a,c0) a integrovatelna na
kazdém intervalu |a, | pro Iibovolné r > a, potom definujeme nevlastni integral
funkce f na intervalu [a,c0) jako limitu

/ f(x)dx = 74li_>n(;1o 7nf(:zf) dx . (1)

JestliZe tato limita je redlné Cislo, fikdme, Ze nevlastni integral faoo f(z)dx
konverguje (k tomuto Cislu).

Jestlize limita neexistuje, nebo je +00, rikdme, ze nevlastni integral diverguje.
Analogicky definujeme nevlastni integral funkce f na intervalu (—oo, a] jako

limitu a4 a
t /_ f(x)dr = lim f(z)dz . (2)

r——oo J.

Pomoci nevlastnich integral (1) a (2) definujeme nevlastni integral funkce f na
intervalu (—oo, c0) takto:

/f d:z;_/f d:z;+/f (3)

kde a € R libovolné.
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Nevlastni integral

Priklad
Vypocitejte nevlastni integral
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Priklad
Vypocitejte nevlastni integral

1
/ —dx
. T

Priklad
Vypocitejte nevlastni integral
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Nevlastni integral

Poznamka
Geometrickd interpretace konvergentniho nevlastniho integralu opét vyjadruje obsah
obrazce ohranic¢eného grafem funkce f, osou = a pfimkou a = z.

Véta 10.1. (srovnavaci kriterium pro urleni konvergence nevlastniho integralu)
Plati-li pro dvé funkce f a g na intervalu |a, o0) nerovnost

0< f(z) <g(x),

potom z konvergence [ g(z) dz vyplyvéa konvergence [ f(xz)dx
a z divergence [ f(z) dz vyplyvd divergence [ g(z) dx.

Priklad
Rozhodnéte o konvergenci
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Nevlastni integral

Definice (nevlastni integral vlivem funkce)

Predpokladame, ze funkce f, definovana na intervalu [a,b), je neomezend v okoli
meze b a integrovatelna na kazdém intervalu [a,r], kde r < b, potom definujeme
nevlastni integral neomezené funkce f na intervalu |a, b] jako limitu

r—b—

/abf(x) dr = lim /:f@) dz .

Je-li tato limita redlné Cislo, fikime, Ze nevlastni integral konverguje (k tomuto
Cislu). Jestlize limita neexistuje, nebo je 4+o00, fikdme, Ze nevlastni integral
diverguje.

Analogicky definujeme nevlastni integrdl funkce f neomezené v okoli dolni meze a
jako limitu

r—at

/abf(af) dr = lim /be(x) dz .
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Nevlastni integral

Jestlize je funkce f neomezena v okoli bodu c leziciho uvnitf intervalu [a,b] a je v
¢astenych intervalech [a, ¢), (c,b] integrovatelna, vyjadfime nevlastni integral

b y
| f(x) dz ve tvaru souctu

/abf(x)dxz[ch($>d$+/cbf($>d$.

Jeho konvergence je podminéna konvergenci obou nevlastnich integralt na pravé
strané.
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Nevlastni integral

Priklad
Vypocitejte nevlastni integral

=
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Priklad
Vypocitejte nevlastni integral

2
1
/ dx
0 2—

Poznamka

Podobné jako u nevlastniho integralu vlivem meze je i zde mozno povazovat za obsah
ohrani¢eného obrazce (grafem f, osou x a pfimkami =z = a, x = b).

Plati zde analogie srovnavaciho kriteria pro urceni konvergence nevlastniho integralu.
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