Pohyb hmotného bodu po podptrné valcové plose

Hmotny bod dané hmotnosti se pohybuje po vnéj$i drsné strané horizontalni valcové plochy
v radialni roviné z dané vychozi polohy danou poc¢ateéni rychlosti.

]

obr. 1 — Zadani

Déano: - hmotnost m hmotného bodu,
- vychozi poloha ¢,
- poc¢étecni rychlost v,
- polomér r valcové plochy,
- soucinitel smykového tfeni f na valcové ploSe.
Urcit: - zavislost () rychlosti na poloze,
- pro specialni piipad f =0 (bez t¥eni) uréit misto ¢" ztraty kontaktu hmotného bodu
s podlozkou.
Postup reSeni:
1) Uvolnéni hmotného bodu v obecné poloze obsahuje akéni
silu G (tithova sila), normélovou reakci N | teénou tiect sflu T'

puisobici proti pohybu a dynamickou teénou Bt a norméalovou
D, slozku setrvac¢né sily — viz obr. 2.

2) Rovnice dynamické rovnovahy: Vektorovou rovnici rovno-
vahy

G+N+T+D,+D, =0

rozepiSseme ve slozkach soufadnicového systému teéna-normala ) )
obr. 2 — uvolnéni v obecné

Nt: Gsinp—T-D =0, (1) poloze
/' n: Gecosp—N—-D =0, (2)
3) Specifikace sil
G =mg, (3)
T=fN, (4)
D, = ma,, (5)
D, =ma,. (6)

4) Kinematické rovnice: Protoze se pozaduje zavislost rychlosti na poloze musime pouzit
diferencialni vyraz, ktery obsahuje v a ¢ . Tim je
_dv  dvrdp  dvrde  wdv
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dt dtrdp de dt rde
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nebo muzeme postupovat takto:
dv dvde dvde dv . do
al, :—:——:——:—(p:—w
dt dtde dedt de de
a vzhledem k tomu, Ze pro obvodovou rychlost pfi pohybu po kruznici plati v = wr, dostavame

_dvw
t e

Cdpr

Pro normaélovou slozku zrychleni plati

n

a, = U_Q (8)
r

5) Inventura rovnic a neznamych. Rovnic je 8, Neznamych je 9 (G, T, Di, Dy, N, ai, an,
v, ¢ ), pFitemZ ¢ je nezavislou proménnou.
6) ReSeni: Dosazenim rovnic (3) az (6) do rovnic (1) a (2) dostaneme

mgsinp — fN —ma, =0, (9)

mgcosp —N —ma, =0. (10)
Z (10) vypocteme N a dosadime do (9)

mgsingo—f(mgcosgo—man)—mat =0,

kratime hmotnosti a dosadime za a; a an.

v dov v’ .
—— —f—=gsingp — fgcosyp. (11)
r de r
Zavedenim substituce (a drobnymi upravami)
v’ =z 2vdv=dz, (12)
se tato rovnice prevede na linearni diferenciélni rovnici prvniho fadu s konstantnimi koeficienty
a specialni pravou stranou

g—sz:%’gsingo—ergcosgo. (13)
de
Regeni takovéto rovnice se sklada z obecného FeSent 2, (¢) homogenni rovnice
42 o, —0, (14)
de

téZ mozno zapsat pomoci notace znidmé z matematiky
!/ 2 _
2y —2fz; =0,

a z partikularniho feseni z,(¢) pro dany tvar pravé strany.

Reseni rovnice (14) je ve tvaru
z, = 0",
kde A je kofenem charakteristického polynomu (feSenim charakteristické rovnice)
A=2f=0, (15)
s fesenim A = 2f , takze obecné feseni homogenni rovnice (14) je

z, = Ce?, (16)

kde C je integra¢ni konstanta.




Specialni prava strana rovnice (13) obsahuje sinus i cosinus nezavisle proménné, oba s kon-
stantnimi koeficienty. Srovnanim s nejobecnéjsim moznym tvarem specialni pravé strany

P.S.=¢” [P, (p)cosbp + Q, ()sinby|,

vychazi a =0, b =1 a stupen polynomu P, i Q,je n =0. Protoze ¢islo a +4b neni kofenem
rovnice (15), je ofekavany tvar partikularniho integralu (partikularniho feseni)

2p(p) = By cosp + 5, sin g, (17)
kde Ro a So jsou polynomy stupné n = 0, tedy konstanty. Dosazeni tohoto vztahu do rovnice
(13) (za ¢ dosadime derivaci (17) podle ¢ ) dava

[—RO sin ¢ + 5, Cosgo] — 2]‘[}%0 cosp + 5, Singp] = 2rgsinp — 2frgcos ¢,
a po upravé dostavame rovnici
(—R, —2fS,)sine + (S, —2fR,) cos p = 2rgsin — 2frgcos ¢,

z niz porovnanim ¢lend u sin a cosyp dostavdme dvé lineadrni algebraické rovnice

Ry +2f5, = =21y,

2fR, =5, = 2fry,
pro Ro a So. Regeni naptiklad Cramerovym (viz napf¥. wikipedie) pravidlem dava
—2¢gr 2f
2fgr  —1 1—2f°
B="; :_1+4j;2'2gr’
2f -1
1 —2¢r
B 2f 2fgr ~_Gfgr
Pl 2f] 144t
2f -1

Partikularni feSeni (partikularni integral) je potom

Zp = %[(%ﬂ —1)cosg0—3fsin<p]
a obecné FeSeni Gplné rovnice (13)
z(gp):Cle“’—%[3fsingp+(l—2f2)cosgo], (18)

kde stale potfebujeme urcit integrac¢ni konstantu C, ktera se urci aplikaci po¢ate¢ni podminky
(viz zadani tlohy) ¢ = —¢,, vl =—p,) =1,, tedy

2(o=—¢) =[vle=—¢)F =u. (19)
Dostavame
Y 2gr .
— 2 2fey 2
2(—p,) = vy = Ce?¥ —W[Zifsm(—%) +(1-2f )COS(—%)],
tedy po upravé (kde aplikujeme znamé vlastnosti goniometrickych funkei sin(—¢) = —sing,

cos(—p) = cos )

2 .
C=e'ln {vé + 1+gif2 [(1—2f2)COS<pD —3fsm<p0]}.




Po dosazeni do (18) a upravéch je feSeni rovnice (13) pfi po¢ate¢ni podmince (19)
2¢gr

2 2f(p+¢0)
+
1+4f°

z=2v(p)= vle [(1 — 2f2>(e2f(¢+““) Cos p, — cos gp) —

—3f <e2f(¢+¢o) sin @, + sin go)} ,

(20)

coz je vlastné pozadovana zavislost v(y) .

Normalovou reakci N lze potom ur¢it z rovnice z rovnice (10)

N=m

v2]
gcosp ——1|,
T

neboli

2
Uy 2flota
oef(w @) _

N(p) = m{gcosgo—
r

_ 2gr
1+ 4f?

[(1 —2f?) (62"(“*““) oS (g, — COS gp) -3f (e2f(v+%> sin ¢, + sin (p)]}

Ztrata kontaktu s podlozkou nastava, kdyz N = 0. Obecny piipad pro f = 0 je FeSen{ velmi

obtizné. Pro specialni pfipad f =0 (bez tfeni) je
N(p) = m[gcoscp— 1102/7" — 2g(cosg0O — coscp)]
a podminka N (go") =0 pro ztratu kontaktu s podlozkou vede na rovnici
0= gcosyp" —vg/r—2g(coscp0 —cos¢’),
kterad mé reSeni

" = arccos (115/7“ + 2 cos 300> .




