Prutova soustava se dvéma stycniky

Zadani

Prutova soustava je tvorena péti pruty. VSechny pruty maji stejnou délku | a jsou usporadané podle
obrazku. Ve sty¢niku B plsobi svisa sila F. Pruty Cislo 2 a 3 zménily svou teplotu o AT.
Dano: - délky prutli |, jejich prifezy S
- material prutd: E, ar
-zména teploty druhého a tfetiho prutu AT
Urcete: -SilyvprutechN; az Njg
- Napéti v prutech g, aZ o
- Posuvy sty¢nik(i Aa B
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Redeni

Rovnice rovnovahy

Pruty jsou binarni ¢leny, které mohou prenaset pouze osovou silu. Tato sila je vlastné vnitini silou v
prutu. Sily v prutech proto oznacime N, az Ns. U vSech sil v prutech budeme vZdy predpokladat, Ze
jsou tahové a jako tahové je také do obrazku zakreslime.

N

N>

N5

£

Ny

Rovnice rovnovahy obou sty¢nikl jsou
-N; Cos[30°] -N, Cos[30°] =90,

(1

N7 Sin[300] - Ny Sin[300] -N5 =0, (2)
-N3Cos[30°] -NsCos[30°] =0, (3)
N3 Sin[30 °] -N4Sin[30°] +Ns-F = 0. 4)

Ve ¢tyrech rovnicich rovnovahy je pét neznamych sil. Prutova soustava je jednou staticky neurcita.



Prutova soustava se dvéma stycniky| 3

Deformacni rovnice

Abychom mohli zapsat deformacni rovnice, musime si nejprve promyslet, ¢im deformaci soustavy
popiSeme. ProtoZe jsou pruty pripojené ke stycnikiim, dojde ke zméné polohy téchto stycnikd.
Deformaci prutové soustavy proto popiSeme pomoci posuvi stycnikd. Stycniky jsou body a kazdy
bod v roviné ma dva stupné volnosti. Slozky posuvi obou sty¢nikd jsou na obrazku.

7

Deformacni rovnice popisuji, jak se zméni délky prutl v disledku zmén poloh sty¢nik(. Maji tedy
obecny tvar

Al; = Al (Up, VA, Ug, V), 1=1,2,3,4 (5)
a nasim Ukolem je tyto zavislosti popsat.
Budeme postupovat krok po kroku. Nechame vsechny slozky posuvii nulové s vyjikou jedné jediné
(napriklad u,) a zjistime, co to udéla s délkami prutl. Ziskame tak zmény délek prutd, zplsobené
slozkou posuvu uy, a tyto zmény délek prutl oznacime Al;(u,). Postupné ziskame jesté Al;(v,),
Al;(ug) a Ali(vg). Celkova zména délky prutl je zplsobena vsemi témito vlivy a proto plati

Al; = ALl (up) +AL; (va) +AL; (ug) +AL; (veg), 1=1, 2, 3, 4. (6)

Zmeny délek prutli zplsobené slozkou uy

Situaci znazorriuje nasledujici obrazek. Musime si uvédomit, Ze velikost posuvu u, v obrazku je o
nékolik rada vétsi, nez by mohla byt ve skutecnosti. Musime to tak udélat, jinak by ndm nezdefor-
movany a zdeformovany stav na obrazku splyvaly.
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Zluté vyznalenou oblast si zakreslime je$té jednou ve velkém detailu. Nevidime uZ celé pruty, ale

24

jen jejich velmi kratké ¢asti v okoli stycniku A
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Zména délky prutu Cislo 1

Situace se tfemi pruty je stale pomérné neprehledna. Zakresleme si tedy jen prvni prut a pouZijeme
jesté o néco vétsi zvétseni.

ProtoZe skutec¢na velikost posuvu uy je velmi mala (napfiklad Floo délky prutu, nebo jesté méné),
miZeme s velkou pFesnosti prohlésit, Ze pruty 1 a 1’ jsou navzdjem rovnobé&zné. Seda pfimka je
tecnou ke kruznici, jejiz stfed leZi na druhém konci prutu 1 a kterad prochazi bodem A. ProtoZe je ale
posuv U, tak nesmirné maly, tak kruZnice se svou tecnou v okoli bodu A splyva a Seda céra je tedy i
maly segment této kruZnice. Sedd pfimka je kolma naprut1i1’.

Posuv uy4 (oznadeny modre) rozloZime na slozku kolmou k prutu a slozku ve sméru prutu (zn-
azornéno fialovou barvou).

Zména délky prutu Al nezavisi na tom, zda jsme se z bodu A do bodu A’ dostali pfimo (po modré
Sipce), nebo nepfimo (po fialové Sipce), ale jen na tom, kde leZi body A a A’. Prvni ¢ast fialové trasy
(kolma na prut) predstavuje pobyb konce prutu po kruznici. Pfitom se délka prutu neméni. Druha
Cast fialové Sipky mifi ve sméru prutu a predstavuje tak pravé zménu délky prutu.

Aly(ua)
309
Up
A A

Plati tedy

Al (up)

— =Cos[30°], (7)

Ua
Cili
Aly (up) =upCos[30°]. (8)

Zména délky prutu Cislo 2

Zakreslemessi jen druhy prut.
Protoze skutecna velikost posuvu uy je velmi mala, mizeme s velkou presnosti prohlasit, Ze pruty 2
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IR PR T4

a2’ jsou navzijem rovnob&zné. Sed4 pfimka je te¢nou ke kruZnici, jejiZ stfed leZi na druhém konci
prutu 2 a ktera prochazi bodem A. ProtoZe je ale posuv u, tak nesmirné maly, tak kruZnice se svou
te¢nou v okoli bodu A splyva a 3edd ¢ara je tedy i maly segment této kruZnice. Seda pfimka je
kolma na prut2i2’.

Posuv uy, (oznaceny modre) rozloZime na slozku kolmou k prutu a slozku ve sméru prutu (fialovou
barvou).

Zména délky prutu Al nezavisi na tom, zda jsme se z bodu A do bodu A’ dostali pfimo (po modré
Sipce), nebo nepfimo (po fialové Sipce), ale jen na tom, kde leZi body A a A’. Prvni ¢ast fialové trasy
(kolma na prut) predstavuje pobyb konce prutu po kruznici. Pfitom se délka prutu neméni. Druha
Cast fialové Sipky mifi ve sméru prutu a predstavuje tak pravé zménu délky prutu.

ua

A A
30
Aly(up)
Plati tedy
AL, (u
ﬁ :COS[39 OJ, (9)
Ua
cili
Al; (up) =upCos[30°]. (10)

Zména délky prutu Cislo 5

Slozka posuvu uy, je vodorovna a tedy kolma k prutu €. 5. Sty¢nik se tedy pohybuje po te¢né ke
kruznici, kterd ma stfed na druhém konci prutu €. 5. ProtoZe je velikost u, velmi mala, teCna v této
oblasti s kruznici splyva. To znamena, Ze vodorovny posuv u, délku prutu ¢islo 5 nezméni:

Als (up) = 0. (11)
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Zmény délek ostatnich prutd

v v

Do sty¢niku A uz Zadny dalsi prut pfipojeny neni. Proto posuv tohoto sty¢niku délky ostatnich prutd
nezméni a plati

Als (up) =0, (12)
Al4 (up) = 0. (13)

Zmeny délek prutli zplsobené slozkou v,

Situaci znazornuje nasledujici obrazek. Musime si uvédomit, Ze velikost posuvu u, v obrazku je o
nékolik rada vétsi, neZ by mohla byt ve skutecnosti. Musime to tak nakreslit, jinak by nam nezdefor-
movany a zdeformovany stav na obrazku splyvaly.

7
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Zakreslime si opét jen tésné okoli bodu A

a podivame se na to, co se stane s délkami jednotlivych prutd.

Zména délky prutu ¢. 1

Svisly posuv sty¢niku v4 rozlozime do slozky ve sméru kolmé k prutu a do slozky ve sméru prutu.
SloZka kolma k prutu je shodna te¢nou ke kruznici se stfedem na druhém konci prutu a pro kratky
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oblouk je shodna s te¢nou. To znamena, Ze slozka koma k prutu délku prutu neovlivni. Prut se jen
pootoli o néjaky nesmirné maly Uhel.

SloZka ve sméru prutu (na obrazku Sipka mifici doleva nahoru) ukazuje zménu délku prutu. Z
obrazku je jasné, Ze prut se zkracuje a plati tedy

Aly (vy) < ©. (14)
Zména délky prutu je zaporna (napriklad -0,02 mm). Délka tsecek v trojuhelniku na nasledujicim
obrazku je ale kladna (napt. +0.02 mm)! To znamena, Ze délka Usecky neni shodna se zménou délky
prutu! Délka usecky (ktera je kladnd) je rovna zméné délky prutu (ktera je zaporna) vynasobené
Cislem -1.

—Aly(va)

Va

Plati tedy
-Alq (v
& :Sin[BGO} (15)
Va
a proto

Alz (Vp) :7VA-Sin[3OO}. (16)
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Zména délky prutu €. 2

Svisly posuv sty¢niku v4 rozlozime do slozky ve sméru kolmé k prutu a do slozky ve sméru prutu.
Slozka kolma k prutu je shodna te¢nou ke kruznici se stfedem na druhém konci prutu a pro kratky
oblouk je shodna s te¢nou. To znamena, Ze slozka koma k prutu délku prutu neovlivni. Prut se jen
pootoli o néjaky nesmirné maly Uhel.

Slozka ve sméru prutu (na obrazku Sipka mifici doprava nahoru) ukazuje zménu délku prutu.
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o
Aly(va)
Va
30°
A
Plati tedy
ALy (Va) . .
— =Sin[30 °] (17)
Va
a proto
AL, (vp) =vaSin[30°]. (18)
Zména délky prutu €. 5
Posuv v, se odehrava pfimo ve sméru putu Cislo 5 a proto plati
Al_r, (VA) = Vp. (19)

Zmény délek ostatnich prutd
Pruty €. 3 a 4 nejsou pripojeny ke sty¢niku A a proto posuvy tohoto styycnihu délku téchto prutd
neovlivni.
Alz (V) = O, (20)
Al4 (Vp) = 0. (21)

Zmeény délek prutli zpUsobené slozkami ug a v
Postup po stanoveni zmén délek jednotlivych prutd zplisobenych slozkami posuvu sty¢niku B je
stejny, jako postup, ktery jsme pouZili u sty¢niku A. UrCete si vSechny tyto hodnoty sami. Dostanete
All (up) =9, (22)
Aly (up) =0, (23)
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Als (up) =upCos[30°], (24)
Aly (up) =upCos[30°], (25)
Als (up) = ©. (26)
a
Aly (vp) =0, (27)
AL, (V) =0, (28)
Alz (Vp) = -vaSin[30°], (29)
Aly (Vp) =vaSin[30°], (30)
Als (Vp) = -V, (31)

Deformacdni rovnice

Nyni miZeme dat dohromady vse, co jsme dosud o deformacich zjistili a sestavit kone¢né defor-
macni rovnice.

Al; =upCos[30°] -vaSin[30°] +0+0, (32)
Al, =upCos[30°] +vaCos[30°] +0+0, (33)
Al3 =0 +0@+ugCos[30°] -vgSin[30°], (34)
Al =0+0+ugCos[30°] +vgSin[30°], (35)

(36)

A15:0+VA+0*VB. 36

Fyzikalni rovnice

Fyzikalni rovnice vykadfuji vztah mezi zatizenim prutu a jeho prodlouzenim. V pripadé nasi prutové
soustavy vypadaji nasledovné. Nesmime pfitom zapomenout na zménu teploty AT, kterou pod-
stoupi prut ¢islo 2 a 3!

Np; 1
Al = ——, (37)
ES
N, 1
ALy, = — +o7 AT, (38)
ES
N3 1
Al = — +a7 AT 1, (39)
ES
Ng 1
£ly = ——, (40)
ES
Ng 1
Alg = —. (41)
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Uplnd soustava rovnic

Soustava rovnic pro urceni sil v prutech se sklada z
= rovnic rovnovahy (4 rovnice)

» deformacnich rovnic (5 rovnic)

m fyzkalnich rovnic (5 rovnic).

V téchto ¢trnacti rovnicich mame tyto neznamé:

m Sily v prutech N; az N5 (5 neznamych)

= Zmény délek prutl Al; aZ Al (5 nezmamych)

m Posuvy sty¢nikd uy, vy4, Ug, Vg (4 neznamé)

ReSeni
ProtoZe podle zadani mame urcit kromé sil v prutech a posuvd sty¢nikd i napéti, mGzeme k vyse
uvedené soustaveé rovnic pridat jesté vztahy pro urceni napéti ve tvaru

N;

o1 = —, (42)
S
N>

Oy = —, (43)
S
N3

03 = —, (44)
S
Ng

0-4 = T (45)
S
Ng

O = —. (46)
S

, s

a ziskame soustavu celkem devatednacti rovnic pro vSechny veli¢iny, po kterych se nas pta zadani.

ReSenim soustavy dostadvame

2(3++/3)F+3(1++3)SEaToy

N, - ) (47)

9+74/3
-2 (3++3)F-3 <1+\/§)S]EATO(TF
9+7+/3
(3+5V3)F-3 (1++/3)SEATay

N; = F, (49)

9+7\/§
~((3+53)F) +3 (1++3)SEATog

Ng = F, (50)

9:74/3
2(3+43)F+3(1++3)SEATor

N5 = F, (51)

9+7 /3
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O1

02

O4

Ua

Ve

O3

Os

2(3++/3)F+3(1++3)SEATor
(9+7+3)s ’

~2(3+3)F-3(1++3)SEAToy
(9+7+3)s ’

(3+543)F-3(1++3)SEATay
(9+7+3)s ’

~((3+5+3)F)+3(1++3)SEAToy

(9+7+3)s
2(3++/3)F+3(1++3)SEATor
) (9+7+3)s ’
21 (2 (-1+~/3)F+ (4++3) SEAT o)
(9+73)sE
2431 (-4F+SEATar)
" (9+7+3) SE
1AT o
ug = 5

J

1(2(3+5+3)F+ (3++3)SEaTay)

(9+7+3)SE

(56)



