Binarni relace, v niz prvku z prvniho oboru relace patfi nejvyse jeden prvek z
druhého oboru relace, se nazyva

Jsou-li prvky obort mnoziny bodu, nazyva se zobrazeni

Zobrazeni bodovych mnozin na sebe, zejména pokud jsou prosta, se
nazyvaji

V roviné p je mnoziny bodu roviny p
mnoziny bodu roviny p pravé tehdy, kdyz kazdému bodu X € p je pfifazen pravé
jeden bod X~ € p. Bod X je vzor, bod X  obraz bodu X v tomto zobrazeni.

Je-li kazdy bod X’ roviny p obrazem alespon jednoho bodu X roviny p, pak se
jednao roviny p na rovinu p.

© Daniela Bimova



jsou zobrazeni, v nichz jsou kazdym dvéma ruznym vzorum
pfifazeny dva ruzné obrazy (muzeme hovofit o tzv. vzajemné jednoznacnych
zobrazenich).

Bod A nazyvame zobrazeni Z, jestlize plati Z(A) = A" = A.
Cteme: V zobrazeni Z je obrazem bodu A bod A", nebo vzorem bodu A je bod A.

Obraz U’ geometrického utvaru U je mnozina obrazu vSech bodu utvaru U.

Je-li obrazem geometrického utvaru U utvar U°, ktery s utvarem U splyva,
nazyva se utvar U prisluSného zobrazeni.

Samodruzny utvar nemusi byt v daném zobrazeni utvarem
samodruznych bodu.

© Daniela Bimova



Zobrazeni, ve kterém je kazdy bod samodruzny, se nazyva

Vztahy, které se pfi daném zobrazeni neméni (napf. velikosti usecCek, velikosti
uhlt, smysl obihani vrcholu trojuhelniku apod.) se nazyvaji ().
nemeénneé); zkracené

Z,a Z,(znaCime Z, > Z,) rozumime zobrazeni Z
dane predpisem: Z=2,°Z,.

Jsou-li Z, Z,zobrazeni mnoziny M, pak plati A’ 7
Z(A)=(Z,°Z,) (A) =Z,[Z, (A)], 1. 7
Z(A)=A"<EBA)[Z,(A=A"AZ,(A)=A"]. :

Danou operaci hazyvame . A"
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Skladani geometrickych zobrazeni je asociativni, tj. plati
(VZy,25,23) 1 (£y°2Zy) 2o Z3=2,°(Z;° Zy)

Z1C’Zz
2. Z Zs
; hY
A A’ A" m
2o s

Skladani geometrickych zobrazeni neni obecné komutativni.

Skladani geometrickych zobrazeni ma neutralni prvek — identitu I,
pritomplati Z - I1=1-2Z=2.

Skladani geometrickych zobrazeni ma inverzni prvek — inverzni
zobrazeni.



Ke kazdému prostému zobrazeni Z mizZeme sestrojit tzv.
(znaCime Z1), které je dano vztahem

ZoZt=2Z1Z=I.

Je zfejmé, ze Z1(B) = A, pravé kdyz Z (A) = B. Bod A, ktery je
VvV zobrazeni Z vzorem, se stava v zobrazeni Z! obrazem a naopak.

Z
A B
Z’
Zobrazeni Z, které neni identitou, nazyvame (nebo téz
zkracene ), prave kdyz plati
Z2=Z 3 Z =1,

tj. involutorni zobrazeni je inverzni samo k sobé, tedy Z1=Z .



Je-li v daném zobrazeni Z obrazem bodu X bod X a obrazem bodu Y = X” bod
Y " = X, pak takovou dvojici bodu nazyvame daného

zobrazeni Z.



Zobrazeni v roving, které kazdym dvéma riznym bodim X, Y dané roviny
prifazuje body X, Y~ téze roviny tak, ze [XY| = |XY'|, se nazyva
Vv roviné (nékdy téz ).

Muizeme struéné fici, ze shodné zobrazeni zachovava vzdalenost
bodu.

V kazdém shodném zobrazeni je obrazem
- UseCky usecCka shodna s danou useckou,
- pfimky primka,
- polopfimky polopfimka,
- poloroviny polorovina atd.
Ve shodném zobrazeni se
- rovnobézky zobrazi na rovnobézky,
- Uhel se zobrazi na uhel s nim shodny apod.



Shodné zobrazeni
Vv roviné je jednoznacné urceno libovolnymi tremi nekolinearnimi body X, Y,

Z a tfremi nekolinearnimi body X’, Y’, Z°, které jsou po fadé jejich obrazy.

Ve shodném zobrazeni je orientace uhlu bud stejna, anebo opacna.
Podle toho rozdélujeme na ( )

a na ( ).

stejna orientace

opacna orientace v’



Mezi shodna zobrazeni v roviné fadime:
1. identitu
2. 0sovou soumeérnost (pfiklad nepfimého shodného zobrazeni)
3. stredovou soumérnost
4. oto€eni
5. posunuti

Ke kazdému shodnému zobrazeni Z existuje inverzni zobrazeni Z L.

Kazdé shodné zobrazeni v roviné se da slozit z konecného poctu
téchto zakladnich shodnych zobrazeni.

Shodna zobrazeni v roviné s operaci skladani zobrazeni tvofri
nekomutativni grupu.



Geometrické zobrazeni v rovine, které kazdému bodu X € U, kde U je dany
geometricky utvar, prifazuje bod X" geometrického utvaru U’, priCemz kazdy

takovy bod X’ je shodny s bodem X, tj. X = X", se nazyva
nebo-li Znacime | nebo

je geometrické zobrazeni, které prirazuje bodu utvaru ten
samy bod stejného utvaru.

VSechny body geometrického utvaru U jsou tedy shodné s body
utvaru U, tj. U = U". Aplikaci identického zobrazeni se nic nezmeni,
vysledkem je tedy opét vstupni geometricky utvar.



VSechny body a obecné vSechny dudtvary v roviné jsou pak
samodruzné. Kazdy vztah je invariantem.

Konkrétnim prikladem identického zobrazeni je napr. otoCeni Ctverce
ABCD kolem jeho stfedu S o uhel ¢ = + 360°.

D=D C=C’




Geometrické zobrazeni v roving, které kazdému bodu A € o, kde o je pevné
zvolena primka, prifazuje tyz bod A = A’ a kazdému bodu X ¢ o prfifazuje bod X~
tak, Ze primka o je osou useCky XX’, se nazyva (nékdy téz
soumeérnost podle osy). Primka o se nazyva . Znacime OS (0).

Osova soumeérnost je urCena osou nebo jednou nesamodruznou
dvoijici odpovidajicich si bodu.



Priklad zobrazeni objektu v osové soumernosti

“

Al



jsou:
odpovidajici si body X, X" lezi na kolmici k ose soumeérnosti o0;

pfimce odpovida prfimka
- je-li pfimka p rGznobézna s osou o, pak ma se sobé
odpovidajici pfimkou p’ spolecny bod lezici na ose o

- je-li pfimka p rovnobézna s osou o, potom i ji odpovidajici
pfimka p’je rovnobézna s osou o




Osova soumérnost je sama k sobé inverzni, tj. slozenim dvou
osovych soumeérnosti s touz osou soumérnosti o vznika identita, osova
soumeérnost je tedy involutorni zobrazeni.

Invarianty v osové soumernosti jsou velikost usecCky a velikost uhlu.

Osova soumeérnost prevadi kazdy orientovany uhel v uhel
nesouhlasné orientovany. Osova soumérnost je prikladem nepfimé shodnosti.

Tj. sestrojeny obraz je nutné pres prusvitku preklopit, abychom ziskali
puvodni vzor.




body — vSechny body osy (0)

primky
osa soumeérnosti o je tzv. osove
soumernosti, nebot vSechny jeji body jsou samodruzne

vsechny primky kolmé k ose soumernosti 0 jsou tzv.
osove soumernosti, tj. takove primky, na nichz
samodruznym bodem je pouze jejich prusec€ik s osou soumérnosti o

utvar U, ktery je samodruzny v osové soumérnosti, tj. O (U) = U,
nazyvame

|
|

|

| .3

|

|

|
.|______

7 \ 0, S ) [ R

s



Definice 1.2.4: Utvar U je soumérny podle osy o pravé tehdy, kdyz je

)
|
|
I

Véta 1.2.8: Kazdé shodné zobrazeni v roviné vznikne slozenim nejvyse tri
osovych soumeérnosti

Plati:

slozenim osovych soumérnosti sudého poétu vznikne prima shodnost —
identita, translace, rotace, stfredova soumérnost

slozenim osovych soumeérnosti lichého poétu vznikne nepfima shodnost
— osova soumernost, posunuté zrcadleni



Skladani osovych soumeérnosti
Skladani 2 osovych soumeérnosti

osy rovnobézné rizné — sloZzenim vznikne posunuti (translace). Velikost
posunuti je rovna dvojnasobku vzdalenosti os a smer posunuti je kolmy na
osy obou soumérnosti. Smysl posunuti je jednoznacné urcen poradim os.
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osy rovnobézné splyvajici — slozenim vznikne identita

X=X" Y=Y Y’ X




osy ruznobézné — slozenim vznikne otoceni (rotace), jehoz stfedem je
prusecik obou riznobéznych os. Velikost uhlu oto€eni je rovna dvojnasobku
velikosti ostrého nebo praveho uhlu, ktery sviraji osy o1, 02 obou osovych
soumeérnosti. Smysl otoCeni je dan poradim os.




osy riznobézné kolmé — sloZzenim vznikne stfedova soumeérnost (rotace
0 180°), jejimz stfedem je prusecik obou kolmych os.




Skladani 3 osovych soumeérnosti
oSy navzajem rovnobézné ruzné — sloZzenim vznikne osova soumeérnost
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Skladani 3 osovych soumeérnosti
osy navzajem kolmé — slozenim vznikne posunuté zrcadleni




Geometrické zobrazeni v roviné, které pevnému bodu S roviny pfifazuje tyz
bod S a kazdému bodu X = S roviny bod X~ téze roviny tak, ze |XS| = [X'S| a

¢ = /Z X'SX, kde ¢ je dany orientovany uhel, se nazyva kolem
bodu S o orientovany uhel ¢. Bod S se nazyva , Uhel ¢ se nazyva
a orientace uhlu ¢ udava . Znacime R (S, ¢).

OtocCeni je urCeno stfedem S a orientovanym uhlem ¢ nebo (nikoliv
vSak jednoznacné — jen modulo 2kxz) stfredem S a jednou usporadanou
nesamodruznou dvojici odpovidajicich si bodu X, X°, které lezi na téze
kruznici se stredem S.

Kladna orientace uhlu je proti sméru hodinovych rucicek, zaporna
orientace uhlu je po sméru hodinovych rucicek.



Poznamka: OtoCeni o uhel ¢ = (2k +1)7, kde k € Z, tj. o lichy nasobek 180°, je
stredova soumeérnost. OtoCeni o uhel ¢ = 2kz, kde k € Z, tj. 0 sudy nasobek
180°, je identita.




jsou:
odpovidajici si body X # S, X’ lezi na kruznici se stredem S a s polomérem

r = |SX|, pficemz orientovany uhel 2 XSX’ je konstantni a rovna se uhlu
otoceni;

primce odpovida primka, prficemz obe primky jsou stejné vzdaleny od stredu S
otoCeni a navzajem sviraji uhel rovny uhlu otocCeni.

bod — neidentické otoCeni (¢ # 2kxz) ma jediny samodruzny bod a to

primky — samodruzné primky existuji pouze v pripadé ¢ = ar:
- pro a = 2k (sudé) — identita — jsou vSechny pFfimky ;

- pro a = (2k +1) 7 (liché) — stredova soumérnost — jsou vSechny pfimky
prochazejici sttedem otocCeni

Inverznim zobrazenim k otoCeni R (S, ¢) je otoCeni R (S, -¢), t.
otoCeni se stejnym stfedem S, uhlem ¢, ale opacnym smyslem otocCeni.



Véta 1.2.10: Invarianty jsou v otoCeni velikost usecCky a velikost uhlu.

Véeta 1.2.11: OtoCeni prevadi kazdy orientovany uhel v uhel souhlasné
orientovany.




Priklad zobrazeni objektu v otoCeni




Slozeni dvou osovych soumérnosti s riznobéznymi osami 0,, 0,
je otoCeni, jehoz stfedem je prusecik obou rdznobéznych os. Velikost
uhlu otoCeni je rovna dvojnasobku velikosti ostrého nebo pravého uhlu,
ktery sviraji osy o,, 0, obou osovych soumérnosti. Smysl otoCeni je dan
pofadim os.

Dukaz:

Budte O,, O, osové soumérnosti s riznobéznymi osami o,, 0,. Je
ziejmé, ze pruseCik S pfimek 0,, 0, je jedinym samodruznym bodem
slozeného zobrazeni Z. Libovolny bod X # S prejde v osové soumeérnosti
O, do bodu X* a bod X* pfejde v osove soumeérnosti O, do bodu X, .

Z=0,°0, X—>X.
Je ziejme, ze |SX| = |SX*| = |SX|. Dale |£ SX, o,| = |£ 04, SX*| &
|£ SX*, 0,| = |£ 0,, SXT, .
|£ XSX| = (|£ SX, 04| + |£ 04,SX*|) + (|[£ SX*, 0] + |£ 0,,SX]) =
=2 |£0,SX*|+2-|£SX* 0, =2 |£ 04, 0,



Odpovidajici si body X =S, X" lezi na kruznici se stfedem S a s polomérem
r = |SX|, pficemz orientovany uhel £ XSX° je konstantni a rovna se
dvojnasobku orientovaného uhlu ¢ urCeného prfimkami o,, 0,, tj. Z = R (S, 2¢).
PriCemz pfi postupu zalezi na poradi os, které udava smysl| otocCeni.
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K vySe uvedené véte plati i véta obracena.

Kazdé otoCeni Ize rozlozit na dvé osové soumeérnosti, jejichz osy
jsou rdznobézky prochazejici sttedem soumérnosti. Za jednu osu lze zvolit
libovolnou prfimku prochazejici stredem soumérnosti, druha osa je pak
urcena jednoznacné.

Dukaz:

OtocCeni R je urCeno stfedem S a jednou uspofadanou nesamodruznou
dvojici odpovidajicich si bodu A, A’, které lezi na téze kruznici se stfedem S.
Zvolime 0,= SA; potom O;: S —» S, A —» A. Dale zvolime 0, — osa uhlu ASA”;
potom O,: S -> S, A > A". V zobrazeni O, ° O,, které je podle predchazejici
véty otoCenim, prechazi bod A do bodu A",

Dvojice A, A" byla vybrana libovolné, a proto i osa o0, je zvolena
libovolné. Osa o, je jiz evidentné volena jednoznacneé.



Geometrické zobrazeni v roving, které pevnému bodu S roviny pfifazuje tyz bod
S a kazdému bodu X = S bod X téze roviny tak, ze bod S je stredem usecky
XX’, se nazyva ( ). Bod S se
nazyva . ZnaCime SS (S).

Stfedova soumeérnost je urCena stfedem soumernosti nebo jednou
nesamodruznou dvojici odpovidajicich si bodu.

& m=m



7/ {/ Prlklad zobrazeni objektu ve stfredové soumérnosti | \\\ \




jsou:
stfedova soumérnost je involutorni zobrazeni;
odpovidajici si body X, X" lezi na pfimce prochazejici sttedem soumeérnosti;
primce odpovida primka s ni rovnobézna

body — existuje jediny '
primky:
je :
ve stfredové soumeérnosti

Ve stfedoveé soumeérnosti jsou invarianty velikost usecky a velikost
uhlu.

Stfedova soumeérnost prevadi kazdy orientovany uhel v uhel
souhlasné orientovany. Stfredova soumeérnost je prikladem pfimé shodnosti.

Tj. sestrojeny obraz se pres prusvitku nepreklapi, jen otaci.
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SloZenim dvou osovych soumérnosti s osami na sebe kolmymi je
stfedova soumérnost, jejimz stfedem je prusecik obou kolmych os.

Dikaz:

Budte O,, O, osové soumérnosti s osami o,, 0,, které jsou na sebe kolme. Je
ziejmé, ze pruseCik S pfimek o0,, 0, je jedinym samodruznym bodem
slozeneého zobrazeni Z. Libovolny bod X # S prejde v osové soumérnosti O, do
bodu X* a bod X* prejde v osové soumernosti O, do bodu X", tj.

Z=0,°0, X — X

Je videt, ze plati [SX| = |SX*| = |SX'] a dale take, ze |« SX, o,| = | £ 0,4, SX*| @

|2 SX*, 0,] = |£0,, SX1, .
|2 XSX'| = (|.£ SX, 04| + |£ 04, SX¥) + (|2 SX*, 0,] +
+120, SX|) =2 | L0y, SX*| +2 - |.£ SX*, 0,] =

=2F | Zol’ 02| =2 900 =180 o. hr""::;;-'_ﬁ

Body X, S, X" jsou tedy kolinearni a navic bod S
je stfredem useCky XX, tj. Z =SS (S).

e
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K véte 1.2.16 plati i véta obracena.

Kazdou stfedovou soumérnost lze rozlozit na dvé osové
soumérnosti, jejichz osy jsou kolmé ruznobézky prochazejici stfedem
soumeérnosti. Za jednu osu lIze volit libovolnou pfimku prochazejici stredem
soumeérnosti, druha osa je pak urCena jednoznacne.

Dikaz:

Necht bod S je stfed soumérnosti Z, dale necht A je libovolny bod rizny
od bodu S a bod A" je jeho obraz. Zvolime o, =AA’, potom pro soumérnost O,
plati, ze O,;: A — A. Dale zvolime pfimku o0, jako osu useCky AA". Zde pro
zobrazeni O, plati, ze O,: A — A". V zobrazeni O,°0O, (0, L 0,), které je podle
predchazejici véty stfedovou soumeérnosti, prechazi bod A do bodu A".

Dvojice bodu A, A" byla vybrana libovolné, a proto i osa 0, je zvolena
libovolné. Osa o, je jiz evidentné volena jednoznacne.



Utvar U je soumérny podle stfedu S pravé tehdy, kdyZ je samodruzny ve
stfedové soumernosti podle stfedu S, tj. SS (S): U - U " =U.

Ma-li utvar dvé osy soumérnosti, které jsou na sebe kolmé, pak je
stfedové soumérny podle jejich priseciku.

Véta obracena k vété 1.2.17 vsak neplati. Napr. kosodélnik je stfedove
soumerny, ale neni osove soumeérny.
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STREDOVA SOUMERNOST je diileZitou vlastnosti rovnob&znikd.

Je dan trojuhelnik ABC, bod S je stfed AC. Bod D je obrazem bodu B

v soumérnosti se stfedem S. Sjednoceni trojuhelniki ABC a ACD nazveme
rovhobéznik ABCD.

- Je — li A ABC rovnoramenny se zakladnou AC, vznikne KOSOCTVEREC.
- Je — li A ABC pravouhly s pfeponou AC, vznikne OBDELNIK.
- Je — li A ABC rovnoramenny pravouhly s pfeponou AC, vznikne CTVEREC.

Plati:
ProtejSi strany jsou rovnhobézné a shodné.
Uhlopficky se vzajemné pulli.
Protéjsi vnitfni uhly jsou shodné, soucet sousednich uhll je uhel pfimy.



Geometrické zobrazeni v roving, které kazdému bodu X roviny prifazuje bod
X" # X téze roviny tak, Ze pro kazdou dalSi dvojici odpovidajicich si bodu Y, Y’
dané roviny plati, ze useCky XY  a YX  maji spoleCny stfed, se nazyva

( ). Smeér, ktery je urCen orientovanou useCkou XX, se
nazyva , velikost orientované useCky XX se nazyva
a poradi bodu X, X" urCuje . ZnacCime T (XX").

Posunuti je urCeno smérem, velikosti a smyslem nebo jednou
usporadanou dvojici odpovidajicich si bodu.




jsou:
vSechny primky XX°, YY', ZZ°, ... jsou navzajem rovnobézné, tj. pfimce
odpovida pfimka s ni rovhobézna;
vSechny useCky XX*, YY', ZZ", ... jsou navzajem shodng;

body — neexistuje ;
primky:
vSechny jsou prave primky nalezejici smeru
posunuti;
v posunuti

Inverznim zobrazenim k posunuti T: X — X" je posunuti T: X" — X,
tj. posunuti o stejném smeéru, stejné velikosti, ale opachém smyslu.



Veéta 1.2.20: V posunuti jsou invarianty velikost usecCky a velikost uhlu.

Véta 1.2.21: Posunuti prfevadi kazdy orientovany uhel v uhel souhlasné
orientovany.
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Priklad zobrazeni objektu v posunuti




Slozenim dvou osovych soumérnosti s rovnobéznymi osami vznika
posunuti. Velikost posunuti je rovna dvojnasobku vzdalenosti os a smér
posunuti je kolmy na osy obou soumeérnosti. Smysl posunuti je jednoznacné
uréen poradim os.

Dikaz:
Budte O,, O, osove soumeérnosti s navzajem rovnobéznymi osami 0,, O,.

Libovolny bod X pfejde v osové soumeérnosti O, do bodu X* a bod X* prejde v
osove soumernosti O, do bodu X7, .

Z=0,°0,: X— X",
Z vlastnosti osové soumérnosti plyne, ze pfimka XX  je kolma na osy
soumeérnosti o,, 0,. Dale |X, o,| = |o;, X*| a |[X*, 0,| = |0,, X'|, 1.
IXX] = (IX, 04 + |04, X*]) + (|X*, 05| +]0,, X7) =
=210, X*| + 2 - [X* 05 =2 - [0y, 0y).
VSechny primky XX° jsou navzajem rovnobézné (nebot vSechny jsou

kolmé na o, // 0,) a navic vSechny useCky XX jsou navzajem shodne, tj.
Z =T (XX"). Pfi postupu zalezi na poradi os, ktery udava smysl posunuti.



K vété 1.2.22 plati i véta obracena

Kazdé posunuti Ize rozlozit na dvé osové soumérnosti, jejichz osy
jsou navzajem rovnobézné. Za jednu osu lze volit libovolnou pfimku kolmou
k pfimkam sméru posunuti, druha osa je pak urCena jednoznacné.

Dukaz:

Posunuti T je uréeno jednou usporfadanou dvojici odpovidajicich si bodu
A, A’. Zvolime o, L AA" A A € 0,; potom soumernost O;: A — A. Dale
zvolime pfimku o, - osu usecky AA" (fj. o, // 0,); potom soumeérnost
O,,A—> A"

V zobrazeni O,° O,, které je podle véty 1.2.21 posunutim, pfechazi bod A
do bodu A". Dvojice bodu A, A’ byla vybrana libovolné, a proto i osa o, je
zvolena libovolné. Osa o0, je jiz evidentné volena jednoznacné.



